
Testsd'Hypothèses

Laproblématiquedestestsstatistiquessedistinguede
elledel'esti-

mationparlefaitqu'ellenes'intéressepasàlavaleurexa
tedupara-

mètrein
onnu;elle
her
heàdéterminersileparamètresatisfaitou

pas
ertaineshypothèsesdonnées.Atitred'exemple,onpeut
onsi-

dérerle
asd'uninstitutdesondagequi,disposantd'uné
hantillon,

souhaitefaire
ertainesprévisionssurlaprobabilitéqu'un
andidatà

l'éle
tionbattelesautressanssepréo

uperdansunpremiertemps

du
hi�reexa
tdela
�tedesapopularité.

Exemple. SoitXunev.a.uniformémentrépartiedansl'intervalle

[a;1℄,oùaestin
onnu,maisonsaitque0�a<1.Disposantd'un

é
hantillon (x1 ;:::;xn ),onsouhaited'établirunerèglequi,enfon
tion

de
elui-
i,dé
ide:

1

�soitH0 :a=0

�soitH1 :a>0.

Unstratégiequisedessineirrésistiblementseraitdese�xerunseuil

setensuitea

epterH0 sileminimumdel'é
hantillonestinférieur

às;sileminimumledépasseonrejetteH0 enfaveurdeH1 .

Quellequesoitladé
ision,ellepeut
omporterdeuxrisques:

�RejeterH0 ,alorsqu'elleestvraie(risquedepremièreespè
e).

�A

epterH0 ,alorsqu'elleestfausse(risquededeuxièmeespè
e).

Iln'estpaspossibledeminimiser
esdeuxrisquessimultanément.La

méthode
lassique
onsisteàfavoriserH0 en�xantuneborneàne

pasdépasserpourl'erreurdepremièreespè
e:laprobabilitédurejet

H0 ,lorsqu'ellevraienedoitpasdépasserun
ertainseuil�.2

Onpeut,defaçontoutàfaitéquivalente,
onsidérer�=1��,
e

quiestlaprobabilitéd'a

epterH0 ,lorsqu'elleestvraie;
'estdon


leseuilde
on�an
equel'ona

ordeàH0 .Traditionnellement,la

valeurde�est
hoisiedansl'intervalle.[0:01;0:1℄.

Dé�nitions.SoitXunev.a.dontlaloidépendd'unparamètre

in
onnu�.Soit�l'ensembledesvaleurspossiblesque�peutprendre

(engénéralunsous-ensembledeR k),appeléespa
eduparamètre.Il

estdiviséendeuxsous-ensemblesdisjointsetnonvides:

�=�0 [�1 :

Onasso
iealorsà
esdeuxrégionsleshypothèses:
3

1.H0 :�2�0 et

2.H1 :�2�1 .

Lorsque �0 seréduitàunseulélément,l'hypothèseH0 estappelée

hypothèsenulle.

Unteststatistiquedans
e
ontexte,estunestratégieasso
iantàun

é
hantillon(x1 ;:::;xn )unedeshypothèseH0 ouH1 .C'estdon
une

familled'appli
ationsdeR ndansl'ensemblef H0 ;H1 g.

Lerisquedepremièreespè
eetlerisquededeuxièmeespè
esedé-

�nissent,dansle
asgénéral,parlesdeuxprobabilitésdonnées
i-

dessus.Unseuil �ànepasfran
hirpourlepremierrisqueestimposé;


'estlaprobabilitémaximaledurejetde H0 lorsqu'elleestvraie.4



Lapuissan
ed'untest,respe
tantleseuil�,estmesuréeentermes

deprobabilitédurejetdeH0 ,lorsqu'elleestfausse.

Onpeutrempla
erladonnéede�par
ellede�=1��,appelé

niveauxde
on�an
e deH0 .

Untestpourl'exemplepré
édent.Étantdonnéunseuil�ànepas

dépasserpourlerisquedepremièreespè
e,
her
honsunefrontières

pourleminimumdel'é
hantillon.Rappelonsquelastratégie
onsis-

taitàretenirH0 sileminimumdel'é
hantillonnedépassaitpasset

larejetersinon.Cal
ulonsalorslaprobabilitédesonrejet,lorsqu'elle

estvraie.Celle-
in'estquelaprobabilitépourqueleminimum,dans

unn -é
hantillondev.a.uniformémentrépartiedansl'intervalle[0;1℄,

dépasses;
equivaut(1�s) n.

5

Onendéduitquelerisquedepremièreespè
eestmajorépar�,si

(1�s) n� �:

Etpour
elale
hoixdes=1�� 1=n
onvient.

QuelquesTestsStandard

Nousn'entronspasi
idansunethéoriedestestsstatistiques,etnous

noussu�ronsdanslasuitedel'introdu
tiondequelquestests
ou-

rantsfréquemmentsolli
itésdanslesinféren
esstatistiques.Lesthéo-

rèmes,justi�antleurappli
ation,sontadmissansdémonstration.

TestduKhi-deuxd'Ajustement

SoitXunev.a.prenantvaleurdansl'ensemblefa1 ;:::;ak g.Nousvou-

lonstesterl'hypothèsenulle:

6

H0 :ladistributiondeprobabilitéestleve
teurp=( p(1);:::;p(k))


ontrel'alternative:

H1 :elleestdi�érenteduve
teurp.

Étantdonnéuné
hantillon(x1 ;:::;xn ),dé�nissonslafréquen
eob-

servéedeai par:N(i)= nXj=1 1fai g (xj );pourtouti=1;:::;k:

C'estlafréquen
ed'observationsdeai dansl'é
hantillon.Dé�nissons,

parailleurs,lafréquen
erelativede ai par:

fn (i)= N(i)n ;pourtouti=1;:::;k:
7

Nousavonsdéjàutiliséleve
teurfn 
ommeestimateurstandarddu

ve
teurdepdedistribution.Introduisonsmaintenantunemesure

d'é
artentrelesfréquen
esthéoriquesetlesfréquen
esobservées,

appeléeKhi-deuxd'ajustement,par:

� 2n (p;fn ) =n kXi=1 [ p(i)�fn (i)℄ 2
p(i)
:

Nousavonsalors:

Théorème.Sousl'hypothèsenulleH0 ,lasuite� 2n (p;fn )
onvergeen

loi,lorsquen!1,versunev.a.duKhi-deuxàk�1degrésdeliberté.

Exemple.Onapro
édéà 120lan
ersd'unmêmedé.Lesrésultats

sontdonnésdansletableausuivant:

8



Fa
e
123456

Fréquen
e141628301814

Cedéest-ilpipé?(Ondonneralaréponseave
unniveaude
on�an
e

�=0:95).
Solution.Dans
eproblème,lav.a.prendvaleursdansf1;2;3;4;5;6g

etl'hypothèsenulleH0 est
elledeladistributionp1 =p2 =:::=p6 = 16 .

On
al
uleleKhi-deuxd'ajustement:
� 2n (p;fn )�12:8:

Or,latabledelaloiduKhi-deuxindiqueque,pourle � 2à5=6�1

degrésdeliberté,onnedoitpasdépasserlavaleurde11.1auniveau

de
on�an
e0.95.Onrejettedon
l'hypothèsed'uniformitédudé,

enretenantqu'ilestpipé.

9

Remarque.Dansl'appli
ationdutestd'ajustementduKhi-deux,il

fautveillertoutefoisà
equelesfréquen
esthéoriquesnp(i)nesoient

pastropfaibles,5étant
onsidéré
ommelalimiteinférieuretradi-

tionnelle.Sibesoinest,onpeutregrouperplusieursvaleursdansune

seule
lasse,a�nderéaliser
etteexigen
e.Cettete
hniquepermet

d'appliquer
etestàtouteslesv.a.dis
rètesprenantvaleursdansun

ensemble�niouin�ni.
TestduKhi-deuxd'Indépendan
e

SoientXetYdeuxv.a.prenantvaleursdanslesensemblesfa1 ;:::;ak g

etfb1 ;:::;bl grespe
tivement,oùketlsontdeuxentierspositifsquel-


onques(distin
tsouégaux).Endehorsde
ette
on�rmation,rien

n'est
onnusur
esv.a.
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Noussouhaitonstesterl'hypothèse:

H0 :XetYsontindépendantes


ontrel'alternative:

H1 :ellesnesontpasindépendantes.

Disposantd'uné
hantillond'observationsdu
ouple(X;Y):

( (x1 ;y1 );(x2 ;y2 );:::;(xn ;yn )) ;

ondé�nitlesfréquen
esobservées
onjointesetmarginalesdans

l'é
hantillonpar:

�Nij = Pnh=1 1f( ai ;bj )g (xh ;yh );
'estlafréquen
ed'observationsdu


ouple(ai ;bj ).

�Mi = Pnh=1 1fai g (xh ) ;
'estlafréquen
ed'observationsdeai .

�Lj = Pnh=1 1fbj g (yh );
'estlafréquen
ed'observationsdebj .11

Cesfréquen
essontditesrelativeslorsqu'onlesdiviseparlataillende

l'é
hantillon.Désignons-lesparN 0ij ;M 0i etL 0j respe
tivement.Sil'on

retientl'hypothèsed'indépendan
e, N 0ij doitêtre�pro
he�deM 0i :L 0j .

Introduisonsmaintenantunemesured'é
artentrelesfréquen
esob-

servéeset
esproduits,appeléeKhi-deuxd'indépendan
e,enposant:

� 2n (N 0;M 0L 0)=n kXi=1 lXj=1 hN 0ij �M 0i L 0j i2
N 0ij
:

Nousavonsalors:

Théorème.Sousl'hypothèsed'indépendan
e(H0 ),lasuite� 2n (N 0;M 0L 0),

introduite
i-dessus,
onvergeenloi,lorsquen!1,versunev.a.du

Khi-deuxà (k�1)(l�1)degrésdeliberté.
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Exemple(J.Istas).300
ondu
teurssont
lassi�éssuivantleurâge

etlenombred'a

identsqu'ilsontsubispendantlesdeuxdernières

années.Lesrésultatssontdonnésdansletableausuivant:

Age/Nombred'a

idents01ou23ouplus

�21
8
23
14

[22;26℄
2142
12

�27
7190
19

L'âgedes
ondu
teursetlenombred'a

identssubissont-ilsin-

dépendants?(Ondonneralaréponseave
unniveaude
on�an
e

�=0:95).
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Solution.Ils'agitdetesterl'indépendan
ededeuxv.a.(l'âgeetle

nombred'a

idents).Lethéorèmepré
édents'appliqueave
k=l=3.

On
al
ulealorsleKhi-deuxd'indépendan
e.Ilvient� 2n (N 0;M 0L 0)�

16:51.Noussommesdon
ramenésàrejeterl'hypothèsed'indépen-

dan
e(H0 )auniveaude
on�an
e0.95.Ene�etlatabledelaloide

Khi-deuxindiqueque,pourle� 2de4=(3�1)�(3�1)degrésde

liberté,ondépasselavaleur9.48ave
uneprobabilité�0:05.

TestdeStudent

Leproblèmededé
idersil'espéran
ed'unev.a.normale,estégale

oupasàunegrandeurdonnéeseposesouventenstatistique.Dans

lasuite,nous
onsidéronsunev.a.Xnormaled'espéran
e�etde

varian
e�,toutesdeuxin
onnues.Onsedonneunevaleura.14

Nousvoulonstester:

H0 :�=a

ontrel'alternative:

H1 :�6=a.
DésignonsparXn etSn lesestimateursstandardde�etde�respe
-

tivement.Posons:
Zn = pn Xn �aSn :

Nousavonsalors:

15

Théorème
�Sousl'hypothèseH0 ,onaZn = pn Xn ��Sn etZn suituneloide

Studentàn�1degrésdeliberté.

�Sousl'hypothèseH1 ,onaZn = pn Xn ��Sn + pn ��aSn etZn 
roîten

valeurabsolueave
n.

Onendéduitalorslarèglededé
isionsuivante.Soit �leseuilde

risquedepremièreespè
eànepasdépasser.Alorson
al
uleZn .Soit

t�=2 (n�1)lavaleurdontlaprobabilitédedépassementdanslaloide

Studentàn�1degrésdelibertévaut�=2.Alors:

1.SijZn jnedépassepast�=2 (n�1),alorson
hoisitH0 .

2.Sinonon
hoisitH1 .

16



Remarques
1.Letestpré
édentn'estpasuntestasymptotiqueetpeuts'appli-

queraussipourdesvaleursrelativementpeuélevéesden.

2.Sintendversl'in�ni,laloideStudentàndegrésdelibertétend

versuneloinormale
entrée-réduite.Traditionnellement,lorsque

n�30,onrempla
el'é
artdanslaloideStudentpar
eluidans

danslaloinormale.

3.SinousvoulonstesterH0 :���a�
ontrel'alternativeH1 :

��>a�,larégiond'a

eptationdeH0 sera:

Xn 2℄�1;a+t�=2 (n�1) Snpn ℄:

Defaçonsimilaire,onpeuttesterH0 :���a�
ontrel'alternative

H1 :��<a�.
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Exemple(J.Istas).Unfabri
antdepileséle
triquesa�rmequela

duréemoyennedumatérielqu'ilproduitestde170h.Onprélèveun

é
hantillonde30pilesetonobserveuneduréedeviemoyennede

155hetunevarian
eempiriqueS=30h 2.Quepeut-onpenserdela


on�rmationdufabri
ant(ensupposantqueladuréedevieestune

v.a.normaled'espéran
eetdevarian
ein
onnues)?

Solution.Soit�l'espéran
edeladuréedevied'unepile.D'après

lethéorèmepré
édent, p30 X��S suituneloideStudentt(29).Un


al
ulsimpledonnelavaleurapproximative�2:74à
eté
art.Or,

suivantunetabledelaloideStudent,pourunseuil �=0:02,t(29)

nedoitpasdépasserenvaleurabsolue2.518.Ilyadon
unebonne

raisonpourrejeterl'a�rmationdufabri
ant.
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