
Testsd'Hypothèses

Laproblématiquedestestsstatistiquessedistinguedeelledel'esti-

mationparlefaitqu'ellenes'intéressepasàlavaleurexatedupara-

mètreinonnu;elleherheàdéterminersileparamètresatisfaitou

pasertaineshypothèsesdonnées.Atitred'exemple,onpeutonsi-

dérerleasd'uninstitutdesondagequi,disposantd'unéhantillon,

souhaitefaireertainesprévisionssurlaprobabilitéqu'unandidatà

l'életionbattelesautressanssepréouperdansunpremiertemps

duhi�reexatdela�tedesapopularité.

Exemple. SoitXunev.a.uniformémentrépartiedansl'intervalle

[a;1℄,oùaestinonnu,maisonsaitque0�a<1.Disposantd'un

éhantillon (x1 ;:::;xn ),onsouhaited'établirunerèglequi,enfontion

deelui-i,déide:
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�soitH0 :a=0

�soitH1 :a>0.

Unstratégiequisedessineirrésistiblementseraitdese�xerunseuil

setensuiteaepterH0 sileminimumdel'éhantillonestinférieur

às;sileminimumledépasseonrejetteH0 enfaveurdeH1 .

Quellequesoitladéision,ellepeutomporterdeuxrisques:

�RejeterH0 ,alorsqu'elleestvraie(risquedepremièreespèe).

�AepterH0 ,alorsqu'elleestfausse(risquededeuxièmeespèe).

Iln'estpaspossibledeminimiseresdeuxrisquessimultanément.La

méthodelassiqueonsisteàfavoriserH0 en�xantuneborneàne

pasdépasserpourl'erreurdepremièreespèe:laprobabilitédurejet

H0 ,lorsqu'ellevraienedoitpasdépasserunertainseuil�.2

Onpeut,defaçontoutàfaitéquivalente,onsidérer�=1��,e

quiestlaprobabilitéd'aepterH0 ,lorsqu'elleestvraie;'estdon

leseuildeon�anequel'onaordeàH0 .Traditionnellement,la

valeurde�esthoisiedansl'intervalle.[0:01;0:1℄.

Dé�nitions.SoitXunev.a.dontlaloidépendd'unparamètre

inonnu�.Soit�l'ensembledesvaleurspossiblesque�peutprendre

(engénéralunsous-ensembledeR k),appeléespaeduparamètre.Il

estdiviséendeuxsous-ensemblesdisjointsetnonvides:

�=�0 [�1 :

Onassoiealorsàesdeuxrégionsleshypothèses:
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1.H0 :�2�0 et

2.H1 :�2�1 .

Lorsque �0 seréduitàunseulélément,l'hypothèseH0 estappelée

hypothèsenulle.

Unteststatistiquedanseontexte,estunestratégieassoiantàun

éhantillon(x1 ;:::;xn )unedeshypothèseH0 ouH1 .C'estdonune

familled'appliationsdeR ndansl'ensemblef H0 ;H1 g.

Lerisquedepremièreespèeetlerisquededeuxièmeespèesedé-

�nissent,dansleasgénéral,parlesdeuxprobabilitésdonnéesi-

dessus.Unseuil �ànepasfranhirpourlepremierrisqueestimposé;

'estlaprobabilitémaximaledurejetde H0 lorsqu'elleestvraie.4



Lapuissaned'untest,respetantleseuil�,estmesuréeentermes

deprobabilitédurejetdeH0 ,lorsqu'elleestfausse.

Onpeutremplaerladonnéede�parellede�=1��,appelé

niveauxdeon�ane deH0 .

Untestpourl'exemplepréédent.Étantdonnéunseuil�ànepas

dépasserpourlerisquedepremièreespèe,herhonsunefrontières

pourleminimumdel'éhantillon.Rappelonsquelastratégieonsis-

taitàretenirH0 sileminimumdel'éhantillonnedépassaitpasset

larejetersinon.Calulonsalorslaprobabilitédesonrejet,lorsqu'elle

estvraie.Celle-in'estquelaprobabilitépourqueleminimum,dans

unn -éhantillondev.a.uniformémentrépartiedansl'intervalle[0;1℄,

dépasses;equivaut(1�s) n.
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Onendéduitquelerisquedepremièreespèeestmajorépar�,si

(1�s) n� �:

Etpourelalehoixdes=1�� 1=nonvient.

QuelquesTestsStandard

Nousn'entronspasiidansunethéoriedestestsstatistiques,etnous

noussu�ronsdanslasuitedel'introdutiondequelquestestsou-

rantsfréquemmentsolliitésdanslesinférenesstatistiques.Lesthéo-

rèmes,justi�antleurappliation,sontadmissansdémonstration.

TestduKhi-deuxd'Ajustement

SoitXunev.a.prenantvaleurdansl'ensemblefa1 ;:::;ak g.Nousvou-

lonstesterl'hypothèsenulle:
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H0 :ladistributiondeprobabilitéestleveteurp=( p(1);:::;p(k))

ontrel'alternative:

H1 :elleestdi�érenteduveteurp.

Étantdonnéunéhantillon(x1 ;:::;xn ),dé�nissonslafréqueneob-

servéedeai par:N(i)= nXj=1 1fai g (xj );pourtouti=1;:::;k:

C'estlafréquened'observationsdeai dansl'éhantillon.Dé�nissons,

parailleurs,lafréquenerelativede ai par:

fn (i)= N(i)n ;pourtouti=1;:::;k:
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Nousavonsdéjàutiliséleveteurfn ommeestimateurstandarddu

veteurdepdedistribution.Introduisonsmaintenantunemesure

d'éartentrelesfréquenesthéoriquesetlesfréquenesobservées,

appeléeKhi-deuxd'ajustement,par:

� 2n (p;fn ) =n kXi=1 [ p(i)�fn (i)℄ 2
p(i)
:

Nousavonsalors:

Théorème.Sousl'hypothèsenulleH0 ,lasuite� 2n (p;fn )onvergeen

loi,lorsquen!1,versunev.a.duKhi-deuxàk�1degrésdeliberté.

Exemple.Onaproédéà 120lanersd'unmêmedé.Lesrésultats

sontdonnésdansletableausuivant:
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123456

Fréquene141628301814

Cedéest-ilpipé?(Ondonneralaréponseaveunniveaudeon�ane

�=0:95).
Solution.Danseproblème,lav.a.prendvaleursdansf1;2;3;4;5;6g

etl'hypothèsenulleH0 estelledeladistributionp1 =p2 =:::=p6 = 16 .

OnaluleleKhi-deuxd'ajustement:
� 2n (p;fn )�12:8:

Or,latabledelaloiduKhi-deuxindiqueque,pourle � 2à5=6�1

degrésdeliberté,onnedoitpasdépasserlavaleurde11.1auniveau

deon�ane0.95.Onrejettedonl'hypothèsed'uniformitédudé,

enretenantqu'ilestpipé.
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Remarque.Dansl'appliationdutestd'ajustementduKhi-deux,il

fautveillertoutefoisàequelesfréquenesthéoriquesnp(i)nesoient

pastropfaibles,5étantonsidéréommelalimiteinférieuretradi-

tionnelle.Sibesoinest,onpeutregrouperplusieursvaleursdansune

seulelasse,a�nderéaliseretteexigene.Cettetehniquepermet

d'appliqueretestàtouteslesv.a.disrètesprenantvaleursdansun

ensemble�niouin�ni.
TestduKhi-deuxd'Indépendane

SoientXetYdeuxv.a.prenantvaleursdanslesensemblesfa1 ;:::;ak g

etfb1 ;:::;bl grespetivement,oùketlsontdeuxentierspositifsquel-

onques(distintsouégaux).Endehorsdeetteon�rmation,rien

n'estonnusuresv.a.
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Noussouhaitonstesterl'hypothèse:

H0 :XetYsontindépendantes

ontrel'alternative:

H1 :ellesnesontpasindépendantes.

Disposantd'unéhantillond'observationsduouple(X;Y):

( (x1 ;y1 );(x2 ;y2 );:::;(xn ;yn )) ;

ondé�nitlesfréquenesobservéesonjointesetmarginalesdans

l'éhantillonpar:

�Nij = Pnh=1 1f( ai ;bj )g (xh ;yh );'estlafréquened'observationsdu

ouple(ai ;bj ).

�Mi = Pnh=1 1fai g (xh ) ;'estlafréquened'observationsdeai .

�Lj = Pnh=1 1fbj g (yh );'estlafréquened'observationsdebj .11

Cesfréquenessontditesrelativeslorsqu'onlesdiviseparlataillende

l'éhantillon.Désignons-lesparN 0ij ;M 0i etL 0j respetivement.Sil'on

retientl'hypothèsed'indépendane, N 0ij doitêtre�prohe�deM 0i :L 0j .

Introduisonsmaintenantunemesured'éartentrelesfréquenesob-

servéesetesproduits,appeléeKhi-deuxd'indépendane,enposant:

� 2n (N 0;M 0L 0)=n kXi=1 lXj=1 hN 0ij �M 0i L 0j i2
N 0ij
:

Nousavonsalors:

Théorème.Sousl'hypothèsed'indépendane(H0 ),lasuite� 2n (N 0;M 0L 0),

introduitei-dessus,onvergeenloi,lorsquen!1,versunev.a.du

Khi-deuxà (k�1)(l�1)degrésdeliberté.
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Exemple(J.Istas).300onduteurssontlassi�éssuivantleurâge

etlenombred'aidentsqu'ilsontsubispendantlesdeuxdernières

années.Lesrésultatssontdonnésdansletableausuivant:

Age/Nombred'aidents01ou23ouplus

�21
8
23
14

[22;26℄
2142
12

�27
7190
19

L'âgedesonduteursetlenombred'aidentssubissont-ilsin-

dépendants?(Ondonneralaréponseaveunniveaudeon�ane

�=0:95).
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Solution.Ils'agitdetesterl'indépendanededeuxv.a.(l'âgeetle

nombred'aidents).Lethéorèmepréédents'appliqueavek=l=3.

OnalulealorsleKhi-deuxd'indépendane.Ilvient� 2n (N 0;M 0L 0)�

16:51.Noussommesdonramenésàrejeterl'hypothèsed'indépen-

dane(H0 )auniveaudeon�ane0.95.Ene�etlatabledelaloide

Khi-deuxindiqueque,pourle� 2de4=(3�1)�(3�1)degrésde

liberté,ondépasselavaleur9.48aveuneprobabilité�0:05.

TestdeStudent

Leproblèmededéidersil'espéraned'unev.a.normale,estégale

oupasàunegrandeurdonnéeseposesouventenstatistique.Dans

lasuite,nousonsidéronsunev.a.Xnormaled'espérane�etde

variane�,toutesdeuxinonnues.Onsedonneunevaleura.14

Nousvoulonstester:

H0 :�=a
ontrel'alternative:

H1 :�6=a.
DésignonsparXn etSn lesestimateursstandardde�etde�respe-

tivement.Posons:
Zn = pn Xn �aSn :

Nousavonsalors:
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Théorème
�Sousl'hypothèseH0 ,onaZn = pn Xn ��Sn etZn suituneloide

Studentàn�1degrésdeliberté.

�Sousl'hypothèseH1 ,onaZn = pn Xn ��Sn + pn ��aSn etZn roîten

valeurabsolueaven.

Onendéduitalorslarèglededéisionsuivante.Soit �leseuilde

risquedepremièreespèeànepasdépasser.AlorsonaluleZn .Soit

t�=2 (n�1)lavaleurdontlaprobabilitédedépassementdanslaloide

Studentàn�1degrésdelibertévaut�=2.Alors:

1.SijZn jnedépassepast�=2 (n�1),alorsonhoisitH0 .

2.SinononhoisitH1 .
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Remarques
1.Letestpréédentn'estpasuntestasymptotiqueetpeuts'appli-

queraussipourdesvaleursrelativementpeuélevéesden.

2.Sintendversl'in�ni,laloideStudentàndegrésdelibertétend

versuneloinormaleentrée-réduite.Traditionnellement,lorsque

n�30,onremplael'éartdanslaloideStudentpareluidans

danslaloinormale.

3.SinousvoulonstesterH0 :���a�ontrel'alternativeH1 :

��>a�,larégiond'aeptationdeH0 sera:

Xn 2℄�1;a+t�=2 (n�1) Snpn ℄:

Defaçonsimilaire,onpeuttesterH0 :���a�ontrel'alternative

H1 :��<a�.
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Exemple(J.Istas).Unfabriantdepileséletriquesa�rmequela

duréemoyennedumatérielqu'ilproduitestde170h.Onprélèveun

éhantillonde30pilesetonobserveuneduréedeviemoyennede

155hetunevarianeempiriqueS=30h 2.Quepeut-onpenserdela

on�rmationdufabriant(ensupposantqueladuréedevieestune

v.a.normaled'espéraneetdevarianeinonnues)?

Solution.Soit�l'espéranedeladuréedevied'unepile.D'après

lethéorèmepréédent, p30 X��S suituneloideStudentt(29).Un

alulsimpledonnelavaleurapproximative�2:74àetéart.Or,

suivantunetabledelaloideStudent,pourunseuil �=0:02,t(29)

nedoitpasdépasserenvaleurabsolue2.518.Ilyadonunebonne

raisonpourrejeterl'a�rmationdufabriant.
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