
VariablesAléatoiresàValeursdansR

Leoneptdevariablealéatoireintroduiteommeuneappliation

Xdel'espaedisretdesévénementsdansRsegénéralisepourun

espaeprobabilisé(
;A;Pr)quelonque.Ilfauttoutefoisqu'onpuisse

dé�nir,pourtoutborélienB2B,Pr(B).Or,ein'estpossibleque

sifX2Bg=X �1(B)appartientàA:

Dé�nition.Soit(
;A;Pr)unespaeprobabiliséquelonque.Une

appliationXde
dansRestunevariablealéatoire(v.a.)si,pour

toutB2B,X �1(B)2A.

Nousadmettonslapropositionsuivante:
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Proposition.UneappliationXde
dansRestunev.a.sur(
;A;Pr)

ssiX �1(℄�1;x℄)=fX�xg2A.

Dé�nition.Onappellefontionderépartition(f.r.)Fdelev.a.Xla

f.r.delaloideprobabilitéde X:
F(t)=Pr(X�t);8t2R:

Exemple.SoitleréelUuniformémentgénérédansl'intervalle[0;2℄.

Ondé�nitl'appliationXparX(u)=u 2.ÉtudierXetendonnerla

f.r.,s'ils'agitd'unev.a.
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Solution.L'espaeprobabiliséinitialest �[0;2℄;B[0;2℄ ;Pr �,oùB[0;2℄

estlatribudesboréliensontenusdans[0;2℄etPrlamesurede

probabilitéquiassoieàhaquesous-intervallede[0;2℄lamoitiéde

salongueur.Laf.r.deUestdonnéepar:

FU (t)= 8><>: 0sit<0
t2 si0�t<2

1sit�2:

L'appliationXestbienunev.a.,puisquel'imageinversed'unsous-

intervalleha;bide[0;4℄parXestlesous-intervalleh pa; pbide[0;2℄,

quiestunborélien.

Pouralulerlef.r.deX,nousremarquonsd'abordqueFX (x)vaut

0pourx<0et1pourx�4.Sesvaleursnontrivialessontobtenues

pour 0�x�4.
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Soitx2[0;4℄.Nousavons:

FX (t)=Pr(X�x)=Pr(U� px)=FU ( px)= px=2:

D'où:
FX (x)= 8>><>>: 0six<0
px2 si0�x<4

1six�4:
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ProbabilitéConditionnelle

Leoneptdeonditionnementintroduitpourlesespaesdisrets

s'étendsansdi�ultéauxespaesquelonques

Dé�nitions.Soit(
;A;Pr)unespaeprobabiliséetsoitA2Ade

probabilité nonnulle.Ondé�nituneappliationPr(:=A)deAdans

[0;1℄,par:
Pr(B=A)= Pr(A\B)

Pr(A) ;8B2A:

ElleestappeléeprobabilitéonditionnellesahantA.LenombrePr(B=A)

estappeléprobabilitéonditionnelledeBsahantA.

Ondémontrefailementqueletriplet(
;A;Pr(:=A))estunespae

probabilisé.IlestappeléespaeprobabiliséonditionnéparA.6

Onremarqueaussiquelaprobabilitéd'uneintersetionpeuts'érire

entermesdeprobabilitéonditionnelle:

Pr(A\B)=Pr(A)Pr(B=A):

Onditalorsquel'onae�etuéunonditionnement.

Ondémontreaussifailementlapropositionsuivante.

Proposition.SoitA1 ;A2 ;:::;An unepartitionde
dansA,telleque

Pr(Ai )6=0;i=1;:::;n.Alors,pourtoutB2A,ona:

Pr(B)= nXi=1 Pr(Ai )Pr(B=Ai ):

Ladé�nitiond'indépendanepourlesévénementsd'unespaegéné-

raliséesttoutàfaitidentiqueàelled'unespaedisret.
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Indépendane

Soit(
;A;Pr)unespaeprobabilisé.Onpeutdé�nirunveteuraléa-

toire(ouunevariablealéatoireàvaleursdansR k)ommeuneappli-

ationde 
dansR ktelleque,pourtoutB2Bk ,fX2Bg=X �1(B)

soitdansA.
Si Xestunev.a.àvaleursdansR ksurl'espae(
;A;Pr),Onpeut

munir(R k;Bk )delamesuredeprobabilitéquiassoieàtoutB2Bk ,

Pr(fX2Bg).
Lapropositionsuivantepermetderéduirelavéri�ationdelapropriété

d'appartenaneàAauximagesinversesdespavés.
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Proposition.UneappliationXde
dansR kestunev.a.ssi,pour

toutx2R k,fX�xg2A.

Danseas,onpeutdé�nirlafontionderépartitionduveteurX

par:
F(x)=F(x1 ;:::;xk )=Pr( X�(x1 ;:::;xk )) :

Sil'onposeX=(X1 ;:::;Xk ),onaura:

Pr(X1 �x1 ;:::;Xk �xk )=F(x1 ;:::;xk ):

Dé�nition.SoitX=(X1 ;:::;Xk )unev.a.dé�niesur(
;A;Pr).Les

v.a. X1 ;:::;Xk sontditesindépendantes,sipourtoutB1 ;:::;Bn 2B:

Pr( X1 2B1 ;:::;Xk 2Bk ) = kY1 Pr(Xi 2Bi ):
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Dé�nition.SiF(x1 ;:::;xk )estlaf.r.,lafontionderépartitionmar-

ginaleFi (xi );i=1;:::;k,estlimxj !1;8j6=i F(x1 ;:::;xk ):

Nousadmettonslesdeuxpropositionssuivantes.

Proposition.Lesv.a.X1 ;:::;Xk sontindépendantes,ssi:

F(x1 ;:::;xk )= kY1 Fi (xi ):

Proposition.SoientX1 ;:::;Xk desv.a.indépendantesréelles.Soient

'1 ;:::;'k desappliationsréelles.Alorslesv.a.'1 (X1 );:::;'k (Xk )sont

desv.a.indépendantes.

Cettepropositionestimportante.Elleon�rmeene�etl'idéeintuitive

quelestransformationsdesv.a.indépendantespréserventl'indépen-

danedesvariables.
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Danslasuite,noussupposeronsquelesv.a.nondisrtètesadmettent

unedensité.Cettehypothèsepermetdesimpli�erlesalulsentermes

d'intégralesdeRiemann,dontlaonnaissaneestsupposéeêtrea-

quiseenlasseterminale.Sinon,unerévisionestvivementonseillée!

Espéranedesv.a.Continues

Ladensitéd'unev.a.X=(X1 ;:::;Xk )2R k,lorsqu'elleexiste,estla

fontionf(t1 ;:::;tk )telleque,pourtout;x1 ;:::;xk 2R:

F(x1 ;:::;xk )= Zxk�1 ::: Zx1�1 f(t1 ;:::;tk )dt1 :::dtk :

Notonstoutdesuitequ'ondoitavoir:

Z1�1 ::: Z1�1 f(t1 ;:::;tk )dt1 :::dtk =1:
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Dé�nitions
�(v.a.positives)SoitXunev.a.àvaleursdansR +,admettantla

densitéf.Sonespéraneestdé�niepar:

EX= Z1�1 xf(x)dx;

sil'intégraleonverge.Siellediverge,onditqueXn'admetpas

d'espérane.
�(v.a.designequelonque)SoitXunev.a.réelle.Déompo-

sons Xenpartiepositiveetpartienégative:X=X +�X �,ave

X +=maxfX;0getX �=�minfX;0g:SiX +etX �admettent

toutesdeuxuneespérane,onditqueXadmetl'epérane:

EX=EX +�EX �:

Sinon,onditqueXn'admetpasd'espérane.
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QuelquesExemples

Exemple1(LoiUniforme).Soitlav.a.Xuniformémentrépartie

dans[a;b℄,avea<b.Elleadmetladensité:

f(x)= 8><>: 0six<a
1b�a sia�x<b

0 six�b:

Nousavons:EX= Zba xb�a dx= "x 22(b�a) #ba = b 2�a 2
2(b�a) = b+a2 :13

Ilestànoterqu'onpeutalulerl'espéranedetoutev.a.dela

forme'(X)paruneintégrationsimilaire.Parexemplel'espéranede

X 2vaut:EX 2= Zba x 2b�a dx= "x 33(b�a) #ba = b 3�a 3
3(b�a) = b 2+a 2+ab3
:

Exemple2(LoiNormale).Ladistributionquenousallonsintroduire

aunr�leentralenstatistique.Elleestappeléeaussiloigaussienne

ouloideLaplae-Gauss .Elleintervientene�etdanslamodélisation

probabilisted'unnombredegrandeursphysiquesobservéeungrand

nombredefois.
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SoitXunev.a.réelle.OnditqueXsuituneloinormaledeparamètres

met�,sielleadmetladensité:
f(x)= 1� p2� exp  � (x�m) 22� 2 !:

Ilestd'usagedenoterunetelledistributionparN(m;�).

Pourprouverqu'ils'agitd'unedensité,ilfautmontrerque R1�1 f(x)dx=1.

Pourefaire,onintroduitd'abordlehangementdevariabley= x�mp2� .

Ensuitl'appliationdel'équation:
Z1�1 e �y 2dy= p�:

permetdeon�rmerl'identitésouhaitée.
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G
auss et sa courbe
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Exemple3(LoideCauhy).LadistributiondeCauhyestdonnée

parsadensité:
f(x)= 1� 11+x 2 ;x2R:

Ondémontrefailement:
F(t)=Pr(X�t)= 12 + Artan (t)� ;t2R:

Cequifournitommeorollaire R1�1 =1.
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