
QuelquesExemples(suite)

Espéran
edelaloinormale.Pourlav.a.Xdeparamètresmet�,

nousavons:EX= 1� p2� Z1�1 xexp  � (x�m) 22� 2 !dx:

Introduisonsle
hangementdevariabley= x �m� p2 ,ilvient:

EX= 1p� R1�1 ( p2�y+m)e �y 2dy

= p2�p� R1�1 ye �y 2dy+ mp� R1�1 e �y 2dy:
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Lapremièreintégralevaut:
Z1�1 ye �y 2dy= 24� e �y 22 35 1�1 =0 ;

etlase
onde:
Z1�1 e �y 2dy= p�:

D'oùEX=m.
Espéran
edelaloideCau
hy.PourquelaloideCau
hyadmette

uneespéran
e,ilestné
essairequesapartiepositiveetsapartie

négativeenadmetteune.Maisnousavons:

1� ZL0 x1+x 2 dx= 12� hln(1+x 2) iL0 = ln(1+L 2)2� :
2

Cetteexpressiontendvers1lorsqueL!1.Onendéduitquelaloi

deCau
hyn'admetpasd'espéran
e.

Exemple4(LoiExponentielle).Cetteloiabeau
oupd'importan
e

dansl'étudededuréedeviedesparti
ulessubatomiquesenphysique

théoriqueetaussidans
elledes�lesd'attentes.Ellepossèdeene�et

lapropriété�sansmémoire�quiladistinguedesautresloispossédant

unedensité.
Onditlav.a.réelleà valeurspositivesXsuituneloiexponentiellede

paramètre�>0,sielleadmetladensité:

f(x)=�e ��x;x2R +:

3

Ondémontrefa
ilementque R10 f(x)dx=1.Onendéduitquefest

bienunedensité.Onpeut
al
ulerfa
ilementlaf.r.deX.Nousavons

ene�et:
F(t)= Zt0 f(x)dx= h�e ��x it0 =1�e �� t:

Nousavonsenparti
ulier Pr(X>t)=1�F(t)=e ��t.Onendéduit,

pours;t>0:Pr(X>s+t=X>s)= P r(X>s+tetX>s)
Pr(X>s)

= e ��(s+t)e ��s
=e ��t

=Pr(X>t):

Cettepropriétéestappelée�sansmémoire�.
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Onpeutmontrerque,ré
iproquement,siuneloi,admettantune

densité,estsansmémoire,alorselleestexponentielle.

L'espéran
edeloiexponentiellese
al
ulefa
ilementetona:

EX= Z10 �xe ��xdx :

E�e
tuantd'abordle
hangementdevariabley=�x,ensuiteuneinté-

grationparpartie(voiraussiintégraleseulériennes)permetd'é
rire:

EX= 1� Z10 ye �ydy= 1� :

5

Propriétésdel'espéran
e

Danslasuitenous
onsidéronslesv.a.admettantunedensité.Les

propriétésénuméréessontvraiesdansle
asgénéral.

Linéaritédel'espéran
e

Théorème.SoientXetXdeuxv.a.dé�niessurlemêmeespa
eet

soient�et�deuxréelsquel
onques.Alors:

E(�X+�Y)=�EX+�EY:

6

Produit

Théorème.SoientXetYdeuxv.a.surlemêmeespa
eetindé-

pendantesd'espéran
e�nie.Alorslav.a.XYadmetuneespéran
e

etE(XY)=EXEY.

********************************************************************

Dé�nition.Unev.a.estdite
entréesisonespéran
eest0.SilaX

admetl'espéran
eEX,alorslav.a.Y=X�EXest
entrée.7

Varian
e

Dé�nitions.SoitXunev.a.admettantuneespéran
e.Lavarian
e

deXestdé�niepar:VX=E(X�EX) 2;

si
etteespéran
eexiste.

Siunev.a.estdevarian
e1,onditqu'elleestréduite.

PropriétésdelaVarian
e

Proposition.Ona:
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�VX=EX 2�(EX) 2.

�V(�X)=� 2VX.

�V(X+a)=VX.

Proposition.Silesv.a.XetYsontindépendantes,alors:

V(X+Y)=VX+VY:

Nous
al
ulonsdanslasuitelavarian
epourles3loisdontl'espéran
e

aété
al
ulée.
LaloideCau
hyn'admetpasdevarian
epuisqu'ellen'apasd'espé-

ran
e.
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Exemple1(LoiUniforme).Rappelonsladensitédelaloiuniforme

étantdé�niepar:f(x)= 8><>: 0six<a
1b�a sia�x<b

0six�b:

Nousavons:
EX 2= Zba x 2b�a dx= "x 33(b�a) #ba = b 3�a 3

3(b�a) = b 2+ab+a 23
:

D'où:VX=EX 2�(EX) 2= b 2+ab+a 23
� (b+a) 24 = (b�a) 212 :10

Exemple2(LoiNormale).Nousavons:

EX 2= Z1�1 x 2� p2� exp  � (x�m) 22� 2 !dx:

Le
hangementdevariabley= x�mp2� permetd'é
rire:

EX 2= 1p� R1�1 (y p2�+m) 2e �y 2dy

= 2p� � 2 R1�1 y 2e �y 2dy+2m� q2� R1�1 ye �y 2dy

+ m 2p� R1�1 e �y 2dy:

Or:

Z1�1 ye �y 2dy=0

et:

11

Z1�1 e �y 2dy= p�:

Pourlapremièreintégrale�gurantdansle
al
uldeEX 2,laméthode

d'intégrationparpartie
onduità:

R1�1 y 2e �y 2dy= ��y e �y 22 �1�1 + R1�1 e �y 22 dy

= p�2 :

OnendéduitEX 2=� 2+m 2etdon
:
VX=� 2:

Exemple3(LoiExponentielle).Nousavons:
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EX 2= Z10 x 2�e ��xdx

Le
hangementdevariabley=�xpermetd'é
rire:

EX 2= 1� 2 Z10 y 2e �ydy

Cequivaut 2� 2 (voirlafon
tion�).Onendéduit:

VX= 2� 2 � 1� 2 = 1� 2 :
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