Définition. La fonction caractéristique (f.c.) d'une v.a. X est définie
par :

p(t) = E(e").

Etant donné que _m&a_ =1, la f.c. est bien définie.
Propriétés

Proposition. Soit ¢(¢) la f.c. de la v.a. X. On a
e ©(0) = 1.

e ©(0) =i EX.

e ,'(0) = —EX2,

Exemple 2 (Loi Normale). Nous calculons la f.c. de la v.a. suivant
une loi normale centrée-réduite (N (0,1)). On a
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Une méthode simple de calcul est de dériver la fonction o(¢). L'inté-
grale a calculer est convergente et, donc, une dérivation sous le signe
intégrale est possible. Nous aurons alors :

ﬁ\QvH\ N.m&amm&& - “AR\WHMQ:S@..

- — e
V2w oV 21 J—o0

On en déduit que p satisfait I'équation différentielle :

Q') = —t p(t).

Fonction Caractéristique

Dans le cas des v.a. discrétes la fonction génératrice permet une
caractérisation simple de la loi et constitue un outil puissant et efficace
pour manipuler des opérations complexes telles que la somme des
v.a. indépendantes, calcul des moments et étude des comportements
asymptotiques de suites des v.a.

Dans le cas des v.a. continues, on doit remplacer le concept de la
somme par celle de I'intégrale. Il existe plusieurs techniques pour dé-
finir une transformation de méme performance applicable a des lois
de probabilité quelconques. L'outil le plus populaire est la fonction
caractéristique

Proposition. Soient X et Y des v.a. indépendantes de f.c. px(t) et
oy (t) respectivement. Alors la v.a. Z = X + Y admet la f.c.

wz(t) = ox(t) py(t).

Proposition. Sila f.c. de la v.a. X est ¢(¢), alors lav.a. ¥ =aX + b,
oll a,b € N vaut e’y (at).

Quelques Exemples

Exemple 1 (Loi Uniforme). Reconsidérons la v.a. X uniformément
répartie dans [a,b]. Sa fonction caractéristique vaut :
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Exemple 4. Soit X une v.a. binomiale de paramétres p et n. On
suppose 0 < p < 1 et on pose ¢ = 1 — p. Evidemment, on peut calculer
la f.c. directement a partir de I'expression de la loi probabilité

n! k n—
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Mais, sachant que la v.a. binomiale est la somme de n v.a. iden-
tigues et indépendantes de Bernoulli de paramétre p, une méthode
plus subtile consiste a calculer la f.c. de la loi de Bernoulli; la f.c. de
la v.a. sera alors, d’aprés la proposition sur la f.c. de la somme de v.a.
indépendante, la n—éme puissance de la f.c. de Bernoulli. Donc :

p(t) = (q+ pe')™
Dans le cas des v.a. a valeurs dans N, si la f.g. est disponible, on peut
la transformer en f.c.

Pr(X =k) = k

Convergence Stochastique

Proposition (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev). Soit X une
v.a. d'espérance u et de variance V. Alors, pour tout ¢ > 0O :

v
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Pr(]X —pl2e) <

Dans la suite, nous étudions trés sommairement certaines notions
d’approximation pour une suite de v.a. Il existe plusieurs définitions
de convergences pour une suite de v.a. Elles ne sont pas équivalentes
et certaines sont plus fortes que d’'autres. Les convergences que nous
allons considérer sont parmi les plus simples.

Tenant compte de la condition initiale ©(0) = 1, I'’équation admet

["unique solution
N.N

p(t) =e 2.

Exemple 3 (Loi Exponentielle). Pour la f.c. de la loi exponentielle
de paramétre A, nous avons :
oo

p(t) = e Mty = A P (Atit) gy — _
0 0 A — it

Il faut noter que le calcul de la f.c. ne se limite pas aux v.a. admettant
une densité. Calculons a titre d'exemple la f.c. d'une v.a. binomiale.

Proposition. Soit X une v.a. a valeurs dans N. Soit G(z) sa fonction
génératrice. Alors sa fonction caractéristique vaut :

p(t) = G(e).

La formule d'inversion qui permet de construire la f.r. ou la densité a
partir de la f.c. sort du cadre que nous nous sommes fixé icil.
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I Voir M. Métivier, Notions Fondamentales de la Théorie des Proba-
bilités, Dunod, 1972.




Définitions. Soit X;,n € N une suite de v.a. et soit X, une v.a.
quelconque.
e On dit que la suite X,, converge en probabilité vers la v.a. X, si
pour tout ¢ > 0 :
lim Pr(|X,—X|>¢) = 0.

n— oo

e On dit que la suite X,, converge en loi vers la v.a. X, si pour tout
a point de continuité de la f.r. de X :
Jim Pr(X, <a) = Pr(X <a),
autrement dit, la f.r. F,(z) de X, converge vers la f.r. F(z) de X

en tout point de continuité de F(x).
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Théoréme Central Limite

La loi des grand nombre est trés importante. Elle établit en effet
un pont entre des prévisions probabilistes et des confirmations qui
frisent la quasi-certitude. Mais pour en arriver 13, un grand nombre de
répétitions d'épreuve est nécessaire. Malheureusement la loi ne nous
dit rien sur la vitesse de convergence vers la certitude.

Le théoréme central limite a pour objectif de remédier a ce probléme
en multipliant I’écart entre la valeur aléatoire (la moyenne) et la valeur
certaine approchée (I'espérance) par la racine carrée de de n.

Nous en avons, d’ailleurs, déja cité deux exemples portant sur la loi

binomiale. Soit X,, une suite de v.a. binomiales de paramétres \ et n.

Alors :

e Si p reste fixé et que n tend vers oo, alors Pr Q%l@_ > mv - 0,
quel que soit € > 0.

e Si n tend vers oo et p tend vers O tels que np — A > 0, alors
Pr(X, = k) tend vers mwyw\\,_ﬂ (i.e. une distribution de Poisson).

Il est évident que ces deux modes de convergence, I'un pour % et

I"autre pour X, sont distincts : le premier confirme que % s'approche
avec une quasi-certitude vers p alors que le second montre que X,

suit asymptotiquement une loi de Poisson.

L'inégalité de Bienaymé-Tchebychev (pour les v.a. réelles) permet de
généraliser la loi des grands nombres pour les suites de v.a. indépen-
dantes et identiquement distribuées (qui ne sont pas nécessairement
discrétes).

Théoréme (Loi faible des Grands Nombres). Soit X,, une suite de
v.a. indépendantes et identiquement distribuées, admettant chacune
I'espérance p et la variance V. Alors la suite des v.a. constituées de
leurs moyennes arithmétiques, i.e. la suite M,, = wa X, converge en
probabilité vers pu.




Théoréme (de Moivre-Laplace). Soit X, n=1,2,3,..., une suite
de v.a. binomiales de paramétres p et n; on suppose 0 < p < 1. Alors
la suite X227 converge en loi, lorsque n — oo, vers une v.a. de loi

Jn

N(0,/p(1 —p)).

Exemple (J. Istas). Deux candidats se présentent a une élection. Un
institut effectue des sondages auprés des électeurs. Lorsque I'institut
veut diviser I'erreur commise par 10, de combien doit-il augmenter
I'effectif des sondés 7

Solution. On peut modéliser le nombre d’'électeurs sondés favo-
rables par une v.a. de Bernoulli de paramétres p et n. Le théoréme
de Moivre-Laplace nous dit que I'erreur commise en effectuant un
sondage diminue avec la racine carrée du nombre des sondés. Diviser
I'erreur par 10 oblige @ augmenter le nombre de sondés par 100.
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Crible de Galton

Théoréme (Central limite). Soit X,, n=1,2,3,..., une suite de
v.a. indépendantes et identiquement distribuées, admettant chacune
I’espérance yu et la variance V = o2 > 0. Soit M,, la valeur moyenne
de la suite :

H n
My, = — MU;X3.
n 1

Alors la suite /n (M, — p) converge en loi, lorsque n — oo, vers une
v.a. normale centrée et de variance 2. Nous avons donc, pour tout
intervalle [a,b] de R :

lim Pr(vn (Mn—p) € lab]) =

n—oo

On en déduit comme corollaire :

Fréquences théoriques et

empiriques

Lancement de 5 dés

Valeur de la somme

W Probabilité théorique
O Freguence empirique
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