
LoidesGrandsNombres

Ilarrivesouventquel'onrépèteungrandnombredefoisuneépreuve

defaçonindépendante.SoitAunévénementquipeutseréaliserave


uneprobabilitép.Quepeut-ondiredulienentrelafréquen
eobservée

deAetsaprobabilitép?Ilarrivequepsoitin
onnue;peut-onen

faireuneapproximationfondéesurlafréquen
edeA?

Avantderépondreà
esquestions,
onsidéronsle
asd'unev.a.Sa

varian
eétantintroduitepourmesurersadispersionautourdel'es-

péran
e.P eut-on,entermesde
eparamètre,
on�rmerave
une


on�an
erelativementgrande,quel'é
artentrel'espéran
eetlava-

leurpriseparlav.a.neserapastropgrand?

1

Proposition(InégalitédeBienaymé-T
heby
hev).SoitXunv.a.

d'espéran
e �etdevarian
eV.Alors,pourtout�>0:

Pr(jX��j��)� V� 2 :

Exemple.SoitXn unev.a.binomialedeparamètresp= 110 etn2N.

�Peut-on
on�rmer,quepourn=100l'é
artentre Xnn etsonespé-

ran
e 110 nedépassepas0.1ave
uneprobabilitésupérieureà0:9?

�Pourquellesvaleursden,peut-on
on�rmer,qu'ave
uneprobabi-

lité�0:99,
eté
artnedépassepas0.05?

2

Solution
�Lavarian
ede Xnn pourn=100vaut:

npq� 1n 2 = 910000 :

D'aprèsl'inégalitédeBienaymé-T
heby
hev,nousavons:

Pr �j X100100 � 110 j�0:1 �� 910000 �100=0:09<0:1:

Laréponseestdon
positive.

�Nousavons:Pr �j Xnn � 110 j�0:05 �� 9100 � 1n � 10:05 2 :

D'où,pourquelaprobabilitére
her
héesoitaumoinségaleà0.99

ilsu�tquensoitassezgrandpourqu'onait 9100 � 1n � 10:0025 ,
'est-

à-diren�3600.
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Théorème(Loifaibledesgrandsnombres).SoitXunev.a.

admettantl'espéran
e�etlavarian
eVetsoitX1 ;X2 ;:::;Xn unesuite

dev.a.indépendantes
ha
unesuivantlamême loiqueX.Désignons

parSn lavaleurmoyennedelasuite:
Sn = 1n nXi=1 Xi :

AlorsSn 
onvergeenprobabilitéverssonespéran
e�;i.e.pourtout

�>0,ona:
limn!1 Pr(jSn ��j��)=0:

Exemple.Onlan
eunepairededésauthentiquesnfoisetl'on
al
ule

lamoyennearithmétiquedesproduitsdesdeuxpoints.Nousavons

vuquel'espéran
eduproduitvaut 494 .Puisque
ettev.a.admetune

varian
e,laloidesgrandsnombrepermetde
on�rmerquelamoyenne

desproduits
onvergeenprobabilitévers 494 .
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UneAppli
ation:ProblèmedeHa
hage*

Unete
hniquepopulaireutiliséeeninformatiquepourl'organisation

dedonnéesest
elledeha
hage.Onvoudraitgérerunensembled'en-

registrements,
ha
unayantune
lé.L'a

èsàunenregistrementse

faitviasa
lé.Atitred'exemple,onpeut
onsidérerlesenregistre-

ments
ontenantdesinformationssurlesétudiantsd'unepromotion.

Onpeutmunir
etensemblededonnéesde
lésd'a

èsquiserontles

nomsdesétudiants.Laméthodedeha
hagepla
eunenregistrement

enfon
tiondesa
lé,latransformantdire
tementenuneadresse

dansunezonedemémoire
ontiguë. L'ensemblede
esméthodes

permetlesopérationsdere
her
he,d'adjon
tion etdesuppression.

�������������������������

*TypesdeDonnéesetAlgorithmes,C.Froidevaux,M.-C.Gaudel,

M.Soria.
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Danslasuite,nousproposonslemodèlesimplesuivant.Onsedonne

untableaudeha
hageà mpla
es.NousavonsununiversUdes
lés.

Uétantdetailletrèsgrande,nousnepouvonspasa�e
teràtous

sesélémentsunepla
eattitréedansletableaudeha
hage.Onutilise

alorsunefon
tiondeha
hageh,quiasso
ieà
haque
léunentier

dans[1;m℄:
h:U![1;m℄:

Le
hoixdehestfondamental:ilfautappliquerUdemanièreaussi

uniformequepossiblesur[1;m℄.Celarevientàdireque,dansle
as

idéal,ondoitavoir:
8x2Uet8i2[1;m℄Pr(h(x)=i)= 1m :

Onditalorsquehestuniforme.Ilestaussisouhaitablequele
al
ul

dehsoitrapide.

6

Nousdisonsqu'ilyaune
ollisionentredeux
lésdistin
tesx2Uet

y2Usurla
asev,sih(x)=h(y)=e.

ÉtantdonnéunensembleEden
lésdistin
tes,laprobabilitépour

qu'iln'yaitpasde
ollisionsentresesélémentsvaut:

P= 1m n :m(m�1):::(m�n+1):Cetteprobabilitéestpetitelorsque

mn'estpastrèsgrandparrapportàn,
ommelemontrele
al
ul

suivant.
Paradoxed'anniversaire

Ensupposantquel'année
omporte365joursetquelaprobabilité

d'avoirsonanniversaireestlamêmepourlesjoursdel'année,
al
uler

laprobabilitépourque,dansune
lassede nétudiantslesanniversaires

soienttousdi�érents.Cal
ulernumériquement
etteprobabilitépour

une
lassede23étudiants.
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Solution.Portantlavaleurm=365dansl'équationorP,ilvient:

P= 1365 n :365:364:363:::(363�n+1):

La
ourbedevariationsdePenfon
tiondensetrouvesurlapage

suivante.
Onvoitquepourunnombred'étudiantsn�23,
equiestrelative-

mentpetitparrapportà 365,laprobabilitéd'anniversairesdi�érents

tombeaudessousde0.5.

Onpeutdon
raisonnablements'attendreàdes
ollisions,même

lorsquelatailledelatableestrelativementélevéeparrapportau

nombred'élémentsquisontàypla
er.Untraitementde
ollisions

s'imposealors.
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9

Soitvunindi
equel
onque�xédansl'intervalleréel[1;m℄.Suppo-

sonsquen
léssoientprésentesdansletableau.Lavaleur�= nm est

appeléetauxderemplissagedutableau.SoitXm;n lav.a.désignant

lenombrede
lés xtellesqueh(x)=v.

Sim;n!1,alorsXm;n tendversunev.a.dePoissondeparamètre

�;i.e.:
Pr(Xm;n =k)=e �� � kk! ;8k2N:

Enparti
ulier,laprobabilitépourquela
asevsoitvidevaute ��.10

Considéronsmaintenantlaméthodede
haînageséparédanslaréso-

lutiondes
ollisions:onfaituneliste
haînéedes
lésen
ollisionsur

lamême
asedansleurordred'arrivée.

Faisonsuneanalysedela
omplexitémoyenne,entermesdenombre

de
omparaisons,pourlare
her
hed'une
lé xdansuntableaude

ha
hagedetauxderemplissage�=n=m.Onpeutalors
onsidérer

deux
asdistin
ts:

�La
léxne�gurepasdansletableau(re
her
henégative);le

nombrede
omparaisonsné
essairespour
on
lurequ'ellen'yest

pasestlalongueurdelaliste
haînéedansla
ase h(x).

�La
léx�guredansletableau(re
her
hepositive);onpourrala

trouverpeut-êtreavantdepar
ourirtoutelaliste
haînée.11

Noussommesdon
ramenésàfaireuneanalysedi�érentepour
ha
un

des
as:la
omplexitémoyenned'unere
her
he négativeet
elle

d'unere
her
hepositive.

Commençonsparlaplussimple.

ComplexitéMoyenned'uneRe
her
heNégative

Reprenonslesdonnéespré
édentespouruntableaudeha
hage.Soit

Li lav.a.désignantlalongueurdelalistesituéedansdanslai ème


asedutableau.Supposonsqu'on
her
heune
léx,quin'existepas,

dansletableau.D'aprèsl'hypothèsed'uniformité h(x)peutprendre

unevaleuri2[1;m℄ave
lamêmeprobabilité 1m .
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Puisque,pourarriveràla
on
lusionquexn'estpasdansletableau,il

faute�e
tuerLi 
omparaisons(oùi=h(x)),l'espéran
edunombre

de
omparaisonsvaut:CompRe
h �(m;n)= 1m mXi=1 E(Li ):

Parailleurs
esdernièresespéran
esvalent
ha
une�= nm .Ene�et


ha
unedesn
lésdutableau
ontribueuneaugmentationégaleà 1m

àl'espéran
edeLi .Nousavonsdon
:

CompRe
h �(m;n)= 1m �m� nm = nm =�;
13

ComplexitéMoyenned'uneRe
her
hePositive

Supposonsqu'on
her
heune
léxqui�guredansletableaudeha-


hage.Nousretenonsl'hypothèsed'uniformitéqu'ellepeutêtreégale

àunedes n
lésexistantdansletableauave
lemêmeprobabilité 1n .

Soient x1 ;:::;xn les
lésdutableaudansleurordred'insertion.Onvoit

fa
ilementquesix=x1 ,lenombrede
omparaisonspourlatrouver

est1et,defaçongénérale,six=xi ,lenombrede
omparaisons

vautlenombrede
omparaisons,e�e
tuéeslorsdel'insertionla
lé

xi ,plus1.Cederniernombreenmoyennen'estquelenombremoyen

de
omparaisonsdansunere
her
henégativedansletableaulorsqu'il

n'aque i�1
lés.
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Nousavonsdon
:
CompRe
h +(m;n)= 1n n�1Xi=0 hCompRe
h �(m;i)+1 i

= n(n�1)2nm
= �2 � 12m +1;


equivautasymptotiquement�=2.Ces
al
ulsde
omplexitémoyenne

mettentenéviden
el'e�
itédeste
hniquesde
haînagedansle

traitementde
ollisions,en
on�rmantquedanslesdeux
as,le

nombremoyende
omparaisonspour
her
herune
léestpro
he

d'une
onstanteetnonpasproportionnelaunombred'élémentsdu

tableau.
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