
LoidesGrandsNombres

Ilarrivesouventquel'onrépèteungrandnombredefoisuneépreuve

defaçonindépendante.SoitAunévénementquipeutseréaliserave

uneprobabilitép.Quepeut-ondiredulienentrelafréqueneobservée

deAetsaprobabilitép?Ilarrivequepsoitinonnue;peut-onen

faireuneapproximationfondéesurlafréquenedeA?

Avantderépondreàesquestions,onsidéronsleasd'unev.a.Sa

varianeétantintroduitepourmesurersadispersionautourdel'es-

pérane.P eut-on,entermesdeeparamètre,on�rmeraveune

on�anerelativementgrande,quel'éartentrel'espéraneetlava-

leurpriseparlav.a.neserapastropgrand?
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Proposition(InégalitédeBienaymé-Thebyhev).SoitXunv.a.

d'espérane �etdevarianeV.Alors,pourtout�>0:

Pr(jX��j��)� V� 2 :

Exemple.SoitXn unev.a.binomialedeparamètresp= 110 etn2N.

�Peut-onon�rmer,quepourn=100l'éartentre Xnn etsonespé-

rane 110 nedépassepas0.1aveuneprobabilitésupérieureà0:9?

�Pourquellesvaleursden,peut-onon�rmer,qu'aveuneprobabi-

lité�0:99,etéartnedépassepas0.05?
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Solution
�Lavarianede Xnn pourn=100vaut:

npq� 1n 2 = 910000 :

D'aprèsl'inégalitédeBienaymé-Thebyhev,nousavons:

Pr �j X100100 � 110 j�0:1 �� 910000 �100=0:09<0:1:

Laréponseestdonpositive.

�Nousavons:Pr �j Xnn � 110 j�0:05 �� 9100 � 1n � 10:05 2 :

D'où,pourquelaprobabilitéreherhéesoitaumoinségaleà0.99

ilsu�tquensoitassezgrandpourqu'onait 9100 � 1n � 10:0025 ,'est-

à-diren�3600.
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Théorème(Loifaibledesgrandsnombres).SoitXunev.a.

admettantl'espérane�etlavarianeVetsoitX1 ;X2 ;:::;Xn unesuite

dev.a.indépendanteshaunesuivantlamême loiqueX.Désignons

parSn lavaleurmoyennedelasuite:
Sn = 1n nXi=1 Xi :

AlorsSn onvergeenprobabilitéverssonespérane�;i.e.pourtout

�>0,ona:
limn!1 Pr(jSn ��j��)=0:

Exemple.Onlaneunepairededésauthentiquesnfoisetl'onalule

lamoyennearithmétiquedesproduitsdesdeuxpoints.Nousavons

vuquel'espéraneduproduitvaut 494 .Puisqueettev.a.admetune

variane,laloidesgrandsnombrepermetdeon�rmerquelamoyenne

desproduitsonvergeenprobabilitévers 494 .
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UneAppliation:ProblèmedeHahage*

Unetehniquepopulaireutiliséeeninformatiquepourl'organisation

dedonnéesestelledehahage.Onvoudraitgérerunensembled'en-

registrements,haunayantunelé.L'aèsàunenregistrementse

faitviasalé.Atitred'exemple,onpeutonsidérerlesenregistre-

mentsontenantdesinformationssurlesétudiantsd'unepromotion.

Onpeutmuniretensemblededonnéesdelésd'aèsquiserontles

nomsdesétudiants.Laméthodedehahageplaeunenregistrement

enfontiondesalé,latransformantdiretementenuneadresse

dansunezonedemémoireontiguë. L'ensembledeesméthodes

permetlesopérationsdereherhe,d'adjontion etdesuppression.

�������������������������

*TypesdeDonnéesetAlgorithmes,C.Froidevaux,M.-C.Gaudel,

M.Soria.
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Danslasuite,nousproposonslemodèlesimplesuivant.Onsedonne

untableaudehahageà mplaes.NousavonsununiversUdeslés.

Uétantdetailletrèsgrande,nousnepouvonspasa�eteràtous

sesélémentsuneplaeattitréedansletableaudehahage.Onutilise

alorsunefontiondehahageh,quiassoieàhaqueléunentier

dans[1;m℄:
h:U![1;m℄:

Lehoixdehestfondamental:ilfautappliquerUdemanièreaussi

uniformequepossiblesur[1;m℄.Celarevientàdireque,dansleas

idéal,ondoitavoir:
8x2Uet8i2[1;m℄Pr(h(x)=i)= 1m :

Onditalorsquehestuniforme.Ilestaussisouhaitablequelealul

dehsoitrapide.

6

Nousdisonsqu'ilyauneollisionentredeuxlésdistintesx2Uet

y2Usurlaasev,sih(x)=h(y)=e.

ÉtantdonnéunensembleEdenlésdistintes,laprobabilitépour

qu'iln'yaitpasdeollisionsentresesélémentsvaut:

P= 1m n :m(m�1):::(m�n+1):Cetteprobabilitéestpetitelorsque

mn'estpastrèsgrandparrapportàn,ommelemontrelealul

suivant.
Paradoxed'anniversaire

Ensupposantquel'annéeomporte365joursetquelaprobabilité

d'avoirsonanniversaireestlamêmepourlesjoursdel'année,aluler

laprobabilitépourque,dansunelassede nétudiantslesanniversaires

soienttousdi�érents.Calulernumériquementetteprobabilitépour

unelassede23étudiants.
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Solution.Portantlavaleurm=365dansl'équationorP,ilvient:

P= 1365 n :365:364:363:::(363�n+1):

LaourbedevariationsdePenfontiondensetrouvesurlapage

suivante.
Onvoitquepourunnombred'étudiantsn�23,equiestrelative-

mentpetitparrapportà 365,laprobabilitéd'anniversairesdi�érents

tombeaudessousde0.5.

Onpeutdonraisonnablements'attendreàdesollisions,même

lorsquelatailledelatableestrelativementélevéeparrapportau

nombred'élémentsquisontàyplaer.Untraitementdeollisions

s'imposealors.
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9

Soitvunindiequelonque�xédansl'intervalleréel[1;m℄.Suppo-

sonsquenléssoientprésentesdansletableau.Lavaleur�= nm est

appeléetauxderemplissagedutableau.SoitXm;n lav.a.désignant

lenombredelés xtellesqueh(x)=v.

Sim;n!1,alorsXm;n tendversunev.a.dePoissondeparamètre

�;i.e.:
Pr(Xm;n =k)=e �� � kk! ;8k2N:

Enpartiulier,laprobabilitépourquelaasevsoitvidevaute ��.10

Considéronsmaintenantlaméthodedehaînageséparédanslaréso-

lutiondesollisions:onfaitunelistehaînéedeslésenollisionsur

lamêmeasedansleurordred'arrivée.

Faisonsuneanalysedelaomplexitémoyenne,entermesdenombre

deomparaisons,pourlareherhed'unelé xdansuntableaude

hahagedetauxderemplissage�=n=m.Onpeutalorsonsidérer

deuxasdistints:

�Laléxne�gurepasdansletableau(reherhenégative);le

nombredeomparaisonsnéessairespouronlurequ'ellen'yest

pasestlalongueurdelalistehaînéedanslaase h(x).

�Laléx�guredansletableau(reherhepositive);onpourrala

trouverpeut-êtreavantdeparourirtoutelalistehaînée.11

Noussommesdonramenésàfaireuneanalysedi�érentepourhaun

desas:laomplexitémoyenned'unereherhe négativeetelle

d'unereherhepositive.

Commençonsparlaplussimple.

ComplexitéMoyenned'uneReherheNégative

Reprenonslesdonnéespréédentespouruntableaudehahage.Soit

Li lav.a.désignantlalongueurdelalistesituéedansdanslai ème

asedutableau.Supposonsqu'onherheuneléx,quin'existepas,

dansletableau.D'aprèsl'hypothèsed'uniformité h(x)peutprendre

unevaleuri2[1;m℄avelamêmeprobabilité 1m .
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Puisque,pourarriveràlaonlusionquexn'estpasdansletableau,il

faute�etuerLi omparaisons(oùi=h(x)),l'espéranedunombre

deomparaisonsvaut:CompReh �(m;n)= 1m mXi=1 E(Li ):

Parailleursesdernièresespéranesvalenthaune�= nm .Ene�et

haunedesnlésdutableauontribueuneaugmentationégaleà 1m

àl'espéranedeLi .Nousavonsdon:

CompReh �(m;n)= 1m �m� nm = nm =�;
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ComplexitéMoyenned'uneReherhePositive

Supposonsqu'onherheuneléxqui�guredansletableaudeha-

hage.Nousretenonsl'hypothèsed'uniformitéqu'ellepeutêtreégale

àunedes nlésexistantdansletableauavelemêmeprobabilité 1n .

Soient x1 ;:::;xn leslésdutableaudansleurordred'insertion.Onvoit

failementquesix=x1 ,lenombredeomparaisonspourlatrouver

est1et,defaçongénérale,six=xi ,lenombredeomparaisons

vautlenombredeomparaisons,e�etuéeslorsdel'insertionlalé

xi ,plus1.Cederniernombreenmoyennen'estquelenombremoyen

deomparaisonsdansunereherhenégativedansletableaulorsqu'il

n'aque i�1lés.
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Nousavonsdon:
CompReh +(m;n)= 1n n�1Xi=0 hCompReh �(m;i)+1 i

= n(n�1)2nm
= �2 � 12m +1;

equivautasymptotiquement�=2.Cesalulsdeomplexitémoyenne

mettentenévidenel'e�itédestehniquesdehaînagedansle

traitementdeollisions,enon�rmantquedanslesdeuxas,le

nombremoyendeomparaisonspourherheruneléestprohe

d'uneonstanteetnonpasproportionnelaunombred'élémentsdu

tableau.
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