
Corrélation

Nousavonsdéjàdé�nil'indépendan
edesv.a.Ilrestealorsàdé�nir

unemesure dedépendan
eentrelesv.a.Étantdonnéesdeuxv.a.

XetY,sont-ellespositivementounégativementliées,lorsqu'ellesne

sontpasindépendantes? Pourformulermathématiquement
esques-

tions,nousintroduisonsdanslasuitelesnotionsde
ovarian
eetde


oe�
ientde
orrélation.Ellesaurontpourbutdefournirunemesure

quantitativede�liaison� éventuelleentrelesv.a.Cesdé�nitionsetles

propriétéssous-ja
entessontvraiesaussibiendansle
asdesespa
es

dis
retsque
ontinus.

Pourétudierles
onséquen
esde
esdé�nitions,nousauronsbesoin

del'inégalitésuivante:

1

Proposition(InégalitédeCau
hy-S
hwarz).SoientXetYdeux

v.a.admettant
ha
uneunevarian
e.Nousavons:

jE(XY)j� qEX 2EY 2:

Dé�nitions.SoientXetYdeuxv.a.admettant
ha
uneunevarian
e.

La
ovarian
eentreXetYestdé�niepar:


ov(X;Y)=E[ (X�EX)(Y�EY)℄ :

Silesvarian
esdeXetdeYsontnonnulles,ondé�nitle
oe�
ient

de
orrélationentreXetYpar:

orr(X;Y)= 
ov(X;Y)
pVXVY :

L'inégalitédeCau
hy-S
hwarzimpliqueque
e
oe�
ientestsitué

dansl'intervalle [�1;+1℄.

2

La
ovarian
eetle
oe�
ientde
orrélationmesurentenquelque

sortelelienentrelesv.a.Si
orr(X;Y)estpositiflesdeuxv.a.sont

positivement
orréléeset,don
,l'augmentationdel'une�favorise�

l'augmentationenmoyennedel'autre.S'ilestnégatif,lasituation

s'inverse.
Ondémontreaussifa
ilement:

Proposition.SiXetYsontdeuxv.a.indépendantesadmettant


ha
uneuneespéran
e,alors:
ov(X;Y)=0:

Si,deplus,ellesadmettent
ha
uneunevarian
e,alors:


orr(X;Y)=0:

3

Laré
iproqueestfausse:

Exemple.SoitXunev.a.prenantunedesvaleurs�1;0;1ave
la

mêmeprobabilité 13 .PosonsY=X 2.IlestévidentqueXetYsont

fortementliéesetenparti
ulier:

Pr(X=1;Y=0)=06=Pr(X=1)Pr(Y=0):

Néanmoins,ona
ov(X;Y)=
orr(X;Y)=0.

4



OpérationsSimplessurlesVariables

Aléatoires

SoitXunev.a.réelleetsoithuneappli
ationdeRdansRmesurable

(i.e.pourtoutborélienB,h �1(B)2B).AlorsY=h(X)estune

nouvellev.a.Onpeut
al
ulersaloideprobabilité.Dans
ertains
as,

ilyadesformulessimplesquidonnentlaf.r.(ouladensitédeY,si


elle-
iexiste)àpartirde
ellede X.

ChangementdeVariable

SoitlaFlaf.r.delav.a.X.Onsupposequel'intervalleIestl'in-

tervalledevariationsdeF(i.e.Feststri
tement
roissantesurI

et
onstanteendehorsdeI).Soithuneappli
ationréellequiest

stri
tement
roissanteet
ontinuesurI.Nousavonsalors:5

Proposition.SoitY=h(X),oùX;hsatisfontles
onditions
i-

dessus.Alorslaf.r. GdeYvaut:
G(y)=F(h �1(y)):

Corollaire.SiUestunev.a.uniformetiréedans[0;1℄etlaf.r.F

satisfaitla
ondition
i-dessus,alorslav.a.X=F �1(U)admetlaf.r.

F.Uneappli
ationensimulation.Poursimulerdesévénementsquiar-

riventdefaçonaléatoire,nousavonsbesoindegénérerdesv.a.suivant

unedistributiondonnée.Ilarrivesouventqu'unesour
edegénération

uniformesoitdisponible.Ce
orollairenouspermetde
onstruireune

v.a.Xàpartird'unev.a.uniformémenttiréedans[0;1℄.
6

Sous
ertaineshypothèsessupplémentaires,onpourra
al
ulerdire
-

tementladensitédeY=h(X):

Proposition.Re
onsidéronsleshypothèsesdelapropositionpré
é-

denteetsupposonsque,deplus, Xadmetteunedensitéf(x)surI

etquehsoit
ontinûmentdérivablesurI.AlorsY=h(X)admetla

densité:
g(y)= �h �1 �0(y)f �h �1(y) �:

Exemple1.SoitXunev.a.uniformesur[0;1℄.Trouverladensité

de Y=Ar
sin(X).

Solution.Onvéri�efa
ilementquel'onestdansles
onditionsde

l'appli
ationdelapropositionpré
édente,pour I=[0;1℄.
7

OndémontrealorsqueYadmetladensité:

g(y)=
os(y);y2[0;�=2℄:

Exemple2.Disposantd'unesour
edegénérationuniformedans

l'intervalle[0;1℄,
ommentpeut-ongénérerdesv.a.exponentiellesde

paramètre �>0?

Solution.SoitUunev.a.uniformesur[0;1℄.Le
orollairepré
édent


on�rmequeX= ln(1�u)�� estunev.a.def.r.

F(x)=Pr(X�x)=1�e ��x;8x�0:
8



SommedesVariablesAléatoiresIndépendantes

Nousavonsvuquelaf.
.d'unesommedev.a.indépendantesest

leproduitdesf.
.desv.a.Cettepropriétépermetdetransformerle


al
ulsurlasommeenun
al
ulsurlesf.
.Atitred'exemple,nous

allonsdémontrerquelasommededeuxv.a.normalesindépendantes

esten
oreunev.a.normale.

Théorème.SoitXunev.a.normaledetypeN(m1 ;�1 )etYune

autrev.a.normaleindépendantedeXdetypeN(m2 ;�2 ).Alorslav.a.

Z=X+Yestunev.a.normaledetype:

N �m1 +m2 ; q� 21 +� 22 �:

9

Ilarrivetoutefoisquele
al
uldesf.
.oul'inversiondelatrans-

formationsoitdi�
ileetqu'un
al
uldire
tsurlesf.r.(ousurles

densités)soitplussimple.Lapropositionsuivantepeutdans
ertains


assimpli�erle
al
uldeladistributiondelasommededeuxv.a.

indépendantes.
Proposition.SoientXetYdeuxv.a.indépendantesadmettantles

densités fX etfY respe
tivement.Alorslav.a.Z=X+Yadmetla

densité:
fZ (z)= Z1�1 fX (x)fY (z�x)dx:

10

Exemple.Trouverladensitédelasommededeuxv.a.indépendantes

etuniformémenttiréesdans[0;1℄.

Solution.Silesv.a.XetYsontuniformesdansl'intervalleunitaire,

ellesonttoutesdeuxladensité1[0;1℄ .Etantparailleursindépen-

dantes,laproposition
i-dessuss'appliqueàlaleursommeZquisera

don
dedensité:g(z)= Z1�1 1[0;1℄ (x)1[0;1℄ (z�x)dx:

L'expressionàintégrervaut 1sil'onasimultanément0�x�1et

0�z�x�1;0sinon.

Noussommesramenésà
onsidérerdeux
aspourz:
11

�Si0�z�1,
esdeux
onditionssontsatisfaites,ssi0�x�z,et

g(z)seraégaleà Rz0 dx=z.

�Si1�z�2,
esdeux
onditionssontsatisfaites,ssiz�1�x�1,

etg(z)seraégaleà R1z�1 dx=2�z.

Densitédelasommededeuxv.a.uniformesetindépendantes

z
1

1

2
O

g(z)
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QuelquesLoisUtilesenStatistique

Nousprésentonsdanslasuitedeuxloisquiinterviennent
ouramment

entestsstatistiques.LoiduKhi-deux

Dé�nition.Lasommedes
arrés Pki=1 X 2i dekv.a.normalesindé-

pendantes,
entrées-réduitesestunev.a.quisuituneloidu�2 àk

degrésdeliberté.Cettev.a.estdésignéepar� 2k .

Dansle
asoù k=1,lav.a.suituneloidu�2 à1degrédeliberté

etelleestle
arréd'unev.a.detype N(0;1).Elleadmetladensité:

f(x)= 1p2�x e � x2;x�0:

13

Nousadmettonslapropositionsuivantesurlaloidu�2 :

Proposition.Soitunev.a.� 2k .Alors:

�Ladensitéde� 2k vaut:
f(x)=
12 k=2�(k=2) e �x=2x k=2�1;x�0:

�Sonf.
.estdonnéepar:
'(t)=E(e it� 2k)=
1(1�2it) k=2 :

�Sonespéran
evautketsavarian
e2k.
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LoideStudent

Dé�nition.OnappelleloideStudentàkdegrédelibertélaloidu

quotient XpZk =k ,oùXetZk sontdeuxv.a.indépendantes,lapremière

suivantuneloinormale
entrée-réduiteetlase
ondeuneloidu�2 à

kdegrésdeliberté.Cetteloiestnotéepartk .

NousadmettonslapropositionsuivanteàproposdelaloideStudent:

Proposition.Pouruneloitk deStudent,nousavons:

�Ladensitédelaloitk vaut:
f(x)= � �k+12 �

�( k2 ) pk�  1+ x 2k !� k+12:

�Sonespéran
eest0etsavarian
evaut kk�2 .
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LoiNormaleCentrée-Réduite

f(z)= 1p2� e �x 22

16



LoiduKhi-2ànDegrésdeLiberté

f(� 2)=(� 2) n2 �1exp(� 12 � 2)2 � n2 1�( n2 )
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LoideStudentànDegrésdeLiberté

f(t)= �( n+12 )(1+ x 2n ) � n2 � 12
�( n2 ) p�n
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