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Algorithmes distribués
probabilistes
Lalgorithme exécuté par les processus est un algorithme probabiliste.

Définition : (algorithme probabiliste) un algorithme o le hasard intervient.
— Le processus « fait un tirage al

oite » pour décider des actions 4 entreprendre;
~ le démarrage d*un algorithme est effectué par un processus choisi au hasard;

Pourquoi les algorithmes distribués probabilistes ?
— Quand on ne peut pas faire autrement

+ résultats d'impossibilité & cause des hypothéses sur le systéme
anonymat = déterministe impossible

parfois plus performants que les algorithmes déterministes.
Plus tolérants aux pannes que les algorithmes déterministes.

I

« Exemples :
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Lalgorithme exécuté par le processeur est (ou peut étre) déterministe mais

SDRP & MA
Analyse probabiliste des
algorithmes distribués

algorithme exécuté par le systéme est lui probabiliste.

Les algorithmes distribués dans un systéme asynchrone;
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+ Rappels de probabilités.
 Algorithmes distribués probabilistes.
* Analyse probabiliste d’algorithmes distribués.
 Applications :
~ Le probléme du rendez-vous.
— le probléme de I’¢lection locale.
— Algorithmes d’¢lection.
— Résolution de conflits.
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6 Rappels de Probabilités

« Distribution de probabilité
« Variable aléatoire

« Espérance mathématique

« Linéarité de Iespérance

« Variance

« Ecart type

« Probabilités conditionnelles

 Lois usuelles
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Probabilités Discreétes

Exemple : on lance deux dés.

Q= DxD={(11),(1.2)...(6,6)}

Avee D = {1.2,...6}

Llespace € contient 6x6 = 36 éléments.
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Distribution uniforme :

~ Tous les éléments de @ sont de méme probabilité 1/36
—tous les éléments de D sont de méme probabilité /6.

Définition. Une mesure de probabilité P est une application de I'ensemble des
événements @ dans intervalle /0. 1], qui satisfait les deux propriétés (ou
«axiomes » )
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0 : espace des événements élémentaires.
A0Q: événement
P une loi (ou distribution) de probabilité sur Q
On prolonge P sur () par :

% %}

)

oo
LA Q0

Pr()  probabilics A 4
Proposition

- PrO)=0
; AU;)’ :Z, ) pour toute famille au plus dénombrable 4, # 171
delements de’ ‘P(@)7 22 disjoints.
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Exemple : Probléme du rendez-vous

Chaque processus p choisit uniformément un de ses voisins;

Si le nombre de voisins est n, quelle est la probabilité qu'il choisisse un
processus ¢ en particulier ?

Quelle est la probabilité pour que deux processus voisins p et g se choisissent
mutuellement ?

Quelle est la probabilité pour p d’obtenir un rendez-vous avec un de ses

voisins ?
SDRP & MA
Propriétes
+ Soient 4,B deux éléments de P (€) :
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Variable aléatoire

Définit oit (€2, Pr) un espace probabilisé discret et soit " un ensemble
non vide au plus dénombrable. Une variable aléatoire (v.a.) X a valeurs dans
Q" est une application de © dans Q. Nous prenons souvent pour £ un sous-
ensemble de _gf ou de 2

On pourra munir £ d’une loi de probabilité Pry en posant, pour tout

S @)

Proposition : Pry est une loi de probabilité sur Q”, i.e

Nous avons de plus, pod thut -
= 1
rPE )R A )
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Exemple : Probléme du rendez-vous (2)

Pour tout processus p, on définit la v.a. X, (k) comme la v.a. qui compte
le nombre de sommets avec qui p a obtenu un rendez-vous au bout de k
rounds.

Calculer Pr(X, (k) =m)
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Espérance Mathématique et
Variance

« Une v.a. admet un certain nombre de valeurs typiques. Nous considérons dans la suite
les v.a. & valeurs dans

+ D + En arithmétique, la valeur moyenne de n nombres est définie par leur
somme divisée par . En caleul des probabilités, I'espérance d’une v.a. est définie
comme la somme des valeurs prises pondérées par les probabilités respectives, c’est-i-

dire :
R

wx

lorsque cette somme converge absolument. ( X(€) est I'ensemble des valeurs prises par
la v.a. X). Sinon, on dit que X’ n’admet pas d’espérance.
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Exemple : Probléme du rendez-vous (3)

Quelle est I’espérance du temps que metira p pour obtenir un rendez-
vous ?

Si tous les processus du systéme appliquent le méme algorithme,
quelle est Pespérance du nombre de rendez-vous dans tout le systéme ?
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Linéarité de I’espérance
« Proposition : Soit X et ¥ deux v.a. définics sur le méme espace probabilisé
discret (€, Pr) et admettant toutes deux une espérance.
Soit a /7= Alors :

E(@X) = aEX
E(X+Y)=EX+EY.

* Que peut-on dire de I'espérance d’un produit de v.a. ?

SDRP & MA

Loi conjointe

+ Définitions : Soit les v.a. X et ¥ définies sur le méme espace probabilisé
discret (2.Pr). La loi (ou distribution) conjointe est la donnée de

Pryg(X=x.Y=y)=Pr({@IQX(c)=x Y()=y})
pour tout x et tout y possibles.

Xet ¥ sont dites indépendantes, si pour tout x et tout y possibles, on a
Pri(X=x.Y=y)=Pry(x) Pry(y).

Proposition : Si X et ¥ sont deux v.a. indépendantes admettant une espérance,
alors la v.a. produit X admet une espérance et
E(XY)=EXEY

011122004 18
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Variance

Définition : la quantité qui mesure la dispersion d’une v.a. X définie sur (@,Pr)

est la variance. Elle est définie par

VX=E(X-EX))).
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Ecart type

- Définition : la racine carrée de la variance est appelée écart-type et est notée

par g ax =TX

ion : Nous avons :
VX=E(X) - (EX)?

sition : Si X et ¥ sont deux v.a. indépendantes admettant chacune une
variance, alors la v.a. X+ admet une variance qui est la somme des deux

variances.

SDRP & MA

Indépendance

n:

Deux événements A et B sont dit indépendants,
Pr(A 0 B) = Pr(A) Pr(B).

~ Une famille 4, i=1,...,n, d'év

pour tout sous-ensemble JL7{1,....n} :

-

Remarque : Pour démontrer I'indépendance d’une famille 4, i=1,...,n, il
suffit de prouver que les A, sont 2 4 2 indépendants.

énements est dite indépendante dans son ensemble, si

011122004 2
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Probabilités conditionnelles

« Clestune notion introduite pour formaliser le concept de la probabilité de

Poccurrence d*un événement B sachant quun autre A s’est produit.

Remarque : B conditionné par 4 n’implique pas que A précéde
é B (dans I'ordre

Exemple : Un dé uniforme est lancé et nous savons que le point obtenu est
pair (événement A). Quelle est la probabilité pour que le point soit au moins 4
(événement B) ?
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1l est clair que le nouvel espace (conditionné par I'événement A) sur lequel les
événements élémentaires sont & définir est 2'=4, qui contient 3 éléments.

Or, la portion de 4 qui est en méme temps favorable & B en contient 2.

11 est donc raisonnable de définir la probabilité de B conditionné par 4 par le ratio
213,

Définition : Soit (2.Pr) un espace probabilisé discret et soit A un événement de
probabilité non nulle. On définit sur P(2), Papplication Pr(/4) & valeurs dans [0.1]
par:

Pr(B/A):%TUE'.DEDP(ﬂ)

On appelle Pr(B/4) probabilité conditionnelle de B sachant A,

011122004 23
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Proposition : Soit 4,,4,,....4, une partition de £2. Si chacun de ces ensembles
est de probabilité non nulle, alors :

Pr(B)= Z Pr(4)Pr(B/4),080 P(Q)

Exemple : On lance deux dés uniformes.
Quelle est la probabilité d’avoir obtenu un double sachant que la somme des
points vaut 8 ?

011122004 24
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Espérance conditionnelle

+  Soit X une v.a. et soit A un événement de probabilité non nulle. L espérance de
Xsachant A est définie par :

ou E(X/4)= Eny X
E0 )= g E )

Exemple : Quelle est 'espérance d’un dé uniforme sachant que le nombre sorti
est inférieur ou égal 4 3 ?

Soit X la v.a. associée au lancer du dé. L’événement A associ¢ a la condition
est 'ensemble {1,2,3}. La probabilité de la condition A est 1/2. L "espérance
conditionnelle recherchée vaut

E(x/4
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Quelques distributions discretes

+ Loi de Bernoulli. La v.a. X prend deux valeurs : / avec probabilité p et 0 avec
la probabilité ¢; on suppose que p.q £7{0,1] et p+q = 1. Nous avons :
- EX=p
- WX=pq

X =\pg

- Utilisation : Cette loi intervient souvent de fagon implicite lorsqu’on veut
traiter une probabilité comme une espérance. En effet c’est Ia loi de la v.a. qui
est la fonction indicatrice d’un événement A de probabilité p :

Pra)=El,

SDRP & MA

Loi binomiale. On effectue n épreuves identiques et indépendantes; la
probabilité de succés dans chacune étant supposée égale i p et celle déchec &
g=1-p. Posons X =l nombre total de succés obtenus dans les épreuves

Xestune v.a. qui peut prendre la valeur k dans I'intervalle /0.n] avec la
probabilité .
po=Pr(X=k)=Clplg

On dit alors que X suit une loi binomiale de paramétres n ct p.

Remarque : X peut étre vue comme la somme de n v.a. de Bernoulli identiques
et indépendantes de méme paramétre p.

Nous avons done EX=np, VX=npq et O =4

011122004 7
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Loi géométrique. Soit p > 0 la probabilité de succés dans une épreuve, et ¢ = I-p.
Nous répétons la méme épreuve indépendamment jusqu’a I"obtention du premier
suceds.
Soit X la v.a. désignant le nombre d*épreuves effectuées. Cest une v.a. qui peut
prendre la valeur k (entier naturel non nul) avec la probabilité

= PriX=k) = g*ip
On dit que X suit une loi géométrique de paramétre p.

EX =

L
p
a_
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Loi de Poisson. Cette distribution intervient dans 1’étude du nombre
événements intervenant dans un intervalle de temps (file d"attente).

Une v.a. X suit une loi de poisson de paramétre A, si X peut prendre la valeur k
avee la probabilité :

o=t
pEPIX =R =20

EX=A
VX =A

ax =2
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