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sur la physique
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Reproduire le comportement d’objets physique
soumis à des forces dans un environnements

Générer automatiquement des animations plausibles
§ rehausser le réalisme dans les applications interactives 
§ diversifier les animations
§ animer rapidement et de façon réaliste des scènes qui seraient 

normalement trop complexes à animer manuellement 
(explosions, écroulements, fluides…)
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Objectif
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Exemples

Cocos2D,
Box2D Ragdoll example

2K Games, Mafia II

Moby Motion, 
Blender - Bullet Physics

Objets rigides et chaînes articulées



Objets déformables
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Exemples

2D Boys, World of Goo

[Baraff et al., 2003]

[Bertails et al., 2006]



Fluides
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Exemples

http://physbam.stanford.edu

http://physbam.stanford.edu/


Animation basée sur la physique 
⟹ simulation physique

Challenges
§ stabilité numérique
§ contrôle artistique
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Simulation physique



1. En l’absence de toute force, un corps matériel, s’il est au 
repos, reste au repos ; s’il est en mouvement, conserve un 
mouvement rectiligne et uniforme.

2. L’application d’une force f à un corps de masse m se traduit 
par la variation de sa vitesse (accélération).

3. Entre deux corps, il ne peut y avoir d’action que mutuelle. 
Il y a toujours lieu ainsi d’apparier deux forces : de même 
direction, égales en valeur absolues, et de sens opposés

⟹ on en extrait plusieurs formules et concepts 
décrivant la physique mécanique 
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Lois du mouvement de Newton



Particule = corps infinitésimal définie par sa :
§ position au cours du temps x(t)
§ masse m

On note sa vitesse
et son accélération

Si n forces fi sont appliquées à la particule, 
alors d’après la 2nde loi de Newton :
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Physique d’une particule

v = ẋ = dx
dt

a = ẍ = dv
dt

, ẍ =
F
m

n

Â
i=1

fi = F = ma
<latexit sha1_base64="MvDPR4Kso+GVuZ1UAqPEmpMhBOY="></latexit>



Les forces peuvent dépendre de la position x et de la 
vitesse de la particule ainsi que du temps t :

⟹ équation différentielle ordinaire (ODE)
(car x ne dépend que de t)

Mais F arbitraire ⟹ équation non-linéaire
⟹ pas de solution analytique
⟹ intégration numérique
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Physique d’une particule

ẍ(t) = F(t,x(t), ẋ(t))
m

ẋ
<latexit sha1_base64="vlWHl4MUpP1LuWC+kzxCdfQtgco=">AAACE3icbVC7TsMwFHXKq5RXeGwsES0SU5UUIRgrWBiLRB9SG1WO67RWHSeyb1BLlM9gZ4VfYEOsfAB/wGfgtBmg5UiWjs65Lx8v4kyBbX8ZhZXVtfWN4mZpa3tnd8/cP2ipMJaENknIQ9nxsKKcCdoEBpx2Iklx4HHa9sY3md9+oFKxUNzDNKJugIeC+Yxg0FLfPKpUeoMQkl6AYeT5ySRNK5W+Wbar9gzWMnFyUkY5Gn3zWw8hcUAFEI6V6jp2BG6CJTDCaVrqxYpGmIzxkHY1FTigyk1m16fWqVYGlh9K/QRYM/V3R4IDpaaBpyuzI9Wil4n/epkSQTBZ2A/+lZswEcVABZmv92NuQWhlAVkDJikBPtUEE8n0DywywhIT0DGWdDTOYhDLpFWrOufVi7tauX6dh1REx+gEnSEHXaI6ukUN1EQEPaJn9IJejSfjzXg3PualBSPvOUR/YHz+AEnSnk8=</latexit>



On part d’une valeur initiale x0 = x(t0)
On avance d’un pas de temps ∆t dans la direction de la 
vitesse
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Intégration numérique

ẋ(t0)



On part d’une valeur initiale x0 = x(t0)
On avance d’un pas de temps ∆t dans la direction de la 
vitesse         :

⟹ intégration d’Euler

• simple 

• ∆t grand ⟹ erreur forte

• ∆t petit ⟹ lent
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Intégration numérique

ẋ(t0)
x(t0 +Dt) = x0 +Dt ẋ(t0)



Ex : x(t) trajectoire circulaire transformée en spirale

⟹ approximation linéaire de x(t) 
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Limitations d’Euler : peu précis



Ex : x(t) diverge au lieu de converger

⟹ pas de temps ∆t constant
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Limitations d’Euler : peu stable



Si x(t) est n fois continue, développement de Taylor : 

⟹ Euler correct seulement si x(t) est linéaire

⟹ Erreur dominée par , c.-à-d. en O(∆t2)

⟹ Si on sait calculer , alors erreur en O(∆t3)
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Limitations d’Euler

x(t0 +Dt) = x0 +Dt ẋ(t0)+
Dt2

2
ẍ(t0)+ . . .+

Dtn

n!
∂ nx
∂ tn (t0)

(Dt2/2)ẍ(t0)

ẍ(t0)



Développement de Taylor à l’ordre 2 en x :

où la dérivée première 
(pour simplifier)

et donc la dérivée seconde 
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Méthode du point milieu

ẋ = f (x(t), t) = f (x(t))

x(t0 +Dt) = x0 +Dt ẋ(t0)+
Dt

2

2
ẍ(t0)+O(Dt

3)

ẍ =
∂ f
∂x

ẋ = f 0 f



Développement de Taylor à l’ordre 1 sur f :

En choisissant on obtient : 

En multipliant par ∆t et en réorganisant :
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Méthode du point milieu

f (xo +Dx) = f (xo)+Dx f
0(xo)+O(Dx2)

Dx =
Dt
2

f (x0)

f (xo +
Dt

2
f (x0)) = f (xo)+

Dt

2
f (x0) f

0(xo)+O(Dt
2)

= f (xo)+
Dt

2
ẍ0 +O(Dt

2)

Dt f (xo +
Dt

2
f (x0))�Dtẋo =

Dt
2

2
ẍ0 +O(Dt

3)



En réinjectant dans :

On obtient :
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Méthode du point milieu

x(t0 +Dt) = x0 +Dt ẋ(t0)+
Dt

2

2
ẍ(t0)+O(Dt

3)

x(t0 +Dt) = x0 +Dt f (x0 +
Dt
2

f (x0))

Dt f (xo +
Dt

2
f (x0))�Dtẋo =

Dt
2

2
ẍ0 +O(Dt

3)



a) Calculer une itération d’Euler :

b) Évaluer la dérivée à mi-distance :

c) L’utiliser pour mettre à jour x :

⟹ Meilleure approximation
⟹ Plus coûteux (2 évaluations de f )

18

Méthode du point milieu

aa

bb

cc

x(t +Dt) = x(t)+Dt fmid

Dx = Dt f(x, t)

fmid = f
✓

x+ Dx
2
, t +

Dt
2

◆

<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>



Performance ⟹ ∆t le plus grand possible
Stabilité ⟹ ∆t suffisamment petit

⟹ adapter ∆t durant la simulation

Pour Euler :
§ calculer xa avec une itération d’Euler de pas ∆t
§ calculer xb avec deux itérations d’Euler de pas ∆t/2

xa et xb diffèrent de O(∆t2)
⟹ e = | xa - xb | est une mesure de l’erreur commise

par une itération d’Euler de pas ∆t
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Pas de temps adaptatifs



Ex : on veut une erreur e < 10-4 par pas d’Euler.

Si l’erreur courante est de 10-8,
on peut augmenter le pas de 

Si l’erreur courante est de 10-3,
on doit diminuer le pas de 
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Pas de temps adaptatifs

✓
10�4

10�8

◆ 1
2

Dt = 100Dt

✓
10�4

10�3

◆ 1
2

Dt ⇡ 0.316Dt



Solveur générique
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Implémentation

get/set(state)

getDerivative

Système
ODE

dim(state) Solveur



Équation d’ordre 2 (dérivée seconde) :

⟺ 2 équations d’ordre 1 couplées :

⟹ difficile à résoudre
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Physique d’une particule

ẍ(t) = F(t,x(t), ẋ(t))
m

(
ẋ = v
v̇ = F/m



Concaténation de x et v :

= point 6D dans l’espace des phases

Concaténation de et    :

= vitesse 6D dans l’espace des phases

1 seule équation différentielle d’ordre 1 :

⟹ plus simple à résoudre
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Espace des phases


ẋ
v̇

�


x
v

�


ẋ
v̇

�
=


v

F/m

�

ẋ v̇



Une particule
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Implémentation

x
v  
f
m

get/set(state)

getDerivative

dim(state)
6

v
f m

x
v



Système de particules
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Implémentation

x x x x x

particles n time

x
v v v v v … v  
f f f f f
m m m m m

f
m



Interface avec le solveur
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Implémentation

v1

6n
x1  v1 x2 v2 xn vn

f1 v2
f2 vn

fn
m1 m2 mn

particles n time

get/set(state)

Système de particules

Solveur

dim(state)

getDerivative



§ Unaires
§ N-aires
§ D’interaction spatial
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Forces



Gravité de la terre
force sans contact, proportionnelle à la masse m 
et dirigée par le vecteur constant de gravité g :

Augmente l’énergie du système
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Forces unaires

f = mg



Amortissement visqueux
résistance au mouvement, opposée à la vitesse v(t)
et pondéré par le coefficient de viscosité 𝜈 :

Diminue l’énergie du système ⟹ stabilise le système
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Forces unaires

f =�nv



Système masse – ressort
ressort reliant 2 masses i et j

Lorsqu’on applique une force à une des masses,, 
le ressort est compressé et compensera en 
appliquant une force opposée à l’autre masse 
pour se décompresser.

avec ks la constante de rigidité du ressort
r la longueur du ressort au repos
l = xi (t) - xj (t)
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Forces n-aires

f j,i =�fi, j

fi, j =�ks (||l||� r)
l

||l||



Système masse – amortisseur 
amortisseur reliant 2 masses i et j
Force inverse à la vitesse appliquée 
pour compresser l’amortisseur :

avec kd la constante d’amortissement
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Forces n-aires

fi, j =�kd
(vi(t)�v j(t)) · l

||l||
l

||l||



Réseaux de masse – ressort
permet de simuler divers types de matériaux, 
en fonction des constantes données au ressort.

Pour garantir un système plus stable, favoriser des 
formes triangulaires :
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Forces n-aires



Forces s’appliquant à toutes les pairs (ou n-tuples) 
de particules, par exemple :
§ gravitation
§ électromagnétisme
§ interaction atomique faible et forte.

Utilisées pour approximer le comportement des fluides
⟹ complexité en O(n2)
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Forces d’interaction spatial
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Implémentation

particles n time

F… FF F F

forces

x x x x x x
v v v v v … v  
f f f f f
m m m m m

f
m

Système de particules



Boucle de calcul des dérivées
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Implémentation

x x

f f

x
v v … v

f

1. Mettre à zéro 
les forces 

m m m

F… FF F F

2.  Appliquer les forces
(i.e., sommer pour chaque particule)

3. Retourner [v, f/m,…] 
au solveur

x x

f f

x
v v … v

f
m m m



Deux problèmes à résoudre :
1. détection 
2. réponse

Problèmes (très) difficiles dans le cas général !
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Collisions



Particules infinitésimales 
Probabilité d’inter-collisions nulle

⟹ collisions uniquement avec la scène
Trajectoire linéaire durant un petit pas de temps

⟹ tracé de rayon (et ses structures d’accélérations)

Particules avec un volume
Collisions entre particules plus négligeables

1. Fixer le repère d’une des particules (statique)
2. Extruder le volume de l’autre le long de sa trajectoire
3. Tester l’intersection des volumes (ex. : sphère – capsule)
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Détection



Méthode dite de pénalité
force répulsive (ressort) dont l’intensité (la raideur)est 
proportionnelle à la distance d’interpénétration
⟹ n’empêche pas complètement les interpénétrations 

(sauf à anticiper les collisions)
⟹ instabilités numériques lorsque la raideur est très grande
⟹ requière plusieurs pas d’intégration pour faire effet

38

Réponse



Méthode à base d’impulsion
modification instantanée de la vitesse hors de la boucle 
d’intégration
Basé sur la quantité de mouvement :
Au moment de la collision : 

Dans un système fermé, conservation de la quantité de 
mouvement :

Conservation de l’énergie cinétique totale :
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Réponse

p(t) = mv(t)
<latexit sha1_base64="3FA2A9hgfcFDq89jx+jPAv6YgX4=">AAACInicbZDLSgMxFIYzXmu9VV26CbZC3ZSZiuhGKLpxWcFeoC0lk2ba0GRmSM4Uy9AH8D3cu9VXcCeuBB/AxzDTjqCtPwR+vnMOJ+d3Q8E12PaHtbS8srq2ntnIbm5t7+zm9vbrOogUZTUaiEA1XaKZ4D6rAQfBmqFiRLqCNdzhdVJvjJjSPPDvYByyjiR9n3ucEjCom8sXCm1JYOB6cTgpwgm+xBL/kFFCCgXTZZfsqfCicVKTR6mq3dxXuxfQSDIfqCBatxw7hE5MFHAq2CTbjjQLCR2SPmsZ6xPJdCeeHjPBx4b0sBco83zAU/p7IiZS67F0TWfyTT1fS+C/tYSEIO/n9oN30Ym5H0bAfDpb70UCQ4CTvHCPK0ZBjI0hVHFzAaYDoggFk2rWROPMB7Fo6uWSc1o6uy3nK1dpSBl0iI5QETnoHFXQDaqiGqLoAT2hZ/RiPVqv1pv1PmtdstKZA/RH1uc3rR2jEg==</latexit>

Dv(t) = Dp(t)
m

<latexit sha1_base64="1Do3QVsCsptSNY+xEJ3lDCHnnbY="></latexit>

impulsion

Â
i

p0
i(t) = Â

i
pi(t)
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En 1D, pour deux particules de vitesse v1 et v2 et de 
masses respectives m1 et m2 :

où « prime » indique la vitesse après la collision.

En résolvant le système, vitesses après collision :

Remarque : si m1 = m2 alors v'1 = v2 et v'2 = v1

40

Réponse élastique

(
m1v1 +m2v2 = m1v01 +m2v02
m1v2

1 +m2v2
2 = m1v021 +m2v022

v01 =
m1v1 +m2v2 +m2(v2 � v1)

m1 +m2

v02 =
m1v1 +m2v2 +m1(v1 � v2)

m1 +m2



En nD, diviser en n collisions 1D.
Par exemple, en 2D :

1. On trace un axe tangent à la collision (axe a)
et un axe perpendiculaire à la collision (axe b).

2. On projette v1 et v2 sur a et b et on garde leur 
norme :

3. On résout les problèmes 1D sur chaque axe :

4. On les re-multiplie par les vecteurs vitesses 
projetés normalisés et on somme : 
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Réponse élastique

v1a,v1b,v2a,v2b

v01a,v
0
1b,v

0
2a,v

0
2b

v01 = v01a
v1a

||v1a||
+ v01b

v1b

||v1b||

v02 = v02a
v2a

||v2a||
+ v02b

v2b

||v2b||

v2

v1

v2

v1

a

b

a

b

v1a

v1bv2a

v2b



Coefficient de restitution e supplémentaire :

Ratio de vitesse avant et après l’impact
§ si e = 1 ⟹ collision parfaitement élastique,
§ si e = 0 ⟹ les 2 objets restent collés ensemble,
§ mesurés empiriquement pour les matériaux connus
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Réponse inélastique

v01 =
m1v1 +m2v2 +m2e(v2 � v1)

m1 +m2

v02 =
m1v1 +m2v2 +m1e(v1 � v2)

m1 +m2



Particule de vitesse v – plan passant par p de normal n
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Collision avec un plan

n

v

vn = (n⋅v)n
vt = v - vn

vt

vn

v

p



Collision si proche du mur (ε) et dirigée vers lui :
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Détection

n

v

p

x

(x - p)⋅n < ε
n⋅v < 0



Si détection après dépassement (overshooting), 

2 solutions :   
1. Projection sur le point le 

plus proche (fixing)
2. Remonter le temps 

(backtracking)
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Détection

n

v

p

x



Inversion de la composante normale de la vitesse 
pondérée par le coefficient de restitution e ∈[0,1]
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Réponse impulsionnelle

vt

vn

v vt

-evn

v'

Avant collision :
v = vt + vn

Après collision :
v' = vt -evn



Si la composante normale de v est nulle :

47

Particule en contact avec le plan

|(x - p)⋅n| < ε
|n⋅v| < ε

np

v

x

f



Si n·f < 0, force de contact fc exercée par le plan pour 
annuler la composante normale de f : 
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Particule en contact avec le plan

np

v

f

x

fc = −(n · f)n

fc



Il serait plus simple d’imposer une contrainte
⟹ force requise déduite automatiquement

Exemple : particule 2D contrainte sur un cercle 
de centre (0,0) et de rayon r

§ Contrainte implicite sur sa position :

§ Vitesses valides :

§ Accélérations valides :

§ Or ⟹
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Contraintes

C = 0

r

C(x) = ||x||2 � r = 0
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Ċ(x) = x · ẋ = 0
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C̈ = 0
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Ċ = 0
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ẍ =
f+ fc

m
<latexit sha1_base64="BecILoAFEXOV/5X2UB2mYsC9Mfw="></latexit>

fc ·x =�f ·x�mẋ · ẋ
<latexit sha1_base64="0QPPLZ3PVL6cswQ+TiLpJFjmg64="></latexit>

C̈(x) = ẍ ·x+ ẋ · ẋ = 0
<latexit sha1_base64="SbqWRiTlPhbiSnqpeevlud9PqZM="></latexit>



Une équation : 
…mais deux inconnues (2 composantes de fc )
⟹ assurer que fc est passive, c.-à-d. n’ajoute

ni n’enlève d’énergie au système :

⟹ principe des puissances virtuelles
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Contraintes
fc ·x =�f ·x�mẋ · ẋ

<latexit sha1_base64="0QPPLZ3PVL6cswQ+TiLpJFjmg64="></latexit>

fc · ẋ = 0, 8ẋ | Ċ = 0
<latexit sha1_base64="ctq+VAQ4nxH0trQpCtSY07o06a0="></latexit>

, fc = lx
<latexit sha1_base64="FNSUDyvn+oahK6h1XpiP4/+es+4="></latexit>

) l =
�f ·x�mẋ · ẋ

x ·x
<latexit sha1_base64="48enMBzqmhIzy7ZvruNtnk9i0vw="></latexit>

fc
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Système de particules contraint

q̈ = M�1Q
<latexit sha1_base64="40ql2R5POyT4Jxoub+iIfFGn0iw=">AAACMXicbVDLSgMxFM3Ud32NunQTbAU3lpmK6EYQ3bgRWrBaaGvJZDJtaOZhckcsw/yH/+Herf5Cd+JK8CfMtFW09UDg3HPu5eYeJxJcgWUNjNzM7Nz8wuJSfnlldW3d3Ni8VmEsKavRUISy7hDFBA9YDTgIVo8kI74j2I3TO8/8m3smFQ+DK+hHrOWTTsA9TgloqW2Wi8Wm64aQNH0CXcdL7tIUn+Dv6jK9Tfbt9KeupsVi2yxYJWsIPE3sMSmgMSpt86PphjT2WQBUEKUathVBKyESOBUszTdjxSJCe6TDGpoGxGeqlQxvS/GuVlzshVK/APBQ/T2REF+pvu/ozuyPatLLxH+9TInAf5jYD95xK+FBFAML6Gi9FwsMIc7iwy6XjILoa0Ko5PoCTLtEEgo65LyOxp4MYppcl0v2QemwWi6cno1DWkTbaAftIRsdoVN0gSqohih6RM/oBb0aT8bAeDPeR605Yzyzhf7A+PwCiS6qUw==</latexit>

q =
⇥
x1 x2 · · · xn

⇤
<latexit sha1_base64="ISwFPtoleYfZcYigCg940gf99GY="></latexit>

Q =
⇥
f1 f2 · · · fn

⇤
<latexit sha1_base64="tP2Pysh6uOce9Yl6mvQdldHq/lU="></latexit>

M =

2

666666664

m1
m1

m1
· · ·

mn
mn

mn

3

777777775

<latexit sha1_base64="zGwq2Hxn1wnuTMWOFDPwpMWxjzY="></latexit>

où

avec m contraintes :

C(q) =

2

6664

C1(q)
C2(q)

...
Cm(q)

3

7775

<latexit sha1_base64="7VQ4mAN+M3vqzYR0mTbFDoTC3cc="></latexit>
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Système de particules contraint

q̈ = M�1Q
<latexit sha1_base64="40ql2R5POyT4Jxoub+iIfFGn0iw=">AAACMXicbVDLSgMxFM3Ud32NunQTbAU3lpmK6EYQ3bgRWrBaaGvJZDJtaOZhckcsw/yH/+Herf5Cd+JK8CfMtFW09UDg3HPu5eYeJxJcgWUNjNzM7Nz8wuJSfnlldW3d3Ni8VmEsKavRUISy7hDFBA9YDTgIVo8kI74j2I3TO8/8m3smFQ+DK+hHrOWTTsA9TgloqW2Wi8Wm64aQNH0CXcdL7tIUn+Dv6jK9Tfbt9KeupsVi2yxYJWsIPE3sMSmgMSpt86PphjT2WQBUEKUathVBKyESOBUszTdjxSJCe6TDGpoGxGeqlQxvS/GuVlzshVK/APBQ/T2REF+pvu/ozuyPatLLxH+9TInAf5jYD95xK+FBFAML6Gi9FwsMIc7iwy6XjILoa0Ko5PoCTLtEEgo65LyOxp4MYppcl0v2QemwWi6cno1DWkTbaAftIRsdoVN0gSqohih6RM/oBb0aT8bAeDPeR605Yzyzhf7A+PwCiS6qUw==</latexit>

q =
⇥
x1 x2 · · · xn

⇤
<latexit sha1_base64="ISwFPtoleYfZcYigCg940gf99GY="></latexit>

Q =
⇥
f1 f2 · · · fn

⇤
<latexit sha1_base64="tP2Pysh6uOce9Yl6mvQdldHq/lU="></latexit>

M =

2

666666664

m1
m1

m1
· · ·

mn
mn

mn

3

777777775

<latexit sha1_base64="zGwq2Hxn1wnuTMWOFDPwpMWxjzY="></latexit>

où

avec m contraintes :

C(q) =

2

6664

C1(q)
C2(q)

...
Cm(q)

3

7775

<latexit sha1_base64="7VQ4mAN+M3vqzYR0mTbFDoTC3cc="></latexit>



Initialement    et sont valides, c.-à-d.
On cherche un ensemble de forces de contrainte
Qc garantissant 
⟹ calcul des dérivées de C

D’où :
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Système de particules contraint
q

<latexit sha1_base64="hnkIOUG9XO78wLn+y9Ufgrg94Do=">AAACC3icbVDLTsMwENzwLOVV4MglokHiVCVFCI4VXDgWiT6kNlSO67RWbSfYDqKK+gncucIvcENc+Qj+gM/AaXOAlpFWGs3sancniBlV2nW/rKXlldW19cJGcXNre2e3tLffVFEiMWngiEWyHSBFGBWkoalmpB1LgnjASCsYXWV+64FIRSNxq8cx8TkaCBpSjLSR7hyny5EeBmF6P3GcXqnsVtwp7EXi5aQMOeq90ne3H+GEE6ExQ0p1PDfWfoqkppiRSbGbKBIjPEID0jFUIE6Un06vntjHRunbYSRNCW1P1d8TKeJKjXlgOrMb1byXif96mRJr/ji3X4cXfkpFnGgi8Gx9mDBbR3YWjN2nkmDNxoYgLKn5wMZDJBHWJr6iicabD2KRNKsV77RydlMt1y7zkApwCEdwAh6cQw2uoQ4NwCDhGV7g1Xqy3qx362PWumTlMwfwB9bnD5IDm0A=</latexit>

q̇
<latexit sha1_base64="XYAj5EZ7FbElZEpiUsrPObcvnDY=">AAACE3icbVBJTsMwFHXKVMoUhh0bixaJVZUUIVhWsGFZJDpIbVQ5rtNadQbsH0SJcgz2bOEK7BBbDsANOAZOmwW0PMnS03t/8nMjwRVY1pdRWFpeWV0rrpc2Nre2d8zdvZYKY0lZk4YilB2XKCZ4wJrAQbBOJBnxXcHa7vgq89v3TCoeBrcwiZjjk2HAPU4JaKlvHlQqvUEISc8nMHK95C5NK5W+Wbaq1hR4kdg5KaMcjb75rYfQ2GcBUEGU6tpWBE5CJHAqWFrqxYpFhI7JkHU1DYjPlJNMr0/xsVYG2AulfgHgqfq7IyG+UhPf1ZXZkWrey8R/vUyJwH+Y2w/ehZPwIIqBBXS23osFhhBnAeEBl4yCmGhCqOT6B5iOiCQUdIwlHY09H8QiadWq9mn17KZWrl/mIRXRITpCJ8hG56iOrlEDNRFFj+gZvaBX48l4M96Nj1lpwch79tEfGJ8/PoCeSA==</latexit>

C = Ċ = 0
<latexit sha1_base64="4HhWfyg0qShaKgLYDDfvfsWDvcU=">AAACLXicbZDLSgMxFIYzXmu9jbp0E+wIrspMRXQjFLtxWcFeoB1KJs20oZkLyRmxDH0L38O9W30FF4K41ccw0w6orQcCf75zTk7O78WCK7DtN2NpeWV1bb2wUdzc2t7ZNff2mypKJGUNGolItj2imOAhawAHwdqxZCTwBGt5o1qWb90xqXgU3sI4Zm5ABiH3OSWgUc8sW1Y3IDD0/LQ2wZe4248g/SFTlN/siWX1zJJdtqeBF4WTixLKo94zv/SLNAlYCFQQpTqOHYObEgmcCjYpdhPFYkJHZMA6WoYkYMpNp3tN8LEmfexHUp8Q8JT+7khJoNQ48HRl9kc1n8vgv7mMxBDcz80H/8JNeRgnwEI6G+8nAkOEM+twn0tGQYy1IFRyvQGmQyIJBW1wUVvjzBuxKJqVsnNaPruplKpXuUkFdIiO0Aly0DmqomtURw1E0QN6Qs/oxXg0Xo1342NWumTkPQfoTxif30eXqBc=</latexit>

C̈ = 0
<latexit sha1_base64="xqMGtKBO3ui6bRsg9cfuWrmjyEo=">AAACIXicbVDLSgMxFM3UV62vUZduQlvBVZmpiG6EYjcuK9gHtKVkMpk2NPMguSOWYfb+h3u3+gvuxJ34A36GmbaCth4InHvOvdzc40SCK7CsDyO3srq2vpHfLGxt7+zumfsHLRXGkrImDUUoOw5RTPCANYGDYJ1IMuI7grWdcT3z23dMKh4GtzCJWN8nw4B7nBLQ0sAslss91w0h6fkERo6X1NMUX+KfykrL5YFZsirWFHiZ2HNSQnM0BuZXzw1p7LMAqCBKdW0rgn5CJHAqWFroxYpFhI7JkHU1DYjPVD+Z3pLiY6242AulfgHgqfp7IiG+UhPf0Z3ZH9Wil4n/epkSgX+/sB+8i37CgygGFtDZei8WGEKcxYVdLhkFMdGEUMn1BZiOiCQUdKgFHY29GMQyaVUr9mnl7KZaql3NQ8qjI1REJ8hG56iGrlEDNRFFD+gJPaMX49F4Nd6M91lrzpjPHKI/MD6/AUW4o30=</latexit>

Ċ =
∂C
∂q

q̇ = Jq̇
<latexit sha1_base64="0keaYH1RFrkPXT9SxQsv44dZ200="></latexit>

avec J la jacobienne de C

C̈ = J̇q̇+Jq̈
<latexit sha1_base64="VivIMD9m7DffKOPxQvCm87MSk14=">AAACVnicbZHLSgMxFIbT0dpab6Mu3QRbQRDKTEV0IxS7EVcV7AXaUjJppg1mLiZnxDL00XwPXbtxoa8gZtoBe/FA4Of7T3KSP04ouALLes8Ya+vZjVx+s7C1vbO7Z+4fNFUQScoaNBCBbDtEMcF91gAOgrVDyYjnCNZyHmuJ33pmUvHAf4BxyHoeGfrc5ZSARn2zVSp1B4MA4q5HYOS4cW0ywde4O4/uNFoATxqc4T978QTtlkp9s2iVrWnhVWGnoojSqvfNTz2CRh7zgQqiVMe2QujFRAKngk0K3UixkNBHMmQdLX3iMdWLpwFM8IkmA+wGUi8f8JTO74iJp9TYc3Rnckm17CXwXy8hIXgvS/PBverF3A8jYD6djXcjgSHAScZ4wCWjIMZaECq5fgGmIyIJBf0TBR2NvRzEqmhWyvZ5+eK+UqzepCHl0RE6RqfIRpeoim5RHTUQRa/oA32h78xb5sfIGrlZq5FJ9xyihTLMX7i4t+o=</latexit>

J̇ =
∂ Ċ
∂ q̇

<latexit sha1_base64="ctdT2/FtUz2QbQ5pXssvUc7xG5c="></latexit>

où

C̈ = J̇q̇+JM�1(Q+Qc) = 0
<latexit sha1_base64="+QYILcZR8Rq67HyTXCOmWMauKS4="></latexit>

, JM�1Qc =�J̇q̇�JM�1Q
<latexit sha1_base64="PkOcWumW5GI0rPNFDsgL7y1Z7B4="></latexit>



Par le principe des puissances virtuelles :

On résout pour trouver 𝛌 et on obtient
l’accélération contrainte :
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Système de particules contraint

Qc = J>l
<latexit sha1_base64="z5E+Ds0oIx8CWCNtKibn49RBW94=">AAACMnicbVDLSgMxFM34rPVVdekm2AquykyL6EYouhFXLdgHdGrJpJk2NPMguSOWYT7E/3DvVj9Bd+LGhR9hpq2irQcC5577yj1OKLgC03wxFhaXlldWM2vZ9Y3Nre3czm5DBZGkrE4DEciWQxQT3Gd14CBYK5SMeI5gTWd4keabt0wqHvjXMApZxyN9n7ucEtBSN1cuFGyPwMBx41rSpfgMf4dXyY0NQfgT20JP7ZGkUOjm8mbRHAPPE2tK8miKajf3YfcCGnnMByqIUm3LDKETEwmcCpZk7UixkNAh6bO2pj7xmOrE4+MSfKiVHnYDqZ8PeKz+7oiJp9TIc3Rl+lM1m0vFf3OpEoJ3N7Mf3NNOzP0wAubTyXo3EhgCnPqHe1wyCmKkCaGS6wswHRBJKGiXs9oaa9aIedIoFa1y8bhWylfOpyZl0D46QEfIQieogi5RFdURRffoET2hZ+PBeDXejPdJ6YIx7dlDf2B8fgFXo6rC</latexit>

) JM�1J>l =�J̇q̇�JM�1Q
<latexit sha1_base64="f+xxkLluhjzowhJbbo3zG3cwo1w="></latexit>

l =
⇥
l1 l2 · · · ln

⇤
<latexit sha1_base64="D4UtsGe9d1IurbJ1pG0No2TdI+Q="></latexit>

où

q̈ = M�1(Q+J>l )
<latexit sha1_base64="WSadi/PmP9KnwND4RcDMQIXsiIA="></latexit>



Centre de masse (barycentre)
point x où la masse est répartie également 
dans n’importe quelle direction :
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Objets rigides

F
F

x
ri

x =
Âmiri

Âmi



La force générant le déplacement est appelée force 
linéaire.

La force générant la rotation est appelée couple :
(“torque” en anglais)
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Objets rigides

ti = (q�x)⇥ fi

fi

t = Â
i

ti



Comme pour une force linéaire, le couple génère une 
accélération : l’accélération angulaire (rd.s-2)

Un objet en rotation possède donc 
une vitesse angulaire 𝜔 (rd.s-1)
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Objets rigides

𝜔(t)

x(t)



Mouvement d’un objet dont la masse est répartie dans 
l’espace exprimé par sa quantité de mouvement 
(momentum)

Linéaire :

Angulaire : avec I(t) le tenseur inertiel
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Quantité de mouvement

P(t) = Mv(t)
Ṗ(t) = Mv̇(t) = M

F(t)
M

= F

L(t) = I(t)w(t)
L̇(t) = t(t)



Matrice 3x3 symétrique décrivant la répartition du 
poids par rapport au centre de masse :

Doit être orienté de la même façon que le corps qu’il 
décrit :

avec R la matrice de rotation de l’objet
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Tenseur inertiel

I =

2

4
Ixx Ixy Ixz
Ixy Iyy Iyz
Ixz Iyz Izz

3

5
Ixy = Âmixiyi

Ixz = Âmixizi

Iyz = Âmiyizi

Ixx = Âmi(y2
i + z2

i )

Iyy = Âmi(x2
i + z2

i )

Izz = Âmi(x2
i + y2

i )

IR = RIR�1 = RIR>



État : Dérivé :

En pratique, il est préférable de représenter l’orientation 
par un quaternion q(t) plutôt qu’une matrice R(t) 
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Simulation

X(t) =

0

BB@

x(t)
R(t)
P(t)
L(t)

1

CCA Ẋ(t) =

0

BB@

v(t)
w(t)⇤R(t)

F(t)
t(t)

1

CCA



§ Réseaux de masses-ressorts
§ Tiges : super-hélices / super-clothoïdes
§ Éléments finis
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Objets déformables

[Casati et al., 2013]

[Faure et al., 2012]



Simulation unifiée des objets rigides, déformables et 
des fluides représentés par des particules dont les 
positions sont contraintes (égalités et inégalités).

1. Prédiction des positions : une itération d’Euler

2. Résolution des contraintes sur les positions (itérativement)

3. Mise à jour de l’état des particules : 

Bibliothèque C++ : NVIDIA FleX
https://developer.nvidia.com/flex

Code open-source: 
https://github.com/InteractiveComputerGraphics/PositionBasedDynamics

Jan Bender, Matthias Müller and Miles Macklin, A Survey on Position Based
Dynamics, 2017, In Tutorial Proceedings of Eurographics, 2017 
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Position Based Dynamics

xp x+vDt

v (xp�x)/Dt
x xp

https://developer.nvidia.com/flex
https://github.com/InteractiveComputerGraphics/PositionBasedDynamics

