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Estimation de 7

Aire du disque unitaire ?



Intégration en ID
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Intégration en ID
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variable aléatoire
uniforme dans [0, 1]

= Estimateur de Monte-Carlo



Variable aléatoire discrete

Probabilite p; associée a chaque événement x;

Espérance: F|x Z D;T;

Variance :

0 = El(z — E[2])’] =) (z: — E[2])’p;

1

0 = Ela®] - (Blz])* =) _aipi - mez

)



Propriétés

Espérance:
E(x+vy) = E[x] + Ely]
E(ax) = aF|z]
Variance :
o[z +y] = o?[z] + o°[y] + 2Cov[z, Y]
avec Cov(z,y) = Elzy| — Elz]Ely]

o°lax] = a*o?[7]



Fonction de v. a. discretes

Soit f ()la fonction ou x prend la valeur x;
avec probabilite p; = aussi une variable aléatoire

Espérance: F|f(x)] = szf(%)

Variance: 02 = E[(f($) — E[f(x)])Q]



Variable aléatoire a densiteé

A une variable aléatoire réelle T, 0N associe une
densité de probabilité (PDF) p(x) telle que :

b
Pr(a <x <b) :/ p(x) dx

Fonction de répartition (CDF) P(y):
Y

P(y) = Pr(z < y) = / p()dz

— OO



Variable aléatoire
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Variable aléatoire a densiteée

Propriétés: VYV, p(x) > 0




Variable aléatoire a densiteée

Espérance: F|1] :/ p(x)dx

Blf(a)) = [ " fa)p(e)da

Variance :
o? = E|(x — Elz])?] = / (z — Ela])p(z)da

0° = E[2°] - (E[z])® = / °p(z)dz — ( / zp(z)de)”



Somme pondérée de v. a.

Soient g(x1) ... g(xn) N variables aléatoires, avec ; des
variables indépendantes identiquement distribuées
suivant la méme densité p(x) et

G = ijg(%') = ijgj ()

N
Espérance: F|[G] = ijE[gj(CU)]
j=1



Somme pondérée de v. a.

N
I 1
Si w; = N Vi, G= N;%(fb)

Espérance :

= G estimateur de I’espérance de g(x)



Somme pondérée de v. a.

Variance : o°[G(z)] = o° [Z g4 ()

— ZJQ[Qj (ZE)] car x; 1D

:ZU ]3[2:13)]
o*g(w)]

= Plus N grand, meilleur G est un estimateur de E[g(x)]
Sa déviation standard o diminue env/ N




Estimateur de Monte-Carlo

b
Estimation de [ = / f(x) dx al'aide de N échantillons

a
tirés aléatoirement dans|a, b] selon la densité p(x) :

N—1

f

1=0 Z

1
N



Estimateur de Monte-Carlo

Espérance : 1 fx;)
I =FE|=
BUMI=E |5 3 s
N-1
1N [f(:z:@-)
N 1=0 p(ilf?,)

= (I") estimateur de / sans biais



Estimateur de Monte-Carlo

Variance :
o?[(I)] = %/ (% I>2p(w)dw

— Convergence de l'estimateur en v N

— 4 fois plus d’echantillons nécessaires pour diviser
I'erreur d’estimation par 2



Estimateur de la variance

Avec les méme N échantillons, on peut estimer
la variance de (I"V) avec I'estimateur :

2 2
f(x; N f(=;
N Zz 1 (péwz ) B (% Zizl péwzg)

(@2[(1V)]) = ——



Bilan - intégration de Monte-Carlo

Etapes:
Geénérer N éechantillons selon la PDF

Evaluer la fonction a intégrer en ces échantillons
Moyenner ces évaluations et diviser par la PDF

Pros. & Cons.:

v Pas de contrainte sur la fonction (continuité, régularité)
v/ Méme convergence quelle que soit la dimension

v Implémentation simple

X Convergence lente

X Implémentation efficace pas toujours facile
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Bilan - intégration de Monte-Carlo

Etapes:
Geénérer N éechantillons selon la PDF

= Comment faire?

Pros. & Cons.:

v Pas de contrainte sur la fonction (continuité, régularité)
v/ Méme convergence quelle que soit la dimension

v Implémentation simple

X Convergence lente

X Implémentation efficace pas toujours facile
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Méthode de la transformeée inverse

Cas discret :
On veut choisir ; avec une probabilite p;
(5

La CDF discrete associe a p; vaut P, = ij
j=1
Tirer un nombre aléatoire § uniformément sur [0, 1]

Trouver £ tel que :

P 1 <&< Py
Pr_1 <&§< Py_1+ i

= probabilité que ¢ soit dans cet intervalle : Py, — Py,

= probabilité de sélectionner k est Py



Méthode de la transformeée inverse

CaS diSCI‘et . source : PBRT
1 - 1-
Py
5 ---------- --133: P3
|
1
|
)2 Pz: P
| | P P Pli P
1 2 3 4
k
PDF discrete CDF discrete

Calcul de la CDF discrete en O(N)
Recherche de £ en O(log,(N))



Méthode de la transformeée inverse

Cas continue : idem! y = P_l(f)

(x) P(x) (x)
Ap ’ A i ______ 18 x_ ______
| r |
integration | |
—> S i
| |
| I
| VY |
> L = - Ll
PDF ¥ CDF ’ PR Py 7

source : Advanced Global lllumination

— nécessité d’inverser la CDF ...pas toujours possible !
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En plus haute dimension ?

Si densité séparable : p(x,y) = p.(z)py(y)
échantillonnage indépendant |ID de p,et p,

Sinon, calcul de la densité marginale :

plz) = / plz, y)dy

et de la densité conditionnelle :

oy — P,y
p(y|z) (@)

et échantillonnage indépendant ID de p(x) et p(y|)



Méthode de rejet

Si la valeur maximale de p(x) dans|a, b] est M,
alors considérer la fonction 2D dans|a, b| x [0, M|

L’échantillonner uniformément en (z, y)

Rejeter les échantillons si p(x) < y

y

A
M= : - "
rc%cctcd ba.n]])le ® p()® ®
[ ] ‘ . .
v" valide pour toute PDF : °* o/ o o .
° ° / ®
v" en toute dimension e /e ® ° o\
. . / d ®
X potentiellement inefficace . . ¢ . K
o L J
® ® — :accepteg s?imples
0 S e o ® o ® —

4 source : Advanced Global lllumination

Y
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Echantillonner un disque

Rejection sampling
Les echantillons hors du disque sont rejetés
v" pas de distorsions
X perte d’échantillons (21%!)




Echantillonner un disque

Coordonnées polaires
mapping entre le carrée |0,1|x|0,1| et le disque unitaire :

(T — 517 Qb — 27T€2)

— pas uniforme : plus d’echantillons au centre

Changement de variable Rejection sampling

27

source : PBRT



Echantillonner un disque

Prise en compte de Paire
Echantillonnage uniforme = PDF constante p T y =cC

// (x,y)dedy =1 = ¢ //dwdy—l

aire du dlsque unitaire

=>c:—
-

28



29

Echantillonner un disque

Prise en compte de Paire
Passage en coordonnées polaires :

T = rcosf ?
{ = p(r6) #plz,y)

y =rsinf
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Transformer une distribution

En ID :soit la variable aleéatoire x; tiree selon Pz (93)
et y; = y(x;) avec y(x) une fonction bijective

Pr(Y <y(x)) = Pr(X < x)

— P, (y) = Pr(x) (égalité des CDF)
— Dy (y)dy = Dy (x)dg; (égalité des PDF)

~ = (Y) we



Transformer une distribution

EnnD: Y =T(X)avec T = (T1(x)...T,(x))

une bijection
) Pz (f)

ou |J| est la valeur absolue du déterminant de la matrice
jacobienne de T':

0T 0T

(G0 "
e

o1, o1,

\ozr T O,/

31
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Echantillonner un disque

Prise en compte de Paire
Passage en coordonnées polaires :

x =rcosf JT:(% %)Z(CQSH
y = rsinf a_a 3—3 sin ¢
| Jr| = r(cos? 6 + sin® @) = r

r
— p(T7 6)) — rp($7y> — ;

—rsin @
r cos 6

)
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Echantillonner un disque

Prise en compte de Paire
Calcul de la densite marginale :

2m 27 r
pr) = [ ptro)a = [ Lap =
0 0 i T

et de la densité conditionnelle :

p(r,0) 1

27
/ df = 2r
0
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Echantillonner un disque

Prise en compte de Paire
Intégration pour calculer les CDF :

P(r) = /O Tp(r)dr P(f) = /O ’ p(6]r)do

0

:/ 2rdr = L db
0 21 Jo
— 7‘2 p— i

2T

Inversion des CDF :

P i(r)=/r P~ 1(0) = 2n0
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Echantillonner un disque

Prise en compte de Paire
mapping entre le carrée |0,1|x|0,1| et le disque unitaire :

(r =&, ¢ = 27&)

—> mais fortes distorsions

—> uniforme

source : PBRT
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Echantillonner un disque

Concentric Map [shiriey 97]
mapping entre le carrée |0,1|x|0,1| et le disque unitaire
= uniforme
= distorsions minimisées (non nulles)

/_\
L
L
~—1 —

source : PBRT
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Echantillonner un disque

Concentric Map [shiriey 97]
mapping entre le carrée |0,1|x|0,1| et le disque unitaire
— uniforme
— distorsions minimisées (non nulles)

<
<

A x=y A

¢=3n/4 p=m/4
G : ;
N X>-y 2
3 F
¢
x
x<y : g
x<-y 4 ] x>y :
x>y x>~y
¢ |eezy

(_1v _1),"

¢p=-n/4=Tn/4
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Echantillonner un hémisphere

Passage en coordonnées sphériques
mapping entre le carrée [0,1[x|0,1| et ’hémisphére :

(gb = 27&1,0 = cos ™! 52)

= uniforme

surface

p = sin 0 cos pu + sin 0 sin v + cos w



39

Echantillonner un hémisphere

Pondération par le cosinus
mapping entre le carrée |0,1]x|0,1| et I'hémisphére :

(qﬁ = 271,60 = cos ™! (ﬂ))

ou projeter les echantillons d’'un disque sur 'hémisphere :

(Malley’s method)

yd

source : PBRT



Echantillonner un hémisphere

Loi du cosinus suréleveée

m = 1000 m = 10 m = 10

Loi du cosinus surélevé

40
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Bilan - intégration de Monte-Carlo

Etapes :
Geénérer N échantillons selon la PDF
Evaluer la fonction a intégrer en ces échantillons
Moyenner ces évaluations et diviser par la PDF

Pros. & Cons.:
v Pas de contrainte sur la fonction (continuité, régularité)
v/ Méme convergence quelle que soit la dimension
v Implémentation simple
X Convergence lente

— Comment Paccélérer?
réduction de la variance
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Echantillonnage préférentiel

Idée : échantillonner selon une PDF p() non-uniforme
pour minimiser la variance de I'estimateur :

o*[(I)] = %/ (% - I)Qp(a?)dw

On peut montrer que I'optimum vaut :

~ [f(@)]
p(x) = [ f(z)dx

Probléme : on ne sait précisément pas intégrer f ...
= trouver une fonction qui lui ressemble !
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Echantillonnage préférentiel

source : Advanced Global lllumination

Pire OK Meilleur

..mais dans tous les cas* E[(I™V)] = I,
seule la vitesse de convergence change

(*) tant que p(x) est non-nul quand f(x) est non-nul
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Stratégies d’échantillonnage

|. Stratification
2. Quasi-Monte Carlo
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Propriétés désirées

Distribution uniforme sur la surface
Distribution uniforme apres projection sur les axes

— Maximiser la plus petite distance entre 2 echantillons
pour eviter les zones sous- ou sur-echantillonnees



Régulier D
Distribuer sur une grille réguliére c o oo

— échantillons correélés
— aliasing : la regularité se voit dans I'image

46



47

Aléatoire uniforme

Tirer uniformément dans |0,1[x[0,1]
= remplace l'aliasing par du bruit

—> necessite moins d’echantillons

— localement pas uniforme
(ex.: tous les echantillons
dans un coin)
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Stratified sampling

|. Subdiviser le domaine en sous-regions
(stratum) sans recouvrements

2. Tirer un échantillon par stratum
= reduit les agregats,
mais pas toujours uniforme

—> nombre d’échantillons fixe
par la grille




Stratégies d’échantillonnage

64 échantillons réguliers 64 échantillons aléatoires 64 échantillons stratifiés

49
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Stratégies d’échantillonnage

reference N échantillons aléatoires N echantillons stratifies

source : PBRT
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Latin Hypercube Sampling (LHS)

|. Genérer un échantillon par cellule de |la diagonale

2. Brassage aléatoire des echantillons

dans chaque dimension

= distribution reste uniforme selon les axes

— permet de générer un nombre arbitraire
d’echantillons (taille de la diagonale)

...mais pas de garantie quant a l'uniformité globale
des echantillons en 2D
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En plus hautes dimensions

Générer n9 échantillons

d = 2 = surface (lampe, pixel...)

d = 3 = surface + temps

d = 5 = pixel + temps + lentille
Au lieu de générer n°> échantillons, générer n?2+ n + n?
echantillons et les combiner aléatoirement



En plus hautes dimensions

| échantillons par pixel — |16 échantillons stratifiés d’ombre

|6 échantillons stratifiés par pixel — | échantillons aléatoires dombre ;e :PBRT
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Poisson disk sampling

Distribution des photorecepteurs de la retine

Distribution aléatoire, mais distance minimum

entre 2 echantillons
Dart Throwing [Cook 86]

genérer un echantillon aléatoirement et tester s'il est valide

convergence non garantie

i=20
while i < N
Xi = randfrom [0,1[
yi = randfrom [0,1[
reject = false
for j=0 to i-1
if (X1 - x3)2 + (yi -
yjl)? < d?
reject = true
break
if not reject

1 = 14+7




Best-candidate [vichei s

Approximation :
= génerer aléatoirement k candidats (k grand)

= garder celui etant le plus eloigne de tous les précédents

ANNEEEETEPNARAR B
® ® e L L
- " .Qo or o . D - o * .o 0. o.
° o [ I P *
o o | o o o P Te
I J o 4 9 o . e . ~ .
’ ° d® o ° o o ® o . a
o o .‘ o._' o .'T’_ .. ) . :. .,' . o.
e ¢ N . N 5 s} - ° e ®
o ° J . a ¢ ol o | ®

best-candidate

stratified
source : PBRT
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Stratégies d’é chantlllonnage

e e R o i L 3 &"_1"“- ..-.ﬂr.'- e S W g, TR T e e
e 1 ey r

- .f---wn.-l

stratified sampling, 4 sample/pixel

. L T i iy vt " v 3 .- "y - - "" o gt " — C TS - ~ g . el .. — e
¥ T N e T e i M_ﬁ_« T S *’“ﬂt—e:_—.:i::i_._.-—u

best-candidate, 4 sample/pixel

source : PBRT
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Stratégies d’échantillonnage

référence stratified sampling best-candidate sampling

source : PBRT
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Poisson disk sampling o)

Distribution des photorecepteurs de la retine | (9)3y(e)()

Distribution aléatoire, mais distance minimum
entre 2 echantillons

— structure d’accélération, e.g., [Dunbar & Humphreys 06]

— pré-calcul de ‘“‘tileable pattern”
e.g., [Lagae & Dutré 05, Kopf et al. 06]
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Poisson disk sampling par pavage

[Lagae & Dutré 05]
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Stratégies d’échantillonnage

|. Stratification
2. Quasi-Monte Carlo
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(1,1)

Low-Discrepancy Sampling |, -

Principe général dans |0,1|? .

(0,0) 0.25

Chaque fraction de 'espace a échantillonner
devrait contenir la méme fraction d’échantillons

Discrépance : difféerence max entre ces deux fractions
= plus la difference est faible, plus la discrepance est basse

B = {[0,v1] x [0,v3] X ... x [0,v,]} 0 <w; <1 fractions de I'espace

P = {a:lajn} échantillons
D?V(B, P) — Ssup #{ZCZ = b} — )\(b)‘ discrépance
beB N
Formule analytique en 1D :
. 1 21 — 1
Di(i) = gy + 13 12~ 5y ‘

Estimation numérique en dimensions supérieures
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Low-Discrepancy Sampling
Les suites a faible discrépance sont uniformes

Aussi appelees quasi- ou sous-aléatoires
(suite deterministe, pas aleatoires ni pseudo-aléatoires)

— Comment les construire ?
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Radical Inverse

Un entier positif £ peut s’écrire comme :

k=ay+aip+ asp® + ...+ ap"
avec une base p et a; € [0,p — 1] les entiers correspondants
a la déecomposition de k dans la base p

La radical inverse function cI) convertit £ en un reel
dans [0,1] :

a .
¢p(k‘) — O-a'OaJ]_...CLr,a — —O —|— — _|_ .+

D 17 pr+1

p’=p’ k’=k’ f=0
while (k’>0) do

a =k’ % p)
f =f + a/p’
k’ = int(k’/p)

=p'¥*p
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Séquence de Van der Corput

Base binaire (p = 2)

00 N o L1 A W DN

binaire

I
|0
|l
100
101
|10
11
1000

radical inverse
binaire

0.1
0.01
0.1
0.001
0.101
0.011
0.1l
0.0001

radical inverse

1/2
| /4
1/2 +1/4
1/8
1/2 +1/8
/4 +1/8
/2 +1/4 +1/8
/16

D,(k)

0.5
0.25
0.75

0.125
0.635
0.325
0.875
0.0625
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Séquence d’Hammersley

En 2D :

k
— ., Oy (k
N7 2( )

M 4 [ * —_—
Discrépance : D}, =

k=0,1,2,...N—1

log(V)
N

= |limitation : V est fixe

256 échantillons
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Séquence de Halton

En 2D :

(@1 (K), Bpa(k)) k=0,1,2,..

Discrépance : D}, = (

= un peu moins bonne qu’Hammersley

logg\ffV)d>

mais [V n’est pas fixe a priori

En nD:

256 échantillons
P1— 2 y P2 — 3

(@, (), By, (k), ..., D, (k) k=0,1,2,..

ou p,... p, sont premiers entre eux (ex :2,3,5,...)
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Séquence de Halton

Aléatoire, 36 échantillons

Halton, 36 échantillons

source : [Ohbuchi & Aono 1996]
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Séquence de Halton

Stratifie, 36 échantillons

Halton, 36 échantillons

source : [Ohbuchi & Aono 1996]



référence régulier aléatoire

e
e
e

source : [Wong et al. 1997]
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Distorsions

Echantillons tirés uniformément sur [0,1]x]0,1]
sensibles aux distorsions apres transformation

Stratified

R

Low-discrepancy

source : PBRT
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Reconstruction de 'image finale

Entrée : echantillons de la camera (xz,yz)

Sortie : pixels de I'image finale I(z,y)

Théorie du signal :
reconstruire une image continue L a partir des échantillons
préfiltrer L pour supprimer les fréquence supérieures a

'espacement des pixels (Nyquist)
echantillonner L sur la grille de pixels

= inutile de representer L explicitement

— effectuer |.et 2. simultanément en un seul filtre f:
I(z.y) = Nif (@ — iy — yi) L(wi, y;)

Nif(x — iy — Yi)




I I T 1
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Filtre de reconstruction

Box, Triangle, Gaussien, Mitchell... lequel choisir?

Pas un filtre ideal
Dépend de la scene
Déepend de la méthode d’echantillonnage

— mesures quantitative (MSE) et jugement qualitatif

LA LA

T—T

-2 -1 1 2
Box Triangle Gaussien Mitchell

source : PBRT



Filtre de reconstruction

Stratified sampling — filtre de Mitchell

| ="

s

.

Low-discerpancy sampling — filtre de Mitchell

source : PBRT



