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Équation fonctionnelle

Récurrence naturelle :

Q(X ,Y , t) = 1 +
∑
s∈S

tX sxY sywsQs(X ,Y , t).

Noyau :
K (X ,Y , t) = 1 − tS(X ,Y )

K̃ (X ,Y , t) = XmxYmyK (X ,Y , t)

Forme normale :
K̃ (X ,Y , t)Q(X ,Y , t) = XmxYmy +

∑
i Ai (X ,Y )Fi (X ) +

∑
j Bj(X ,Y )Gj(Y )

Classification :

rationnelle ⊂ algébrique ⊂ D-finie ⊂ D-algébrique
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Petits pas

Un modèle est dit à petits pas s’ils sont dans {−1, 0, 1}2.

En éliminant les cas triviaux (unidirectionnels, unidimensionnels,
symétries. . .), on se ramène à 79 modèles non-triviaux (M.
Bousquet-Mélou, M. Mishna).

Pour ces 79 modèles :

• 4 + 19 modèles : Q(x , y ; t) algébrique ou D-finie, (A. Bostan, M.
Bousquet-Mélou, M. van Hoeij, M. Kauers, M. Mishna . . .)

• 56 modèles : Q(x , y ; t) pas D-finie
Combinatoire : S. Melczer, M. Mishna, A. Rechnitzer, . . .
Calcul formel : A. Bostan, B. Salvy, . . .
Probabilités / analyse : K. Raschel, I. Kurkova, . . .
Galois diff : C. Hardouin, J. Roques, M. Singer, . . .
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Le groupe de la marche

(Fayolle, puis Bousquet-Mélou et Mishna)

Pour les petits pas, on écrit

S(X ,Y ) = A−1(X )Y−1 + A0(X ) + A1(X )Y

= B−1(Y )X−1 + B0(Y ) + B1(Y )X

On définit deux transformations birationnelles de C× C

Φ: (X ,Y ) 7→
(

A1(X )

YA−1(X )
,Y

)
Ψ: (X ,Y ) 7→

(
X ,

B1(Y )

XB−1(Y )

)
S(u, v) = S(u, v ′) ssi (u, v ′) = (u, v) ou (u, v ′) = Ψ(u, v).

Le groupe de la marche est G = ⟨Φ,Ψ⟩.
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Orbite du groupe de la marche

(x, y)

(x, x̄ȳ)

(y, x̄ȳ)

(y, x)

(x̄ȳ, y)

(x̄ȳ, x)

Ψ

Φ

Φ

Φ

Ψ

Ψ

Ψ(u, v) = (u, ūv̄)

Φ(u, v) = (ūv̄, v)

G = 〈Φ,Ψ〉 ≃ D6
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Exemple de simplification

xyK (x , y , t)Q(x , y , t) = xy − R(x , t)− S(y , t)

x1yK (x , y)Q(xy , y) = x1y − R(x1, t)− S(y , t)

x1y1K (x , y , t)Q(x , y , t) = x1y2 − R(x1, t)− S(y1, t)

. . .

K (x , y , t) (xyQ(x , y , t) + G (x , y , t)) = H(x , y , t)

xyQ(x , y , t) =
[
x>y>

]
H(x , y , t)/K (x , y , t)
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Orbite (tout court)

(Bostan, Bousquet-Mélou, Melczer)

W modèle 2D à poids non trivial, K = C(x , y)

Pour (u, v) ∈ K×K avec S(u, v) = S(u′, v ′) :

• (u, v) ∼x (u′, v ′) si u = u′

• (u, v) ∼y (u′, v ′) si v = v ′

• (u, v) ∼ (u′, v ′) si (u, v) ∼x (u′, v ′) ou (u, v) ∼y (u′, v ′)

L’orbite est l’ensemble des paires (u, v) telles que (x , y) ∼∗ (u, v), et est
notée O.

S(x , y) = S(x , y ′) = S(x ′, y ′) = · · · = S(u, v)
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Exemple à grands pas (Gλ,µ)

(x , 1
xy )

(xy2z , 1
xy ) (−µ

z ,
1
xy )

(x , y)

(z , y) (− µ
xy2z , y)

(z , 1
yz )

(xy2z , 1
yz )

(−µ
x ,

1
yz )

(− µ
xy2z ,−

xyz
µ )

(−µ
x ,−

xyz
µ )

(−µ
z ,−

xyz
µ )

λ

µ

µ

[C(x , y , z) : C(x , y)] = 2
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Action d’automorphismes de corps

Rappel : si K/L est une extension de corps, un L-automorphisme de K
est un homomorphisme d’anneaux σ : K → K qui vérifie σ|L = idL.

Pour σ un C-automorphisme de K, on définit σ · (u, v) = (σ(u), σ(v))

Soit (u, v) dans O et σ un C-automorphisme de K.

S(x , y) = S(x , y ′) = S(x ′, y ′) = · · · = S(u, v)

S(σ(x), σ(y)) = S(σ(x), σ(y ′)) = S(σ(x ′), σ(y ′)) = · · · = S(σ(u), σ(v))

Si de plus σ fixe x et S(x , y) on a

S(x , y) = S(x , σ(y)) = S(σ(x), σ(y)) = · · · = S(σ(u), σ(v))

Conclusion : (x , y) ∼ σ · (x , y) ∼ · · · ∼ σ · (u, v)

L’orbite est stable sous cette action de C(S(x , y), x)-automorphismes de K et
C(S(x , y), y)-automorphismes de K, qui préservent les adjacences.
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Le groupe généralisé

On pose k = C(S(x , y)), k(O) le corps engendré par les coordonnées
d’éléments de l’orbite.

Proposition
Les extensions k(O)/k(x) et k(O)/k(y) sont Galoisiennes.

Notons Gx et Gy leurs groupes de Galois respectifs, G = ⟨Gx ,Gy ⟩

Théorème (B., Hardouin 22)
Le groupe G agit fidèlement et transitivement sur l’orbite par
automorphismes de graphe. Cette action est finiment engendrée.
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Exemple sur Gλ,µ

(x , 1
xy )

(xy2z , 1
xy ) (−µ

z ,
1
xy )

(x , y)

(z , y) (− µ
xy2z , y)

(z , 1
yz )

(xy2z , 1
yz )

(−µ
x ,

1
yz )

(− µ
xy2z ,−

xyz
µ )

(−µ
x ,−

xyz
µ )

(−µ
z ,−

xyz
µ )

ψ

ϕ1 ϕ2

ϕ1ψ
ϕ2ψ

ψϕ1 ψϕ2

id

ϕ1ψϕ2

ϕ1ψϕ1 ϕ2ψϕ2

ϕ2ψϕ1
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Petits pas qui reculent : exemple de Gλ,µ

S(X ,Y ) = µY +
µ

XY
+ X 2Y + λX +

X

Y

K̃ (X ,Y , t) = XY − t
(
µXY 2 + µ+ X 3Y 2 + λX 2Y + X 2)

K̃ (X ,Y , t)Q(X ,Y , t) = XY − t(X 2 + µ)Q(X , 0, t)− tµQ(0,Y , t) + tµQ(0, 0, t)

K̃ (X ,Y , t)Q(X ,Y , t) = XY + A(X , t) + B(Y , t)
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t-équivalence

Cmul(X ,Y )[[t]] =

∑
n≥0

An(X ,Y )

Bn(X )Cn(Y )
tn
∣∣∣∣An,Bn,Cn polynômes


Il existe une relation d’équivalence ≡ sur Cmul(X ,Y )[[t]] compatible avec
l’addition et la multiplication.

t-Invariants : I (X , t) ≡ J(Y , t)

Lemme
Si les coefficients de I (X , t) et J(Y , t) n’ont pas de pôle en X = 0 et
Y = 0, alors il existe A(t) ∈ C[[t]] telle que

I (X , t) = J(Y , t) = A(t) ∈ C[[t]]

Intérêt : les solutions d’équations d’une variable catalytique sont
algébriques (Popescu, Bousquet-Mélou–Jehanne,
Notarantonio–Yurkevych. . .)
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Preuve générique d’algébricité
(Bernardi, Bousquet-Mélou, Raschel)

Équation de la forme suivante (petits pas qui reculent)

K̃ (X ,Y , t)Q(X ,Y , t) = XY + A(X , t) + B(Y , t)

XY ≡ F (X , t) + G (Y , t) (1)

0 ≡ XY + A(X , t) + B(Y , t) (2)

I1(X , t) = A(X , t) + F (X , t) ≡ −B(Y , t)− G(Y , t) = J1(Y , t) (3)

I2(X , t) ≡ J2(Y , t) (4)

. . .

P(I1(X , t), I2(X , t)) ≡ P(J1(Y , t), J2(Y , t)) (5)

P(I1(X , t), I2(X , t)) = P(J1(Y , t), J2(Y , t)) = D(t) (6)

⇒ Q(X ,Y , t) est algébrique sur C(X ,Y , t)
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Fractions et éléments de k(O)

Pour H(X ,Y , t) = A(X ,Y ,t)
B(X ,Y ,t) et K̃ ne divisant pas B (H régulière),

H(u,v) = H(u, v , 1/S(x , y)) ∈ k(O) est bien définie pour (u, v) ∈ O.

Hc =
∑

(u,v)∈O cu,vH(u,v) ∈ k(O)

Exemple : c = (x , y) + 2(x , y ′)− (u, v) et H = XY 2

Hc = xy2 + 2x(y ′)2 − uv2
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Invariants et découplage Galoisien

Proposition
H(X ,Y , t) ≡ H ′(X ,Y , t) ⇒ H(x , y , 1/S(x , y)) = H ′(x , y , 1/S(x , y)).

t-equivalence Égalité dans k(O)

Invariants I (X , t) ≡ J(Y , t) f ∈ k(x) ∩ k(y) = kinv
Découplage H(X ,Y , t) ≡ F (X , t) + G (Y , t) H(x , y , 1/S(x , y)) = f + g ∈ k(x) + k(y)

Existence de t-invariants/t-découplage de H seulement si et seulement si
existence d’invariants découplage Galoisien qui admettent un relèvement.
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Invariants

Théorème (Fried 78 ; B., Hardouin 22)
Il y a équivalence entre

1. Orbite finie
2. Groupe fini
3. Existence d’invariants Galoisiens non-triviaux

Algo : si l’orbite est finie, on montre que kinv = k(f ) pour f
transcendant sur k , et f est n’importe quel coefficient d’un polynôme
annulateur des coordonnées gauches ou droites de l’orbite.

Pour Gλ,µ :(
(−λ2µX3−µX4−X6+µ2X2+µ3)t2−X2λ(X2−µ)t+X3

t2X (X2+µ)2
, −µt Y 4+λtY+Y 3+t

Y 2t

)
.
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Découplage

Considérons α une 0-chaîne induite par un cycle bicolore :

(u1, v1) (u2, v2)

(u1, v2)

(u2, v3)

(u3, v3)

(u3, v1)

α = (u1, v2)− (u1, v1) + (u2, v3)− (u2, v2) + (u3, v1)− (u3, v3)

F (X )α = F (u1)− F (u1) + F (u2)− F (u2) + F (u3)− F (u3) = 0

G (Y )α = G (v2)− G (v1) + G (v3)− G (v2) + G (v1)− G (v3) = 0

α

+

−

+

−

+

−

Si H(X ,Y , t) découple, alors Hα = 0.

Réciproque ?
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Découplage dans l’orbite

Un triplet de 0-chaînes (γx , γy , α) est un découplage de (x , y) si

• (x , y) = γx + γy + α

• Hγx ∈ k(x) pour toute H(X ,Y , t) régulière

• Hγy ∈ k(y) pour toute H(X ,Y , t) régulière

• Hα = 0 si H découple

S’il en existe un, alors pour tout H(X ,Y , t) régulière

H(x , y) = Hγx + Hγy + Hα

H découple si et seulement si Hα = 0, et dans ce cas son découplage est
donné par H(x , y , 1/S(x , y)) = Hγx + Hγy .



Introduction Orbite et formalisme Galoisien Invariants et découplage

Découplage dans l’orbite

Un triplet de 0-chaînes (γx , γy , α) est un découplage de (x , y) si

• (x , y) = γx + γy + α

• Hγx ∈ k(x) pour toute H(X ,Y , t) régulière

• Hγy ∈ k(y) pour toute H(X ,Y , t) régulière

• Hα = 0 si H découple

S’il en existe un, alors pour tout H(X ,Y , t) régulière

H(x , y) = Hγx + Hγy + Hα

H découple si et seulement si Hα = 0, et dans ce cas son découplage est
donné par H(x , y , 1/S(x , y)) = Hγx + Hγy .



Introduction Orbite et formalisme Galoisien Invariants et découplage

Découplage dans l’orbite

Un triplet de 0-chaînes (γx , γy , α) est un découplage de (x , y) si

• (x , y) = γx + γy + α

• Hγx ∈ k(x) pour toute H(X ,Y , t) régulière

• Hγy ∈ k(y) pour toute H(X ,Y , t) régulière

• Hα = 0 si H découple

S’il en existe un, alors pour tout H(X ,Y , t) régulière

H(x , y) = Hγx + Hγy + Hα

H découple si et seulement si Hα = 0, et dans ce cas son découplage est
donné par H(x , y , 1/S(x , y)) = Hγx + Hγy .
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Idée maîtresse

(x , y)

(x ′, y)

(x ′, y ′)

(x ′′, y ′)

(x ′′, y ′′)

(x , σx(y))

(σx(x
′), σx(y))

(σx(x
′), σx(y

′))

(σx(x
′′), σx(y

′))

(σx(x
′′), σx(y

′′))

(σx(x
′′), y ′′)

(x ′′′, y ′′)

(x ′′′, y)

(x , y)

C (x ′′, y ′′) σx · C (x ′′, y ′′)− C (σx · (x ′′, y ′′))

∀σx ∈ Gx , σx · HC(x′′,y ′′) = HC(x′′,y ′′) donc HC(x′′,y ′′) ∈ k(x) si H découple

+

−

−

+

− 0

+

−

+

− +

−

+

−
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v − (x , y) = C (v) + C ′(v)

1
|O|

∑
v∈O

v − (x , y) =
1
|O|

∑
v∈O

C (v) +
1
|O|

∑
v∈O

C ′(v)
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Découplage dans l’orbite

Théorème (B., Hardouin 23)
Dans toute orbite finie, (x , y) admet un découplage (explicite).

Si de plus l’orbite vérifie une propriété de distance-transitivité (qui n’est
pas systématique), alors le découplage est donné commme combinaison
de 0-chaînes symétriques explicites (qui sont de la forme)∑

(u,v)∈O|P(u)=0

(u, v) ou
∑

(u,v)∈O|P(v)=0

(u, v)

Formule :
γx = − 1

|O|
∑
i≥0

|Xi |
∑
j≤i
j odd

Xj

|Xj |
− Xj−1

|Xj−1|
and γy = − 1

|O|
∑
i≥0

|Yi |
∑
j≤i
j odd

Yj

|Yj |
− Yj−1

|Yj−1|
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(x , y1)

(x3, y1) (x4, y1)

(x , y)

(x1, y) (x2, y)

(x1, y2)

(x3, y2)

(x5, y2)

(x2, y3)

(x5, y3)

(x4, y3)

(x , y1)

(x3, y1)

(x4, y1)

(x , y)

(x1, y)

(x2, y)

(x1, y2) (x3, y2)

(x5, y2)

(x2, y3)

(x5, y3)

(x4, y3)

Y0

Y1

Y2

X0

X1

X2

X3

(x , y) =

(
X0

2
− X1

8
+

X2

8

)
+

(
Y0

4
− Y1

4

)
+ α,

xy = −3λx2/S(x , y)− µλ/S(x , y)− 4x
4(x2 + µ)/S(x , y)

+
−λy − 4

4y
+ 0.
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Preuve d’algébricité de Gλ,µ

K̃ (X ,Y , t)Q(X ,Y , t) = XY − t(X 2 + µ)Q(X , 0, t)− tµQ(0,Y , t) + tµQ(0, 0, t)

XY ≡ −3λX 2t − µλt − 4X
4t(X 2 + µ)

+
−λY − 4

4Y
(1)

XY ≡
(
t(X 2 + µ)Q(X , 0, t)− tµQ(0, 0)

)
+ tµQ(0,Y , t) (2)(

t(X 2 + µ)Q(X , 0, t)− tµQ(0, 0, t)
)
+ 3λX2t−µλt−4X

4t(X2+µ) ≡ −λY−4
4Y − tµQ(0,Y , t) (3)

(−λ2µX3−µX4−X6+µ2X2+µ3)t2−X2λ(X2−µ)t+X3

t2X (X2+µ)2
≡ −µt Y 4+λtY+Y 3+t

Y 2t (4)

P2
(
P1 − λ

4

)
− P3

1 +
(
2tµQ(0, 0)− λ

4

)
P2

1 +
(
2µt∂y (Q)(0, 0)− t2µ2Q(0, 0)2 + 5λ2

16

)
P1

sans pôle en 0, donc Q(X ,Y , t) est algébrique sur C(X ,Y , t). Prouve
aussi que Q(0, 0, t) est de degré 32 sur C(t), avec polynôme explicite.
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Questions subsidiaires :

• Algébricité ssi XY découple ?

• A-t-on une expression générale avec des chaînes symétriques ?

• Autres choix de 0-chaînes qui exploitent la structure du groupe ?
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Merci de votre attention.
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