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Introdu
tion
Supposons vouloir générer des mots in�nis sur un alphabet quel
onque. Pour 
e faire, il existe denombreuses méthodes : génération par automates, points �xes de morphismes ou d'appli
ationssur les mots, utilisation de systèmes dynamiques réels . . . Les mots générés par systèmes dynamiquesa
quièrent des propriétés selon 
elles du système. Parallèlement, les systèmes dynamiques réels sontintimement reliés aux suites réelles qu'ils engendrent. Lorsqu'un langage de mots in�nis est généré parun système dynamique réel, trois types d'analyse sont possibles : l'analyse des suites réelles, l'analysedu système dynamique, et l'analyse des mots in�nis.L'un des exemples les plus généraux dans le 
adre des mots in�nis est 
e-

1

0

a

b

lui des mots sturmiens. Entre autres propriétés, les mots sturmiens peuventêtre générés à l'aide d'un système dynamique réel très simple, lié aux rota-tions sur le 
er
le. Considérons le 
er
le S1 et la rotation d'angle � , notée r� .Elle induit un système dynamique sur S1, qui à un point de départ x0 = �asso
ie les éléments xn = rn� (�) = �+n� . L'idée 
onsiste à asso
ier à xn unelettre : selon que xn 2 [0; 1�� ℄, la lettre 'a', sinon la lettre 'b'. Ce systèmedynamique génère la famille des mots sturmiens. Les mots pour lesquels lepoint de départ est � = 0 sont appelés mots 
ara
téristiques. Ils sont en parti
ulier reliés aux motsde Christo�el (
f. [Ber95℄). Formellement, si 0 � � < 1 et � sont deux nombres réels, la suite réelleasso
iée est la suite des h�n+ �i, où h�i 
orrespond à la partie fra
tionnaire.La manière la plus géométrique de générer de tels mots 
onsiste à
a a

a a

a a

a

b
a b

b

se pla
er dans la grille N2 , et de tra
er une droite � dont la pente,stri
tement inférieure à 1, 
orrespond au � de la 
onstru
tion pré
é-dente. A 
haque point où � ren
ontre une droite verti
ale de la grille,on asso
ie le sommet de la grille dire
tement en dessous. Les 
oordon-nées des points asso
iés sont les (n; �n + �). En reliant 
es sommets,on obtient une ligne polygonale 
ontinue, 
onstituée de segments ho-rizontaux! et de segments en diagonale%. Le mot sturmien asso
iéest le mot obtenu en remplaçant 
haque ! par un 'a' et 
haque %par un 'b'. Ce type de 
onstru
tion rejoint les algorithmes d'approximation de droites de Bressen-ham. La représentation graphique est intimement relié aux traje
toires de la droite � sur le tore, qui
orrespond à la première formulation des mots sturmiens par Morse en 1940. Elle rejoint 
elle des �mots de billard �, pour lesquels on lan
e une bille sur un billard re
tangulaire et l'on note la suite desbandes ren
ontrées, selon qu'elles soient horizontales ou verti
ales.Trois appro
hes des mots sturmiens sont don
 possibles : par les suites réelles, par les systèmes derotations sur le 
er
le, et par les mots in�nis.Une propriété parti
ulière des mots sturmiens est leur 
omplexité. La notion de 
omplexité demots est rappelée dans [All94℄. L'idée 
onsiste à a�rmer qu'un mot in�ni est d'autant plus
omplexe qu'il possède de nombreux fa
teurs di�érents de longueur donnée. Sur l'alphabet L, prenonsun mot in�ni u 2 L!. On appelle 
omplexité de u, notée pu la fon
tion qui 
ompte le nombre de4



fa
teurs de u de longueur donnée : pu(n) = �����w 2 Ln tel que 9k; w = ukuk+1 � � �uk+n�1�����Cette fon
tion est 
roissante, et même stri
tement 
roissante ou bornée. En e�et, si le nombre defa
teurs de longueur n est le même que 
elui de longueur n + 1, 
ela signi�e que 
haque fa
teur delongueur n s'étend de manière unique en un fa
teur de longueur n+1. La génération du mot aboutitdon
 for
ément par un 
y
le. Don
, lorsque la fon
tion n'augmente plus, elle devient 
onstante et lemot est périodique. Les mots sturmiens ont la parti
ularité d'être de 
omplexité (n + 1), 
'est-à-direla 
omplexité la plus basse possible qui ne soit pas bornée, d'où leur � simpli
ité �. De plus, parmiles mots sturmiens, il existe une sous-
lasse de mots en
ore plus simples, qui sont points �xes demorphismes.De 
ette notion de 
omplexité, on peut dé�nir l'entropie sur les mots in�nis :h(u) = limn!1 log pu(n)n log ��L�� 0 � h(u) � 1Il est à noter que 
ette limite existe toujours pour un mot de longueur in�nie, de par la sous-additivitédu logarithme. Les mots de 
omplexité polynomiale ont une entropie nulle. Cette notion d'entropiesur les mots in�nis est à relier à l'entropie sur les suites réelles qui mesure le désordre intervenant dansune suite. L'entropie et la 
omplexité représentent un autre lien entre les suites réelles et les motsin�nis.Plusieurs types de représentation graphique de suites réelles existent. Lorsque l'on observe dela stru
ture au sein de 
e type de représentation, la question qui se pose est la suivante : 
ettestru
ture a-t'elle un lien ave
 la suite réelle étudiée, et dans 
e 
as, peut-on 
apturer 
ette stru
tureà l'aide d'outils formels appropriés à l'analyse que l'on fait de 
ette suite, du système ou des motsasso
iés ? L'étude réalisée dans 
e mémoire s'atta
he aux propriétés de deux types de représentationsgraphiques 
onnues. Dans un premier temps, le travail de Jenny Harrison, dont la représentationgraphique asso
iée à la suite hn�i permet de retrouver diverses propriétés des mots sturmiens demanière graphique. Dans un se
ond temps, la représentation de Mi
hel Mendès-Fran
e, nous permetde nous atta
her à d'autres types de suites et d'étendre l'étude graphique des mots sturmiens, enparti
ulier à l'aide de phénomènes de renormalisation. Au �nal, on étendra l'étude réalisée sur lesmots sturmiens à 
elle des suites hn2�i, dont on bornera la 
omplexité.
Notations : R;N ;Z dénomment les ensembles usuelsS1 désigne le 
er
le R=Z.hxi désigne la partie fra
tionnaire de x.bx
 désigne la partie entière de x.(un) symbolise une suite réelle à valeurs dans [0; 1℄� est un paramètre réel non entier.Un ensemble de Cantor est un sous-ensemble fermé parfait (au
un point isolé), totalementdé
onne
té, d'un intervalle fermé, habituellement [0; 1℄5



Chapitre 1
La représentation de Harrison

Dans [Har89
℄, J. Harrison présente une manière générale d'asso
ier à une suite (un) une 
ourbedans le plan, dont la géométrie re�ète 
ertaines propriétés de la suite (un). Originellement, 
ette
onstru
tion fournit des exemples de di�éomorphismes 
orroborant le théorème de Denjoy. Ce théo-rème a�rme que les di�éomorphismes 2 du 
er
le S1 qui préservent l'orientation sont topologiquementéquivalents à une rotation dont l'angle 
orrespond au nombre de rotations du di�éomorphisme. Enparti
ulier, la dynamique de tels systèmes est alors entièrement déterminée par 
elle des rotations.Cette représentation graphique est utilisée par Harrison dans le 
adre des suites hn�i. Les propriétésde répartition de telles suites sont en e�et bien adaptées à la 
onstru
tion qu'elle met en oeuvre. Cessuites étant reliées aux mots sturmiens et aux systèmes des rotations irrationnelles, 
ette représentationdevient un moyen d'appro
her 
ette famille de mots in�nis. Est-il alors possible de mettre en valeurdes propriétés graphiques de stru
ture, qui 
orrespondraient aux 
ara
téristiques des mots sturmiens ?La 
onstru
tion de Harrison met en valeur de manière relativement simple des propriétés inhérentes àla suite hn�i, telles que le développement en fra
tion 
ontinue de � , ainsi que le 
ara
tère périodiquede 
e développement. Ces propriétés interviennent fréquemment dans l'étude des mots sturmiens.Afin d'examiner le travail réalisé par Harrison, nous avons e�e
tué un travail de rele
ture desarti
les [Har89
; Har89b; Har89a℄, ainsi qu'un travail de réé
riture de 
ertaines preuves. A�nd'expliquer la stru
ture de 
es 
ourbes, nous allons les appro
her de deux manières di�érentes : unedes
ription géométrique, qui permet d'appré
ier la façon dont est 
onstruit la 
ourbe pas à pas, etune des
ription analytique, qui permet de mettre en valeur les propriétés de la 
ourbe dessinée parHarrison. Au �nal, on se ramène aux 
ara
téristiques des mots sturmiens, pour expliquer les rapportsentre les théorèmes 
on
ernant la 
onstru
tion de la 
ourbe et les mots in�nis.6



1.1 Le point de vue géométriqueConstru
tion informelle. Donnons nous une suite réelle (un), dont les valeurs sont prises dansl'intervalle [0; 1℄. L'étude du 
omportement d'une telle suite pose les questions suivantes : est-elle pé-riodique, dense, uniformément distribuée ? Quel est son 
omportement asymptotique, sa dynamique ?Dans [Har89
℄, Harrison présente une méthode de tra
é de la suite (un) qui respe
te deux 
ritères :� l'ordre dans lequel les termes de la suite apparaissent (information temporelle)Il doit être possible de distinguer de deux termes 
elui étant apparu le premier.� la valeur de 
haque terme (information spatiale)Il doit être possible de représenter l'ensemble des valeurs prises par la suite.Pour 
ela, l'idée 
onsiste à asso
ier à 
haque terme de la suite un une valeur f(n) signi�
ative de sonrang. La fon
tion f doit être à 
et e�et inje
tive. De plus, pour que la 
onstru
tion ait un sens lorsquel'on prend de plus en plus de termes, on 
hoisit f dé
roissante : les termes les plus éloignés aurontmoins d'importan
e. En�n, si l'on 
onsidère maintenant les termes de la suite sous la forme de 
ouples(un; f(n)), il est possible de réordonner les un. Le deuxième élément du 
ouple nous assure que l'onne perd pas l'information temporelle. Ce pro
édé nous assure de pouvoir distinguer l'ensemble desvaleurs prises par la suite. Si 
et ensemble est dense, alors le réordonnement va re
ouvrir l'ensemblede l'intervalle de travail.Partant de 
ette liste ordonnée de termes (un; f(n)), on 
onstruit une 
ourbe dans le plan R2 , àl'aide de segments : un segment horizontal qui exprime la distan
e entre le terme un et le terme un�1,et un segment diagonal (à angle �xé ave
 l'horizontale, vers le haut ou le bas), qui exprime la valeurde f(n). De plus, a�n d'obtenir une 
onvergen
e, on 
hoisit d'alterner les sens dans lesquels se fontles diagonales selon la parité de n. Comme f est dé
roissante, on obtient une série alternée. Ainsi, la
onvergen
e de la 
ourbe est assurée au moins horizontalement et verti
alement.Constru
tion de la 
ourbe. La 
onstru
tion part d'une suite (un) 2 [0; 1℄N, d'une fon
tion nomméefon
tion d'amortissement f réelle positive, dé
roissante et d'un angle � 2℄0;�=2[ (par simpli
ité, onpeut 
hoisir de �xer � = �=4). Partant de là, étant donné un nombre n de pas de 
al
uls, on dé�nitdeux 
onstantes normalisantes :f(0) = nXk=1(�1)kf(k) f = 1 + nXk=0 f(k)Ordonnons les n premiers termes de la suite (un), sous la forme fxp0 = 0; xp1 ; : : : xpng. Cettesuite est alors une suite 
roissante de [0; 1℄, et l'intervalle tout entier se dé
ompose en sous intervallesIk = [xpk ;xpk+1 ℄ pour k 2 J0;n� 1K. Dans le plan, la 
ourbe part du point (0; 0). Pour la 
onstruire,on applique alors les points suivants :1. Tra
er un segment partant du point 
ourant, horizontal, vers la droite de longueur f�jI0j.2. Y atta
her une diagonale formant un angle � ave
 l'horizontale, partant vers la gau
he, delongueur f(p1)= 
os(�), en dire
tion du haut lorsque p1 est pair, du bas dans le 
as 
ontraire.3. Re
ommen
er ave
 les n termes de la suite.Terminer le tra
é ave
 une diagonale (le dernier tra
é ayant été un segment horizontal), de longueurf(0)= 
os(�) vers le haut, en dire
tion de la gau
he. Les premiers pas de la 
onstru
tion ave
 la suitehn � �i sont montrés sur la �gure 1.1.Algorithme de tra
é. L'algorithme de 
onstru
tion de la 
ourbe est dé
rit dans [Har89b℄ et dansl'Alg. 1. Les arguments utilisés sont le nombre de pas n asso
ié à la 
ourbe, et l'angle � selon lequelles diagonales sont tra
ées (
orrespondant uniquement à un fa
teur homothétique). Sa 
omplexité esten O�n � log(n)�, du fait du tri des termes de la suite.7



1: Algorithme de tra
é (n; �)2: Initialise_Graphique()3: ln  Génération(n) {Génère les n premières valeurs de la suite (un; n)}4: ln  Sort(ln) {Ordonne les valeurs de ln = f(un; n)g selon un 
roissant}{Si ln[k℄ = (up; p), alors on note : ln[k℄!1 = up et ln[k℄!2 = p}5: x 0; y  0; Moveto(x,y) {Fixe le point 
ourant à l'origine}6: sum Sum(n) {Constante normalisante}7: Pour k = 0 à n� 1 faire8: t (ln[k℄!2) {Rang du k-ième terme ordonné}9: l  j(ln[k + 1℄!1)� (ln[k℄!1)j {Longueur du segment 
orrespondant}10: x x+ l � sum11: Lineto(x,y) {Dessin du segment horizontal}12: Si t � 0 mod 2 Alors13: x x� f(t); y  y + f(t) � tan � {Dessin du segment diagonal}14: Lineto(x,y) {Vers le haut}15: Sinon16: x x� f(t); y  y � f(t) � tan �17: Lineto(x,y) {Vers le bas}18: Fin Si19: Fin Pour20: x x� Sum_0(n); y  y � tan �� Sum_0(n);21: Lineto(x,y) {Retour en (1; 0)}Algorithme 1: Tra
é de la 
ourbe de Harrison
8



Fig. 1.1 � Constru
tion : les premiers pasSuite hn � �i aux rangs 7 et 105, � = 60, f(n) = 1=n
 , 
 = 1:3Quelques expli
ations. Le dernier point de la 
ourbe tombe sur l'axe horizontal du plan. Cedernier résultat est fa
ile à voir, lorsque l'on regarde le mouvement verti
al e�e
tué lors du tra
éde 
haque diagonale : lorsqu'une diagonale est tra
ée, si elle 
orrespond à un terme pair, elle ajouteun terme +f(2k), et dans le 
as 
ontraire, réalise un mouvement relatif �f(2k + 1), le tout à une
onstante multipli
ative près. Comme tous les termes de la suite apparaissent pour k 2 J1;n=2K aprèsréordonnement, on obtient exa
tement la hauteur de la dernière verti
ale, 
e qui explique l'intérêt dela 
onstante f(0).La deuxième 
onstante, elle, joue un r�le � horizontal �. En e�et, les diagonales se dirigent uni-formément vers la gau
he, d'une longueur f(k) pour k 2 J1;nK. Au �nal, elles retirent P f(k). Lessegments horizontaux, eux, rajoutentP f(k)+ 1 = f 
ha
un. Au �nal, le point d'arrivée de la 
ourbea pour abs
isse : I = n�1Xk=0 jIkjS = nXk=1 f(k) 9>>>>=>>>>; xStop = I � (1 + S)� S = I � S � (1� I)Il est 
lair que I < 1, la valeur de S étant elle a priori positive mais in
onnue. Si la suite possède 1
omme valeur d'adhéren
e, alors I ! 1 
e qui implique que si l'on augmente le nombre de pas de la
ourbe, le point d'arrivée tend vers (1; 0). Sinon, le point d'arrivée est ramené sur l'axe des abs
issesà gau
he de 
e point. 9



(1.2-a) (1.2-b)Fig. 1.2 � Tra
é de Harrison pour des suites hg(n)�i pour des valeurs de(a) g(n) = n3; � = �; 
 = 0:9 (b) g(n) = n � log(n); � = �; 
 = 0:7Aspe
t de la 
ourbe. La 
ourbe que l'on obtient ave
 
e type d'algorithme est une 
ourbepolygonale 
ontinue (
f. Fig 1.2). Les 
as les plus intéressants sont 
eux dans lesquels il y a 
onvergen
ede la 
onstru
tion vers une 
ourbe elle aussi 
ontinue. Cette 
ourbe limite, lorsqu'elle existe, est appeléepar Harrison le tra
é fra
tal de la suite (un). Cette notion sera expliquée plus tard.L'aspe
t graphique de la 
ourbe peut être modi�é à l'aide des paramètres de 
al
ul :(i) L'angle �, qui permet d'étirer la 
ourbe selon une homothétie verti
ale. L'aspe
t global de la
ourbe n'est au
unement modi�é, seule la lisibilité augmente.(ii) La fon
tion d'amortissement f est le fa
teur le plus important. Selon que sa dé
roissan
e est lenteou rapide, les diagonales des termes éloignés seront plus ou moins grandes. Au �nal, la 
ourbesera � tou�ue � si f dé
roît lentement, et � éma
iée � sinon. Des problèmes de 
onvergen
einterviennent lorsque f ne dé
roît pas assez rapidement.La plupart des exemples traités le sont dans le 
as parti
ulier des suites hn ��i, à l'aide de fon
tionsde dé
roissan
e du type f(n) = 1=n
 où 
 > 0. Parfois, seule la valeur de 
 est indiquée sur les 
ourbes.Les axes de la �gure sont tra
és en jaune, le segment [0; 1℄ en rouge. La �gure 1.2 dé
rit 
ertains 
aspour lesquels la suite n'est pas 
elle des mots sturmiens. La �gure 1.3 fournit des exemples des 
as �sturmiens � hn��i, ainsi que les développements en fra
tions 
ontinues des valeurs de � 
orrespondantes.Plusieurs points intéressants à remarquer : tout d'abord, la di�éren
e importantes entre les 
ourbesde la �gure 1.2 et la �gure 1.3, et la stru
ture qui apparaît dans les 
ourbes asso
iées aux suites hn ��i.Dans 
ette stru
ture, on peut re
onnaître parfois des formes qui se reproduisent à l'in�ni, qui laissentà penser que si l'on regarde les détails de plus en plus petits, de mêmes formes reviennent sur unemême 
ourbe.

10



(a) (b)

(
) (d)

(e) (f)Fig. 1.3 � Diverses 
ourbes de Harrison pour des valeurs de �
orrespondant aux développements en fra
tions 
ontinues suivants :(a) : [1,1,1,1,. . .℄ (b) : [1,2,1,2,. . .℄(
) : [1,3,1,3,. . .℄ (d) : [1,5,1,5,. . .℄(e) : [2,4,6,8,. . .℄ (f) : [2,4,8,16,. . .℄11



1.2 Le point de vue analytiqueIl est possible de dé
rire les 
ourbes de Harrison de manière exa
te, en paramétrisant son grapheà l'aide de fon
tions 
ontinues. Cette paramétrisation permet d'une part de prouver la 
ontinuité dela 
ourbe limite sous 
ertaines 
onditions, mais fournit aussi une représentation exa
te adaptée auxpreuves ultérieures. Paramétrisation. Notons Qn la 
ourbe-obje
tif et fx1; : : : xng

y z
k k

kUne fon
tion � adaptée

les valeurs prises par la suite (pour une suite ne prenant qu'unnombre �ni de valeurs, la 
ourbe ne se modi�e plus après lesavoir toutes visitées). Prenons � une fon
tion de [0; 1℄! [0; 1℄,
roissante, 
ontinue, surje
tive. Imposons en plus à la fon
tion� d'être telle que l'image ré
iproque d'un xi soit un intervalle�i = [yi; zi℄, et d'être bije
tive sur l'ensemble 
omplémentaireaux �i.A partir de 
ela, on peut dé�nir une fon
tion �n à valeursdans R2 , qui envoie le segment [0; 1℄ sur la 
ourbe Qn. Soit dla fon
tion dé�nie par :d(x) : ((�1)kf(k) ��� x�zkyk�zk ��� si x 2 �k0 sinonLa fon
tion d est une fon
tion non 
ontinue, prenant des va-leurs 
omprises entre �f(0) et f(0). Elle permet d'ajuster demanière 
ontinue les sauts de dis
ontinuité qui se produisent lorsque l'on ren
ontre l'un des xk dansle par
ours de [0; 1℄. Posons W = [0; �(x)℄ l'intervalle déjà par
ouru à l'instant x. Par dé�nition, lesdeux proje
tions de la fon
tion �n sont fournies par les équations :�1��n(x)� = fjW j � nXk=0�W �xk�f(k)� jd(x)j (1.1)�2��n(x)� = X2k+1�n�W �x2k+1�f(2k + 1)� X2k�n�W �x2k�f(2k)� d(x) (1.2)La fon
tion �W est la fon
tion 
ara
téristique de l'intervalle W . A 
haque xn ren
ontré, l'une dessommes � saute � d'une valeur f(k), saut immédiatement rattrapé par la fon
tion d. Cette représen-tation paramétrique est exa
te. La fon
tion obtenue part de [0; 1℄ et dé
rit la 
ourbe Qn de bout enbout, à l'ex
eption de la dernière diagonale.Quelques questions peuvent se poser, notamment lorsque les valeurs prises par la suite sont in�-nies. Dans 
e 
as parti
ulier, la fon
tion � est un es
alier de Cantor, 
onstruit à partir des valeursde la suite. La dé�nition de la fon
tion reste la même, en 
hangeant les termes de sommation ensommations in�nies. Ce
i ne pose pas de problèmes de dé�nition, au moins lorsque la sommeP f(n)est 
onvergente.Continuité. Grâ
e à 
ette reformulation exa
te de la 
ourbe, et une fois posée la fon
tion �, la
onvergen
e simple est maintenant assurée, quelle que soit la fon
tion d'amortissement, tant qu'elleest dé
roissante. Mais mieux, il est possible de prouver dans 
ertains 
as la 
ontinuité de la fon
tionlimite, grâ
e aux théorèmes de 
onvergen
e uniforme. :Théorème 1-1. [Har89
℄ Lorsque la sérieP f(n) est 
onvergente, la suite de fon
tions �n
onverge uniformément vers une fon
tion 
ontinue �.12



Preuve : Dé
omposons les termes de la somme pré
édente un à un. Le terme f(0) qui dépend den 
onverge for
ément 
omme série alternée asso
iée à une fon
tion réelle dé
roissante. Les termes desommation sont des produits de fon
tions bornées ave
 des 
oe�
ients f(k) d'une série 
onvergente.La fon
tion d, elle, 
onverge uniformément vers la fon
tion nulle lorsque n tend vers +1. Bref, il y a
onvergen
e uniforme de 
ha
un des termes selon le 
ritère de Cau
hy. �Ce 
as de 
ontinuité est le résultat le plus général que l'on puisse obtenir pour les 
ourbes de Har-rison. Néanmoins, la fon
tion d'amortissement joue un r�le important pour la lisibilité de la 
ourbe,
e qui rend les séries divergentes plus intéressantes. Dans le 
as parti
ulier d'Harrison, 
'est-à-direles suites hn � �i, du fait des propriétés de répartition de la suite très parti
ulières, on peut amélio-rer le théorème pré
édent de manière signi�
ative. Un nombre irrationnel � satisfait une 
onditiondiophantienne � lorsque : 9C; ������ pq ���� > Cq1+� pour tout irrationnel pqLa borne inférieure des valeurs de � est appelée le type diophantien de �. Le théorème de Harrisona�rme que l'on peut améliorer la 
onvergen
e selon 
e type diophantien :Théorème 1-2. [Har89b℄ Si � a un type diophantien Æ. Si 
 < 1� 1=(2Æ), alors pour toutefon
tion f(n) < 1=n
, la suite de fon
tions �n 
onverge uniformément vers une fon
tion
ontinue �.En fait, le type diophantien exprime la fa
ilité ave
 laquelle on peut approximer un nombre ave
des rationnels. Lorsque Æ est petit, 
e qui est la 
as des nombres algébriques irrationnels (Æ = 1),le nombre est mal approximé par les rationnels, et 
 peut être 
hoisi petit. Pour les nombres deLiouville (Æ ! 1), il est di�
ile de réduire la valeur de 
. Ce type de résultat utilise spé
i�quementles propriétés des rotations irrationnelles, en parti
ulier en 
e qui 
on
erne la répartition des termesdans [0; 1℄.1.3 Propriétés intrinsèquesL'intérêt de la représentation graphique de Harrison 
onsiste à présenter de manière graphiquele développement en fra
tions 
ontinues d'un nombre � . Celui-
i est dé�ni par la suite [a0; a1; : : : ℄suivante : (�0 = ��n+1 = 1h�ni (a0 = b�
an = b�n
 For
ément ak � 1 si k � 1:Lien ave
 le développement en fra
tions 
ontinues. Pour les suites (un) = hn�i, le graphe asso
iéfournit des renseignements sur le développement en fra
tions 
ontinues de � . Si Q est la 
ourbe fra
talegénérée par la suite (un), Harrison l'appelle une fra
tale 
ontinue, dans la mesure où à partir de 
ette
ourbe il est possible de déterminer entièrement le développement en fra
tions 
ontinues asso
ié.Supposons que � ait un développement 
ommençant par [a1; a2; : : : ; ap; : : : ℄. Considérons dansles premiers termes de la suite hn�i 
eux inférieurs à 1. Il y en a exa
tement a1, le suivant étantstri
tement supérieur à 1. Don
 le suivant, après réordonnement des termes de la suite, se retrouveraavant la valeur � (qui 
orrespond à la plus grande diagonale). Au �nal, si l'on 
ompte la série degrandes diagonales dé
roissantes, en ex
luant la diagonale �nale, on obtient a1 (
f. Fig. 1.4).24 � 2� � � � a1�" " " "(a1 + 1)� (a1 + 2)� � � � 2 � a1� 3513



Fig. 1.4 � Premiers éléments du développementReprésentation de la suite hn ��i pour laquelle � = �, 
 = 0:9. Le développement en fra
tion
ontinue de � est [7; 15; 1; 292; 1; 1; 1; 2; 1; 3; : : : ℄. Les diagonales sont ordonnées dans le sensde dessin de la 
ourbe. Dans le petit en
art apparaissent les diagonales de deuxième niveau.Considérons la partition de [0; 1℄ faite par 
es a1 premiers termes. Les termes suivants du dévelop-pement vont don
 se pla
er a1 par a1 dans la liste ordonnée des éléments de la suite, 
ha
un dans une
ase de 
ette partition. Il est à noter que dans 
es intervalles, les ai s'inter
alent en dé
roissant. Ladistan
e entre deux termes distin
ts dans 
e sous-intervalle de longueur au moins l1 = � 
orrespond àla valeur 1�a1� . Elle ne peut se faire qu'un nombre de fois limité, avant que les points ne s'inter
alentdans l'intervalle pré
édent. Et 
ette valeur vaut :� �1� a1� � = � 11� � a1� = a2C'est exa
tement le se
ond terme du développement en fra
tion 
ontinue. Don
, sur 
haque in-tervalle de 
ette partition, vont se pla
er a2 termes de la suite (en se restreignant aux a1a2 premierstermes). Ces termes 
orrespondent à des diagonales sur la �gure, diagonales de longueurs dé
rois-santes, qui apparaissent aux bords des � longues � diagonales de la première étape. La dé
omposition14



ainsi obtenue 
ontient a1a2 segments de longueur au moins l2 = 1�a1� . La distan
e entre deux termesdistin
ts devient alors � � a2(1� a1�). Le raisonnement passe à la ré
urren
e.Pour le nombre � = �, la �gure 1.4 
ompte les diagonales pour les deux premiers termes dudéveloppement. Pour les nombres dont le développement est périodique, on peut envisager l'auto-similarité de la 
ourbe, la �gure pouvant s'envoyer sur une partie d'elle-même.

Fig. 1.5 � L'auto-similarité asymptotiqueReprésentation de la suite hn � �i pour laquelle � = p5�12 , 
 = 0:9. Le développement enfra
tion 
ontinue de � est [7; 15; 1; 292; 1; 1; 1; 2; 1; 3; : : : ℄. Les en
arts présentent di�érentsniveaux de détail de la �gure qui, à une similitude près, sont à distan
e de Hausdor� pro
he.Auto-similarité. L'un des points les plus intéressants des 
ourbes de Harrison est le 
ara
tèreauto-similaire que peut prendre la 
ourbe, 
e qui lui donne 
et aspe
t fra
tal. Une 
ourbe Q � R2 estdite auto-similaire lorsque elle véri�e :1. 8� > 0, on peut re
ouvrir Q par des ar
s fermés de diamètre inférieur à �.2. Cha
un de 
es ar
s s'envoie par une transformation a�ne sur Q.15



En réalité, la 
ourbe Q n'est pas exa
tement auto-similaire, mais plut�t asymptotiquement auto-similaire, 
'est-à-dire qu'il existe une partie S � R2 telle que :1. 8� > 0, on peut re
ouvrir Q par des ar
s fermés de diamètre inférieur à �.2. Cha
un de 
es ar
s Qi s'envoie par une transformation a�ne sur un autre ar
 Si, la réuniondes Si 
onvergeant lorsque � ! 0 vers l'ar
 S, 
onvergen
e mesurée à l'aide de la métrique deHausdor�.Con
rètement, la �gure Q n'est pas auto-similaire, mais si on la dé
oupe �nement, les mor
eaux dela partition �ressemblent� de plus en plus à une autre 
ourbe S. Si l'on ne s'intéresse aux mor
eauxde la 
ourbe qu'à partir d'un 
ertain niveau de détail, l'auto-similarité est de plus en plus �agrante,dans la mesure où il y a 
onvergen
e au sens de Hausdor�.Les 
ourbes de Harrison 
ontiennent toutes un ensemble de Cantor, 
onstitué par la fermeture del'ensemble des extrémités des diagonales. Le théorème suivant est dû à Harrison [Har89
, Har89a℄ etmontre que 
et ensemble est bien un tra
é fra
tal :Théorème 1-3. [Har89b℄ L'ensemble de Cantor � de la fra
tale 
ontinue Q générée parla suite hn�i ave
 pour fon
tion amortissante f(n) = 1=n
, est asymptotiquement auto-similaire, lorsque � est un irrationnel quadratique.Esquisse de preuve : Harrison 
ommen
e par dé
ouper l'ensemble [0; 1℄ en sous ensembles adéquats
orrespondants exa
tement aux termes de la suite hn � �i. Elle démontre ensuite qu'en appliquant labonne similitude, les parties de la 
ourbe asso
iée sont 
onvergentes vers une 
ourbe limite, selon le
ritère de Cau
hy, 
e qui 
on
lut la démonstration. �1.4 Retour sur les mots sturmiensLiens ave
 les fra
tions 
ontinues. Le mot sturmien 
� , reliés à la suite 
ara
téristique hn�i,est intimement lié au développement en fra
tion 
ontinue du nombre � . Notons [0; a1; : : : ; an; : : : ℄le développement en fra
tion 
ontinue du nombre � , et pnqn = [0; a1; : : : ; an℄. Rappelons que les aksont né
essairement non nuls. Alors il est possible de générer le mot sturmien 
� à l'aide de 
edéveloppement de la manière suivante :Théorème 1-4. Dé�nissons la suite de mots (Xn) par la ré
urren
e suivante :� X0 = 0a0X1 = 0aa1�1b0 8n � 1; Xn+1 = Xan+1n Xn�1alors Xn représente les qn premières lettres du mot 
� .Corollaire. Si l'on prend Xn les qn premières lettres du mot sturmien, alors 
e mot
ontient pn fois la lettre 'a'.L'ensemble de 
es résultats sont 
ités dans [Ber95℄ et prouvés dans [Bro93℄. Le mot sturmien 
� peutêtre généré à l'aide d'appli
ations sur les mots dépendant du développement en fra
tion 
ontinue. Enparti
ulier, lorsque le développement est périodique, le mot sturmien est point �xe d'une appli
ationde L?. Remarquons que 
ette appli
ation n'est pas un morphisme, dans la mesure où tous les motssturmiens ne sont pas points �xes de morphismes sur les mots.Exemple : Pour le mot de Fibona

i, où � = 1+p52 , le développement en fra
tion 
ontinue est[1; 1; 1; : : : ℄. Le mot ainsi généré est le suivant, après avoir interverti les 'a' et les 'b' :8<: X0 = 0b0 X3 = 0aba0X1 = 0a0 X4 = 0abaab0 X6 = 0abaababaabaab0X2 = 0ab0 X5 = 0abaababa0 X7 = 0abaababaabaababaababa016



L'appli
ation asso
iée 
onsiste à re
opier le mot pré
édent, et à lui adjoindre le pénultième. Elle estdi�érente du morphisme qui génère le mot, par les appli
ations 0a0 ! 0ab0 et 0b0 ! 0a0. L'une desappli
ations est lo
ale, l'autre non.Intérêt d'une représentation graphique. Pourquoi tenter de représenter graphiquement les motssturmiens ? La prin
ipale motivation 
onsiste à souligner que d'une représentation graphique donnée,il est possible d'extraire une information par rapport à la suite étudiée. Les représentations usuelles dessuites réelles ne sont pas adéquates à 
e type d'étude, pas plus que les représentations des mots stur-miens. À partir de la représentation de Harrison, qui est spé
i�que, il est possible de déterminer deuxparti
ularités des mots sturmiens de manière � visuelle � : les premiers 
oe�
ients du développement,ainsi que son 
ara
tère périodique.

17



Chapitre 2
La représentation de Mendès-Fran
e

La représentation graphique pré
édente est parti
ulièrement adaptée à l'étude des suites 
a-ra
téristiques hn�i, mais l'on ne dispose pas d'outils adaptés à l'étude d'autres types de suites.Par exemple, dans le même ordre d'idée, que peut-on tirer de l'étude de suites de la forme hn2�i ?Remarquons tout d'abord que 
es suites ne se ramènent pas immédiatement à un système dynamique,dans la mesure où le terme 
ourant ne dépend pas uniquement du terme pré
édent, mais aussi durang de la suite. Les propriétés de répartition de 
ette suite sont néanmoins 
onnues :Théorème 2-1. (Théorème de répartition de Van der Corput)Les suites de la forme un = hP (n) � �i, où P est un polyn�me de Z[X℄, 
'est-à-dire à
oe�
ients entiers, et � un paramètre irrationnel, sont uniformément réparties modulo 1.En parti
ulier, elles sont denses dans [0; 1℄.Si l'on asso
ie, 
omme pour les mots sturmiens, une partie
Cas de la suite hn2p2i

du 
er
le S1 à la lettre 'a' et une autre partie à la lettre 'b', lespropriétés de répartition du mot 
onstruit, et de ses fa
teurs,dépendront de 
ette partition, 
omme 
'est le 
as pour les motssturmiens.Comment pousser l'étude de tels mots ? S'il est possible dereprésenter les mots sturmiens de manière graphique et d'enretirer des propriétés, est-il possible d'appliquer une méthodegraphique a�n d'étudier le 
omportement d'une telle suite ? Laméthode de Harrison ne dégage pas de propriétés graphiquesévidentes, 
omme le montre la �gure 
i-
ontre. Il est alors né-
essaire de re
her
her un autre type de représentation.Dans [DMF81℄, M. Mendès-Fran
e propose une manière di�érente d'aborder le problème de lareprésentation graphique d'une suite réelle. Son étude s'intéresse à la dimension des 
ourbes dansle plan, en parti
ulier dans le 
as de suites uniformément réparties modulo 1, et relie 
e 
on
ept à 
eluid'entropie [MF81, MvdP89℄. Ces notions permettent d'évaluer le degré de � désordre � apparaissantdans une 
ourbe tra
ée dans le plan. A�n de 
omprendre 
ette 
onstru
tion, nous avons e�e
tué untravail de rele
ture des arti
les [BG88, MF81, DMF81, MvdP89℄, et une expli
itation des preuves de[BG88℄ pour les théorèmes.Par la suite, nous allons étudier 
ette représentation graphique, tout en l'appliquant à la suitehn2�i, et examiner le 
omportement de la 
onstru
tion obtenue. Des théorèmes de renormalisationpermettent de réduire l'étude de la 
ourbe. Connaissant 
e 
omportement, il 
onviendra alors d'étudierla 
omplexité des mots engendrés par une telle suite, et de 
omparer les résultats obtenus.18
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2.1 Représentation graphiqueConstru
tion de la 
ourbe. Partant d'uns suite (un) 2 [0; 1℄N, Mendès-Fran
e propose de
onstruire une 
ourbe au fur et à mesure de l'apparition des valeurs de la suite. Son 
hemin serait 
eluitra
é par un mar
heur partant de l'origine, e�e
tuant à intervalles réguliers des pas de longueur un,dont la dire
tion serait fournie par la suite. Les 
oordonnées du mar
heur à l'instant N sont donnéespar SN : (un) 2 [0; 1℄N �! SN = NXn=0 e2i�un La suite hn�iSi l'on applique 
e type de représentation aux mots sturmiens, 
'est-à-direaux suites hn�i, 
omme l'on peut le voir sur la �gure 
i-
ontre, on obtient une
ourbe polygonale qui semble re
ouvrir un anneau. En fait, pour 
ette suite,la 
ourbe ainsi tra
ée est 
onnue de manière exa
te, et tous les sommets dessegments se situent sur un 
er
le de diamètre 1= sin(��).Algorithme de tra
é. L'algorithme de tra
é est extrêmement simple (
f. Alg. 2), en O(n).Notons toutefois qu'il génère for
ément des erreurs de 
al
ul, dans la mesure où l'on ne 
onnaît pasde représentation expli
ite de la 
ourbe. Et 
omme les valeurs importantes du nombre de pas sont lesplus intéressantes, il est né
essaire de posséder des bibliothèques de 
al
ul sur les grands nombres.1: Algorithme de tra
é (n)2: ln  Génération(n) {Génère les n premières valeurs de la suite (un)}3: x 0; y  0; {Pointeurs de position}4: Moveto(x,y) ;5: Pour k = 1 à n faire6: x x+ 
os(2� � l[k℄);7: y  y + sin(2� � l[k℄);8: Lineto(x,y) ; {Tra
é du segment}9: Fin Pour Algorithme 2: Tra
é de la 
ourbe de Mendès-Fran
eExemples de 
ourbes. Deux exemples de 
ourbes sont donnés sur la �gure 2.2 page 21. Remar-quons que lorsque la suite a un mouvement plus rapide (sur le 
er
le S1), des phénomènes tels que desspirales apparaissent. Ce phénomène s'a

entue au fur et à mesure que la vitesse de la suite augmente.Lorsque le degré devient trop grand (
as 2.2(b)), les spirales disparaissent dans le mouvement, et la�gure apparaît 
haotique. Le phénomène le plus intéressant 
e produit lorsque la suite est h�n2i, pourlequel les spirales sont les plus visibles (
f. �gure 2.1 page 19). Apparemment, la � 
omplexité � de la
ourbe augmente ave
 la vitesse de variation de la suite.Par la suite, nous nous restreindrons à l'étude des suites un = h�n2i, où � est un paramètre réeldonné. Pour des raisons de simpli
ité, on pose :SL(�) = LXk=0 ei��k2 SL est une somme de Gauss généralisée20
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2.2(a) 2.2(b)Fig. 2.2 � Exemple de tra
é de 
ourbe de Mendès-Fran
e � Cas parti
uliers(a) un = � �n log(n) (b) un = � �n32.2 Une première appro
heUne façon immédiate d'interpréter la somme SL, 
'est 
omme une somme de Riemann. En e�et,si � est su�samment petit, alors sur les premières valeurs de L, 
omprises entre 0 et b1=p�
, SL estapproximée par une intégrale de Fresnel dont les proje
tions sont dessinées 
i-dessous �gure 2.3.
–1.8

–1.6

–1.4

–1.2

–1

–0.8

–0.6

–0.4

–0.2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

–18 –16 –14 –12 –10 –8 –6 –4 –2 2 4 6 8 10 12 14 16 18
x

–1.6

–1.4

–1.2

–1

–0.8

–0.6

–0.4

–0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

–18 –16 –14 –12 –10 –8 –6 –4 –2 2 4 6 8 10 12 14 16 18
x

–1.6

–1.4

–1.2

–1

–0.8

–0.6

–0.4

–0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

–1.8 –1.6 –1.4 –1.2 –1 –0.8 –0.6 –0.4 –0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

Fig. 2.3 � Intégrales de Fresnel et Spirale de CornuLes deux 
ourbes de gau
he 
orrespondent respe
tivement à l'abs
isse et àl'ordonnée de la spirale de Cornu. La spirale de Cornu est dessinée à droite.La spirale obtenue est appelés spirale de Cornu [Dav93℄ et 
orrespond aux équations suivantes :( x(t) = R t0 
os(��u2) duy(t) = R t0 sin(��u2) du21



Ces intégrales sont 
onvergentes, don
 la spirale en question est bornée, et pour les valeurs de L
orrespondantes, la distan
e entre la spirale de Cornu et la 
ourbe SL est bornée. Pour des valeursde � faibles, 
ette approximation est parti
ulièrement bonne. Néanmoins, elle ne permet d'expliquerle mouvement que d'une partie restreinte de la 
ourbe, et toute étude asymptotique reste hors dequestion. Il est don
 né
essaire de réaliser une étude plus �ne.2.3 Prin
ipe de renormalisationUne méthode adéquate pour l'étude de telles sommes a été mise en valeur par Berry et Goldberg[BG88℄ a�n de modéliser des phénomènes physiques tels que l'évolution de spins de parti
ules dansl'hypothèse semi-
lassique et des problèmes de di�ra
tion de lumière sur un dispositif de Young. Cetteméthode qui date du début du siè
le, permet, à une approximation près de réduire l'étude d'unesomme de Gauss à l'étude d'une autre somme, réputée plus simple :Théorème 2-2. [BG88℄ (Prin
ipe de renormalisation)Pour des valeurs de L et de � 6= 0 quel
onques, la 
ourbe SL(�) peut s'envoyer par similitudesur la 
ourbe SbL�
(�1=�), 
e
i à une approximation près qui est indépendante de L.La te
hnique de renormalisation de la série se passe en trois étapes : approximation de la sommepar une série d'intégrales, puis utilisation de la méthode de la phase stationnaire, et en�n utilisationdes symétries de SL(�). Les deux résultats suivants sont 
onsidérés 
omme admis :� Formule de Poisson :Soit f une fon
tion 
ontinue sur R, intégrable et f̂ sa transformée de Fourier.Comme f̂(u) = ZR f(x)e�2i�ux dx alors Xn2Zf(n) =Xn2Zf̂(n)� Méthode de la phase stationnaire :Soit à étudier une intégrale I(t) = R eit'(x)a(x)dx où a et ' sont des fon
tions C1. On suppose qu'ilexiste un unique point x0 où '0(x0) = 0 s'annule et '00(x0) 6= 0. Alors le 
omportement asymptotiquede I est donné par la formule :I(t) �t!1r2�t eit'(x0)pj'00(x0)jei ��4 � a(x0) + o(t� 32 ) où � = signe('00(x0))Approximation par une série. L'approximation à l'aide des sommes de Riemann n'est pas su�-sante, dans la mesure où l'intégrale 
orrespondante est bornée. Une idée plus ra�née 
onsiste à utiliserla formule de sommation de Poisson sur une fon
tion parti
ulière, et don
 de rempla
er SL(�) par unesérie d'intégrales.Considérons la fon
tion fL;� 2 L1 suivante :fL;� (x) = 1[0;L℄(x) � ei��x2 = (ei��x2 si x 2 [0;L℄0 sinonAppliquons la formule de Poisson à 
ette fon
tion. Un des membres 
orrespond exa
tement à lasomme re
her
hée, et l'autre fournit une série d'intégrales 
orrespondant aux fon
tions fL;� , dont onpeut réduire les intégrales sur un intervalle �ni, 
'est-à-dire :SL(�) =Xn2ZfL;� (n) =Xn2ZdfL;�(n) = +1Xn=�1Z L0 ei�(�x2�2nx) dx (2.1)22



La formule ainsi obtenue est exa
te, 
e qui a son importan
e 
omme on pourra le voir plus tard.Méthode de la phase stationnaire. Le type d'intégrales obtenu 
orrespond exa
tement à 
e typede méthode. Par rapport à des propriétés intrinsèques, deux type d'approximations sont a

eptables :1. ignorer les intégrales n'ayant pas de points stationnairesSi l'on dénote (In) la série d'intégrales dans l'équation (2.1), le point stationnaire 
orrespondantà In est xn = n� . Dans la mesure où x 2 [0;L℄, les intégrales restantes sont les (In) pour n variantentre 0 et bL�
.2. étendre les valeurs de l'intégrale aux bornes in�niesL'approximation réalisée dans le développement asymptotique suppose que la valeur prin
ipalede l'intégrale réside autour du point stationnaire. Le rajout de bornes in�nies est asymptotique-ment négligeable.D'où le résultat après approximation :SL(�) � bL�
Xn=1 Z +1�1 ei�(�x2�2nx) dxSL(�) � bL�
Xn=1 ei sgn(�)�4pj� j e�i� n2� 8><>: 'n(x) = ���x2 � 2nx�'n(xn) = ��n2�'00n(xn) = 2��D'où l'équation de renormalisation : SL(�) = ei sgn(�)�4pj� j SbL�
��1� � (2.2)Transformation de SL. Il ne reste plus qu'à appliquer les équations de symétrie de SL pourles valeurs de � 
onsidérées. La somme SL(�) est ainsi approximée par une autre somme SL(� 0), latransformation e�e
tuée sur � 
orrespondant à un système dynamique rappelant les développementsen fra
tions 
ontinues. � SL(� + 2) = SL(�)SL(��) = SL(�)La première équation dé
rit la périodi
ité de la série, la deuxième équation 
orrespond à la symétrie parrapport à l'axe des abs
isses réalisée par la 
onjugaison 
omplexe. Par 
es équations, on peut toujoursse ramener au 
as où � 2 [0; 1℄. L'équation de renormalisation (2.2) se ramène alors à 
onsidérer deux
as distin
ts :� b1=�
 est pair : il su�t d'e�e
tuer une symétrie par rapport à l'axe des abs
isses et :SL(�) = ei sgn(�)�4pj� j SbL�
�1�mod 1�La similitude réalisée est la 
omposée d'une ré�exion par rapport à l'axe horizontal et d'unerotation d'angle �=4, 
'est-à-dire une ré�exion par rapport à la droite passant par l'originefaisant un angle de �=8 ave
 l'horizontale. Elle est évidemment 
omposée ave
 une homothétie.� b1=�
 est impair : en utilisant la périodi
ité, on se ramène au 
as positif ave
 :SL(�) = ei sgn(�)�4pj� j SbL�
�1� 1�mod 1�Dans 
e 
as, la similitude est simplement une rotation d'angle �=4 
omposée ave
 une homothétiede rapport 1=p� . 23
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Fig. 2.5 � Courbes auto-similaires� = p325� 18 pour (a) L = 25000 (b) L = 3000002.4 Appli
ation aux 
ourbes SLÉtude du système dynamique. Le système dynamique sur � est don
 le suivant :
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xFig. 2.4 � Renormalisation des spirales

� : � �! 8><>: 1� mod 1 si b 1� 
est pair1� 1� mod 1 sinonCe système dynamique n'est pas sans évoquer le systèmedynamique 
orrespondant aux développements en fra
tions
ontinues, dont on peut retirer 
ertaines propriétés simi-laires. Le graphe de la fon
tion est tra
é 
i-
ontre �gure 2.4.Le système dynamique possède une in�nité de points�xes, pairs ou impairs, dé
rits par les équations :�1k =pk(k + 2)� k (impair)�2k = pk2 + 1� k (pair)Si � est l'un de 
es points �xes, alors la renormalisation envoie la 
ourbe sur elle-même, 
e qui larend asymptotiquement auto-similaire, 
'est-à-dire qu'il existe une transformation a�ne qui envoie la
ourbe à distan
e pro
he d'une partie d'elle-même. Un exemple de 
e type d'auto-similarité apparaît
i-dessus �gure 2.5. En e�et, la 
ourbe (b), à laquelle on applique une symétrie par rapport à la droited'angle �=8, se renvoie sur la 
ourbe (a).E�et d'une renormalisation sur la 
ourbe. Globalement, la 
ourbe SL(�) et sa renormaliséeSL(�(�))) sont situées à distan
e bornée l'une de l'autre, indépendante de L. Elles ont même 
ompor-tement asymptotique. Notons qu'il n'est né
essaire de sommer SL(�(�)) que sur un intervalle J0;L�K,
e qui a

élère d'autant les 
al
uls et permet de véri�er les erreurs d'arrondi 
ommises par l'algorithme.Mais mieux que 
ela, la renormalisation permet d'examiner le 
omportement global d'une 
ourbeà l'aide du 
omportement lo
al d'une autre 
ourbe du même type. En e�et, les itérations su

essivesde 
e pro
édé permettent, dans les 
as non rationnels, de relier SL(�) à S0L(� 0) ave
 L0 aussi petit quené
essaire. En parti
ulier, lorsque � est un nombre rationnel, les itérations 
onvergent vers 0 (ou un24



nombre entier). Selon le 
as, la 
ourbe peut être bornée, ou simplement une droite. Le 
omportementasymptotique de telles 
ourbes est ainsi parfaitement 
onnu dans le 
as rationnel et 
orrespond auxsommes de Gauss [MvdP89℄.Visuellement, les deux 
ourbes suivent le même 
hemin, mais les spirales qui les par
ourent ne sontpas les mêmes. Dans la �gure 2.6 
i-dessous, on peut examiner le 
as de le renormalisation pour unnombre trans
endant � et un nombre rationnel. Constatons que dans le 
as rationnel, le mouvementgénéral de la 
ourbe est bien périodique, dirigé selon une droite.
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Fig. 2.6 � E�ets des renormalisations(a) � = 371000 (b) � = � et L � 10000La 
ourbe de droite 
orrespond à l'appli
ation d'une renormalisation sur la 
ourbede gau
he. Les rotations, ré�exions et homothéties né
essaires ont été appliquées defaçon à 
e que les 
ourbes re
ouvrent le même espa
e.2.5 Appro
he lo
aleL'équation 2.1 page 22 fournit une dé
omposition de notre somme en une série d'intégrales. Mieux,elle permet de dé
rire la somme SL 
omme une fon
tion dépendant 
ontinûment de la variable L etainsi de prolonger la 
ourbe de Mendès-Fran
e. Étudions la fon
tion :'n(L) : L! Z L0 ei�(�x2�2nx) dxRemarquons que 'n(L) = Z L0 ei��(x�n� )2 dx � e�i� n2� = Z L�n��n� ei��x2 dx � e�i�n2�25



Cette fon
tion 
orrespond don
 à un mor
eau d'intégrale de Cornu, positionné dans une 
ertainedire
tion. Le �mouvement� prin
ipal d'une telle intégrale se situe au niveau de son 
entre, 
'est-à-direi
i lorsque �L � n, qui 
orrespondent aux points de phase stationnaire. Cela signi�e qu'à un instantL �xé, la partie prin
ipale de la somme SL 
orrespond à une somme �nie de mor
eaux de spirales deCornu.En fait, le prin
ipe de la phase stationnaire nous assure que 
haque intégrale in�ue autour de lavaleur 
ritique L � n=� . Don
, la suite des (n=�) 
onstitue une liste des endroits où les intégralesin�uent le plus. Pro
he de 
ha
un de 
es points, on se retrouve au 
entre d'une des intégrales, don
 surla phase où la vitesse est la plus grande. Ces points 
orrespondent don
 a priori aux points d'in�exiondes spirales.Au �nal, deux résultats :� Lo
alement SL se 
omporte 
omme une somme �nie de spirales de Cornu.Globalement SL(�) se 
omporte 
omme une 
ourbe SL(�(�)) lo
ale.La règle de mouvement lo
ale est valable pour d'autres suites du type h� �ndi, néanmoins pour 
essuites la dé
omposition n'est plus aussi simple, la méthode de la phase stationnaire étant plus 
omplexe(
haque fon
tion possède plusieurs points 
ritiques, et leur répartition n'est pas aussi simple). Enpratique, il est di�
ile de distinguer les spirales les unes des autres, 
omme en témoigne la �gure 2.7.
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Fig. 2.7 � Le 
rabe (� = 0:0004; L = 10000, degré trois)De plus, pour de telles suites, le méthode de renormalisation ne fon
tionne plus, 
e qui rend l'étudeplus 
omplexe. Les sommes de Gauss dans le 
as rationnel pour des degrés plus 
omplexes sont assezpeu 
onnues, et pas étudiées dans le 
as général. 26



Chapitre 3
Génération de mots

Les suites h� � n2i présentent don
 des aspe
ts intéressants d'un point de vue numérique. Intuiti-vement, la vitesse de rotation sur le 
er
le S1 augmente au fur et à mesure que le temps passe.Si l'on augmente le degré, on augmente l'a

élération de la suite. L'idée qui apparaît d'un point devue graphique est que la 
omplexité de la suite augmente. Comment quanti�er 
e type d'information ?Est-il possible d'obtenir des résultats quant à 
ette 
omplexité ?Pour pouvoir répondre à 
es questions, il nous faut déjà savoir 
omment dé�nir un mot u� etl'asso
ier à 
ette suite de la � bonne façon �, façon que l'on déterminera en premier lieu. Pour
ela, on s'inspirera de l'étude des mots sturmiens et de leur appro
he en tant que système dynamique.Cette appro
he nous permet d'obtenir des propriétés de 
onjugaison entre les suites réelles et les motsin�nis, et ainsi les résultats sur le premier système dynamique in�uent sur le se
ond.Ensuite, il s'agira d'appliquer les résultats de l'étude de [AM96℄, qui nous indique une façon de
al
uler la 
omplexité de 
ertains types de mots. L'intérêt global 
onsiste à déterminer des bornespour 
ette 
omplexité, indépendantes de la 
onstante � . Nous prouvons dans 
ette partie que 
etteborne est polynomiale en adaptant la preuve de façon à servir nos besoins.En�n, il s'agira d'évaluer l'intérêt de la formule de renormalisation pour 
es nouveaux types demots. Cette formule était en e�et approprie pour l'étude des 
ourbes pré
édentes, l'est-elle en
orepour 
elle des mots qui lui sont asso
iés ? 27



3.1 Appro
he dynamiqueDé�nition des mots. Considérons toujours le 
er
le S1 dé
oupé en deux parties, 
omme pourles mots sturmiens. L'idée générale 
onsiste à asso
ier une lettre à l'une des parties, et une autrelettres à la deuxième. On se limite par la suite à des alphabets à deux lettres L = f0a0; 0b0g. La suiteun = h� � n2i n'a pas de 
omportement évident, d'où l'intérêt de la transformer a�n de fa
iliter sonétude.Par la suite, on se donne une proportion �xée � 2 [0; 1℄, et l'on asso
ie à la suite un le mot in�niu� dé�ni par la suite de la manière suivante :(u� [n℄ = 0a0 lorsque �n2 2 [0; �℄u� [n℄ = 0b0 sinonLa valeur de � est une proportion. Vu que la suite est uniformément répartie modulo 1, � 
onsiste enla proportion limite de lettres 0a0 sur les n premières lettres du mot u� , lorsque n ! 1. Re
her
heune valeur adéquate de � est une des questions à laquelle il faudra répondre plus tard. Pour l'instant,on 
hoisit � = 1=2 pour les exemples.Transformation en système dynamique. A�n de mieux pouvoir travailler sur la suite un, l'idéede [AM96℄ 
onsiste à transformer notre système en un système dynamique. Pour 
ela, le prin
ipe
onsiste à augmenter la dimension dans laquelle on travaille. En e�et, le degré n2 ne peut être à luitout seul dé�ni 
omme par un système dynamique. On va don
 s'aider d'une deuxième dimension :(n+ 1)2 = n2+ 2n +1"2(n+ 1) = (2n) + 2L'idée 
onsiste à garder la valeur de n 
omme valeur lo
ale. Cette valeur augmente ave
 la deuxièmeligne, don
 telle un système dynamique. Puis, 
onnaissant 
ette valeur, il est possible de s'en aiderpour 
al
uler la valeur de un+1 à partir de la valeur de un. L'appli
ation que nous allons utiliser estdon
 la suivante :� x ! x+ y + 1y ! y + 2 dont l'itération mène à � x ! x+ ky + k2y ! y + 2kPlaçons nous dans un espa
e à deux dimensions, R2 par exemple, et dé�nissons l'appli
ation a�nesuivante (la troisième 
oordonnée 
orrespond à la valeur � qui reste 
onstante) :� = 24 1 1 10 1 20 0 1 35 24 xy� 35 �! � � 24 xy� 35En appliquant la matri
e � à une valeur initiale spé
iale dépendant de � , on obtient exa
tementla suite un 
omme proje
tion de la première 
oordonnée. Reste don
 à plonger 
ette appli
ation dansle tore S1� S1, a�n d'obtenir un système dynamique adéquat.Prin
ipe de 
onjugaison. Pourquoi 
ette manière est-elle une � bonne � manière de faire ? Si l'onreprésente les mots de telle façon, alors le système dynamique (S1� S1;�) est 
onjugué au systèmedynamique (L!; �) où � représente l'opération de shift à gau
he, 
'est-à-dire que si Code représente le
odage 
i-dessus, alors : 28



S1� S1 ��! S1� S1# #L! ��! L! � Æ Code�X0� = Code Æ��X0�Les deux opérations 
ommutent, 
e qui rend les systèmes dynamiques 
onjugués. Les points pério-diques de (S1� S1;�) s'envoient sur des points périodiques de (L!; �), les points �xes s'envoient euxaussi par 
odage . . . Le seul point noir vient du fait que le 
odage n'est pas for
ément une bije
tion.Il est 
lairement inje
tif, mais la surje
tivité risque d'être di�
ile à prouver, les mots obtenus véri�antdes propriétés de répartition modulo 1 dépendant de �.Orbites du système. Selon un théorème dû à Furstenberg, lorsque � est irrationnel, le systèmepré
édent est ergodique. En parti
ulier, les orbites sont denses dans S1�S1. C'est-à-dire que partantd'un point initial quel
onque, les éléments �n(x) re
ouvrent le 
arré tout entier, et en parti
uliertombent dans tout ouvert à partir d'un 
ertain rang. Cette propriété est impérative a�n d'appliquerla méthode d'Arnoux et Mauduit.3.2 Majoration de la 
omplexitéDé
oupage de S1� S1. Considérons l'appli
ation � dé�nie dans le paragraphe pré
édent. Elleest a�ne et bije
tive. La représenter est possible à l'aide d'un graphe en 
ouleurs, 
omme 
elui de la�gure 3.1. Sur 
ette �gure, � envoie une droite de 
ouleur donnée du tore de gau
he sur une droitede la même 
ouleur dans le tore de droite. Constatons que le système dynamique � 
onserve les aires,dans la mesure où la matri
e de � est de déterminant 1.
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0.2 0.4 0.6 0.8 1Fig. 3.1 � Appli
ation du système dynamique �Comme � est une appli
ation a�ne bije
tive, son inverse ��1 est 
ontinue. Supposons que l'ondé
oupe l'espa
e de travail en deux parties, qui 
orrespondent exa
tement à la lettre 'a' et à la lettre'b'. Selon la dé�nition de la se
tion pré
édente, 
es parties sont expli
itement :� Pa : [0; �℄� [0; 1℄ �! 'a'Pb : [�; 1℄� [0; 1℄ �! 'b'Posons X� le ve
teur dé�ni 
i-dessous :X� = 24 �0� 35 �n(X� ) = 24 (n+ 1)2�2n�� 35 = Xn29



La n-ième lettre du mot u� est un x si et seulement si �n(X� ) 2 Px. Supposons que l'on 
ontinuele raisonnement pour essayer d'obtenir des fa
teurs plus longs de u� . Pour 
ela, on 
onsidère lesparties ��1(Px). Alors la n + 1-ième lettre de u� est un x si et seulement si �n+1(X� ) 2 Px, 
e quiest équivalent par bije
tion à 
e que �n(X� ) 2 ��1(Px). Si l'on s'aide des interse
tions, il est alorspossible de déterminer pour un fa
teur v la partie du tore 
orrespondante Pv :Pv = Pa1 \��1(Pa2 ) \ � � � \ ��n(Pap) où v = a1a2 : : : anLorsque �n(X� ) 2 Pv , 
ela signi�e que le fa
teur de u� , 
onstitué des lettres allant de la n-ièmelettre à la (n+ p� 1)-ième lettre est égal à v, et ré
iproquement. Il est possible de faire un dé
oupagedu tore en parties qui 
orrespondent exa
tement aux fa
teurs que l'on re
her
he.Si l'on dé
oupe le tore en parties 
orrespondant exa
tement aux fa
teurs de longueur p, on obtientune partition, 
ontenant peut-être des parties vides. Comme le système est ergodique, et que 
ettepartition est une partition en ensembles fermés, il su�t de véri�er que les orbites ne ren
ontrent pasles murs de séparation des 
ases Pv , et que les 
ases ne se réduisent pas à un ensemble d'intérieur vide.Ces deux 
onditions véri�ées nous assurent que les orbites ren
ontrent alors toutes les 
ases d'intérieurnon vide. Pour la première 
ondition, il su�t de prendre la valeur de la proportion � 
omme étantrationnelle. Vu que l'on travaille ave
 des valeurs de � irrationnelles, 
ette 
ondition empê
he d'avoirdes points Xn qui tombent sur les droites séparatri
es. Mieux, 
ette 
ondition assure que les pointsd'interse
tion des droites ne peuvent 
orrespondre qu'à deux droites, et pas plusieurs. En parti
ulier,les 
ases Pv sont for
ément soit vides, soit d'intérieur non vide.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

10

9

8

7

6

5

4

3

2

1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

a b aa

ab

baab

bb

ba

Fig. 3.2 � Fa
teurs de longueur 1 et 2Le tableau de gau
he 
orrespond à la dé
omposition de l'espa
e en deux parties selon� : la partie 
orrespondant à la lettre 'a' et l'autre à la lettre 'b'. Le tableau dedroite 
orrespond à l'itération du pro
édé pour les fa
teurs de longueur 2. Les pointstra
és 
orrespondent aux 10 premières itérations du systême dynamique.Comptage du nombre de parties. Pour 
ompter le nombre de 
ases Pv , on va appliquer lethéorème d'Euler pour les graphes planaires. En e�et, la dé
omposition en parties nous fournit ungraphe tra
é sur le tore. Les arêtes sont dé�nies par les droites séparatri
es, les sommets étant lesinterse
tions. De plus, 
omme 
haque sommet n'est le point d'interse
tion que de deux droites, 
haquesommet est de degré 4. En parti
ulier, le nombre d'arêtes est égal au double du nombre de sommets.Théorème 3-3. (Théorème d'Euler)Sur le tore, si l'on 
onsidère un graphe qui possède A arêtes, S sommets et F fa
es. Alors :S + F = A30



En parti
ulier, 
omme i
i on auraA = 2S, 
e
i nous prouve que dans la partition qui nous 
on
erne,le nombre de fa
es est égal au nombre de sommets. On se ramène don
 à 
ompter le nombre de pointsd'interse
tion des droites qui 
onstituent la partition.Les droites d'interse
tion au rang 0 sont :�0 : x = 0 �0 : x = �Toutes les autres droites autres qu'horizontales ou verti
ales :�n : x+ ny + n2� = 0 �n : x+ ny + n2� = �On peut en parti
ulier véri�er ave
 
es équations que les points d'interse
tion ne peuvent se fairequ'entre deux droites, sinon il serait possible d'éliminer x et y, et don
 de dé�nir � en fon
tions deparamètres rationnels, 
e qui serait absurde si l'on 
hoisit � irrationnel. Considérons l'interse
tiond'une droite �n et d'une droite �m, pour m 6= n. Éliminons la valeur de x en soustrayant les deuxéquations (la valeur de x est de toutes façons déterminée de manière unique par la valeur de y). Ilreste alors : (n�m)y = �(n2 �m2) mod 1Cette équation dans le tore admet don
 (n�m) solutions lorsque n > m. De plus, 
omme l'interse
-tion des droites ne dépend pas vraiment du fait que l'on 
hoisisse � ou �. Cela signi�e en parti
ulierqu'à 
haque 
ouple (�;�), (�;�), (�;�), et (�;�) 
orrespond le même nombre de solutions. Au�nal, pour n > m, on obtient 4(n�m) solutions.La formule reste juste si l'on essaie d'interse
ter des droites 
orrespondant à m = n (
as (�;�),(�;�)). Remarquons que la matri
e � n'a pas été 
hoisie au hasard. En e�et, plusieurs matri
es de
e type 
orrespondent au même système dynamique. La matri
e � minimise les 
oe�
ients obtenussur la première ligne, et ainsi les 
al
uls modulo 1 ne présentent-ils pas de termes en trop.Reste à sommer 
es points d'interse
tion pour les valeurs de n > m. Fixons nous une longueur pdonnée, nous n'avons plus qu'à 
al
uler la somme suivante :�p = Xp�n>m�0 4(n�m) = pXn=0 nXm=0 4(n�m) = 2(p+ 1)3 � p� 13 = 2p(p+ 1)(p+ 2)3Les premières valeurs de 
ette suite sont :2664 �1 = 4�2 = 16�3 = 40�4 = 80
0

500

1000

1500

2000

2 4 6 8 10 12 14

La 
ourbe supérieure 
orres-pond à la borne obtenue parle 
al
ul. La 
ourbe inférieure
orrespond au nombre de fa
-teurs pour un mot u� , sur ses20000 premières lettres.Retour à la 
omplexité. Le nombre de 
ases de la dé
omposition est don
 en O(n3). Néanmoins,la 
omplexité de la suite, même si elle est bornée par 
ette valeur, n'est pas for
ément exa
tementégale à 
ette valeur, au 
ontraire. En e�et, 
ertaines 
ases 
orrespondent au même fa
teur. Il est don
né
essaire d'obtenir une minoration de 
ette 
omplexité a�n de vraiment appréhender la di�
ulté queprésente la suite. Toujours est-il que la 
omplexité de u� est polynomiale, et 
e
i indépendammentdu paramètre � . Ce paramètre nous empê
he d'ailleurs d'espérer autre 
hose que des bornes pour la
omplexité. Les valeurs de �, quant à elles, ne modi�ent que les fa
teurs qui interviennent dans le mot.Elles sont don
 se
ondaires à notre étude. 31



Fig. 3.3 � Premières dé
ompositions du tore pour � = p2Minoration de la 
omplexité. Pour l'instant, les questions de minoration de la 
omplexité sontmoins fa
iles à résoudre, et restent des problèmes ouverts. Les 
al
uls e�e
tués sur des suites parti-
ulières laissent à penser que la borne pré
édente est une borne adéquate, mais il n'y a pas de façonsimple de le prouver. Pour s'en rendre 
ompte, penser au fait que la di�éren
e entre le fait que �soit rationnel ou non implique une 
omplexité bornée ou polynomiale selon le 
as, alors que les motspeuvent être aussi pro
hes que né
essaire (au sens de la métrique usuelle sur les mots).3.3 Étude de la renormalisationLors de l'étude graphique de la suite, on a vu apparaître une formule 2.2 qui nous permettaitde prévoir l'évolution de la 
ourbe à grande distan
e. Peut-on relier 
ette équation à un résultat surl'étude des mots u� ?Cas rationnel. Dans le 
as où � est rationnel, le mot u� est périodique, tout autant que la suite. Sil'on note � = p=q la dé
omposition ave
 p^ q = 1, alors la suite un par
ourt des éléments parti
uliersde l'anneau Z=q2Z : Périodi
ité : " 0 1 2 : : : (q2 � 1)0 p2q2 4p2q2 : : : p2q2 #La périodi
ité de la suite est au plus d'ordre q2. Si q est un nombre pair, alors la périodi
itéest d'ordre q2=2, sinon elle est bien d'ordre q2. Comme p et q sont supposés premiers entre eux, lamultipli
ation par p2 est bije
tive, 
e qui nous pousse à nous intéresser aux 
as où p = 1. Dans 
es
as, la suite par
ourt exa
tement l'ensemble des 
arrés.L'appli
ation de la formule de renormalisation modi�e la fra
tion p=q en une fra
tion q=p ou(p � q)=p. Le signe n'in�ue que sur le sens de par
ours des 
arrés et n'est a priori pas important.L'idée qui s'en suit 
onsiste à dire que la renormalisation va transformer une liste des 
arrés de Z=q2Zen une liste des 
arrés de Z=p2Z, à multipli
ation près par une 
onstante qui est inversible à 
haquefois. Le problème étant qu'il n'est pas possible de relier 
es deux listes de 
arrés de manière générale,vu qu'elles dépendent de p et q. Le mot u� se retransforme en un mot u� selon une appli
ation quin'est pas un morphisme, mais une substitution de mots.Cas irrationnel. Le 
as irrationnel est beau
oup moins fa
ile à appré
ier. La formule 2.6 transformen lettres du mot u� en bn�
 lettres du mot u�. Le 
ara
tère exa
t de la renormalisation qui apparaissaitpré
édemment est i
i beau
oup plus di�
ile à exprimer, surtout en termes de mots. Le phénomènequi 
onsistait à approximer la 
ourbe à l'aide d'une autre 
ourbe semble parti
ulièrement 
omplexe àrelier aux mots in�nis. 32



Exemple : Pour une valeur de � = p30� 5, on s'intéresse au mot généré et à son renormalisé, qui
orrespond à � = 1=� � 2. Les valeurs e�e
tives sont :(� = :477225575� = 0:095445115 et (u� = 0ababbaabbbbbbbaabbababababbaab : : :0u� = 0aabbaababbbbabaabbaa : : :0Les 10 premières lettres de u� sont reliées aux 4:7 premières lettres de u�. Si l'on ne 
onsidère que les4 premières lettres, 
ela signi�era que pour les 20 premières de u� , on n'asso
ie que 8 lettres de u�.Impossible d'être exa
t, vu que la renormalisation est un pro
édé 
ontinu, alors que les mots formentun ensemble dis
ret.3.4 Extension à des 
as plus 
omplexesL'étude réalisée ave
 les suites hn2�i est assez restri
tive. Néanmoins, elle est di
tée par le faitque la représentation de Mendès-Fran
e se prête bien à son étude, et que des phénomènes tels que lesspirales apparaissent, qui permettent de faire 
roire à un 
ertain type d'organisation dans 
ette suite.Le pro
édé de renormalisation est à 
et égard un résultat assez extraordinaire, qui ne se produit quepour 
e type de suites, et qui permet de 
omprendre leur stru
ture de manière assez dire
te.Une étude plus générale devrait prendre en 
ompte des suites de la forme h� � P (n)i où P 2 Z[X℄est un polyn�me à 
oe�
ients entiers. Néanmoins, il existe des limitations à de telles extensions :) Lorsque P est un polyn�me de degré 1, on en reste aux mots sturmiens, et lorsqu'il est de degré2, il est possible d'e�e
tuer une étude similaire à 
elle réalisée pré
édemment, en parti
ulier en
e qui 
on
erne la 
omplexité, mais aussi d'un point de vue graphique, dans la mesure où lasuite se ramène au 
as étudié en fa
torisant le terme 
arré.) Supposons que P (X) = Xd, pour d � 3. Les �gures obtenues pour 
e type de suites nepermettent pas d'attendre les mêmes résultats, du moins à l'aide de la représentation de Harrison.Le 
as des sommes de Gauss pour d = 3 a en
ore été très peu étudié. D'où le besoin de re
her
heren
ore une fois un nouveau type de représentation. De plus, il est à noter que la re
her
he dela 
omplexité de telles suites demande de passer en dimension supérieure, 
e qui peut poserproblème pour le dénombrement des parties du tore. Arnoux et Mauduit fournissent un résultatdans le 
as où la partition est 
onstituée d'ensembles 
onvexes, mais tel n'est pas notre 
as.Mendès-Fran
e a étudié la 
omplexité de 
e type de suites.
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Con
lusion
Après avoir étudié le problème de la représentation graphique des suites réelles, nous avons puexaminer les résultats existant dans le domaine. Apparemment, pour 
haque type de représen-tation, il existe un type de suites auquel elle est la mieux adaptée. Pour la représentation de Harrison,il s'agit des mots sturmiens, pour 
elle de Mendès-Fran
e des mots que nous avons étudiés.La représentation de Harrison est parti
ulièrement adaptée à l'étude des mots sturmiens, et permetd'en appré
ier 
ertaines parti
ularités de manière graphique. Les résultats obtenus sont parti
ulière-ment probants. Néanmoins, l'étude d'autres 
as semble beau
oup moins évidente. La représentationde Mendès-Fran
e, quant à elle, possède pour elle ses spirales et 
ette propriété de renormalisationqui permet d'appré
ier le 
omportement asymptotique de la 
ourbe. La stru
ture générale permetd'obtenir quelques idées quant à la vitesse de rotation de la 
ourbe, et 
e faisant permettre d'évaluerla 
omplexité.Néanmoins, il nous reste des questions auxquelles nous n'avons pas pu répondre. Comment, ene�et, pouvoir mieux étudier la 
omplexité des mots in�nis que nous avons introduit ? Pourl'instant, il ne nous est possible que d'obtenir des bornes supérieures. Est-il possible d'obtenir desrésultats de 
omplexité pour des suites de degré plus important ?De plus, la question de la renormalisation des suites n'est pas entièrement résolue. Même si sonétude n'est pas évidente, est-il possible de relier 
e phénomène à une appli
ation sur les mots ? Pour
ela, il serait peut-être intéressant de tenter un autre type de 
odage, a�n d'obtenir des systèmesdynamiques 
onjugués.Les représentations graphiques de suites réelles semblent avoir des possibilités intéressantes,qui permettraient d'étudier des systèmes de mots peu évidents au premier abord. Pouvoir extrairedes résultats d'une représentation graphique n'est pas un pro
édé évident, mais doit en
ore une foisêtre 
onsidéré 
omme une aide à l'intuition. La question d'une représentation universelle paraît êtreextrêmement di�
ile à aborder pour l'instant.
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