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École doctorale IAEM Lorraine
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d’analyse pour les Grammaires
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�N��	��� W����� 	  ���"n�� R��� ������� " ����������
�� ��U 9&�]� ��� �N� ��
#����� �8� � 	 �� ���
L�����LUc� �(�� �� �NU � � 	�"!�c� ��� � � �NU � � � #�* $ $�$!* � ������ �"��!�
� ��� �a� 	 ��� ��	�	� #" ���D����� � ��"�� � ����"������� �� �#$ � ��" ���!����9:��� ��� "��B� ���)��	 	� #" � �#��� �� #� ����	 ��� ���!� 
������ ����9:����� $�� �!��� �� #����"
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λ
" ��� "�������	��! #��
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#����$ $ ��� �����N�����#�cU ������� ��� ���T<=� � 	  ������ ��� ����"����V� ��� 
#"����+� ���!"���� � ���!� 
# �"��!���!����� �#$�� ��"���� �����LU����!�����D�������!��� �����E�����
�  ����� �� � � ����� �T9&� � 9:��� 	 � "�������� � 	 �#����� "���� ����� � ����� � ���� �� �!����
�� ��� ���T9:��� < � ��� �#� ��"��#$7, ��"���< ���!������� ��� �J� � ���
<���� � � ���N�=$���� ��� ������
#��
�� ����� �� ����! #� 9&� � �  ���� ��
�� ��/ �  #�!29HW3 "!��� ��"�� ��� ��< ��� �)�L� �������T9:����$ 
 � � ��� �� ����� �� � �
����� �T9:����	 � "�������� ���# ���" �����(� ������� � �� ����-���
������
#��
��E����� �-� � "���	�	  �"��8��� �#$ � ��" �������� �� �����8������� 	 ��" " ��	�	  �"�� �����
��� ��"�����$#b ��� ����U� �� 	��L� � �� #�!" ���5������� ��� �� ����)� ������
�� � ����9:��� �� &� � �D��� ���������! #� �#$�� ��"���� ���D<����6'  ����f� ��� � ��"�� � ����"����
��� �!��"!' ��� � � ����� ��� �!�N� ���#����9:���#$�� �
	 �N� ����
#�����N�����#� �� #�!" ����� � ��"!��� �!� "����(�����!��"!' ����� �� &� � ��� �����#$ � ��" �������� �� �
������� � ��� ��� ���! #�
	��  ��� #�! #
��T9&� ��$ ������� ��� "���	�	  �"��D��� �#$�� ��"��#� ���� �� �V� ��� ���R�����!�L��� ���D? 
��&U �!� 	 �N� ���� �� �E<0' ���!������"��
����? ���E��� ,7� "��N� ��� ����$f, ��"����!�����N��" �NU ��� �  �"�"���� 	  ��J����� � � � � 
 ��"�"!�:"65  Wd ��" ��U ���
" ��	 	� #" � 9&�]� ���!���C������$���� � � ����"��
�� �
#��9:����� �������������>U ������� �� �� � ���������������=��� 	)< ���������=����� ���#� �� ���"�� � ��� �����  #"���� � � �a� 	����5'  ������ ��� 
#"����+� ���!"����
��� ��� 
� #"���� ������� �#$ � ��" ���!�����%��� �)� � �!
L� �� &������" � �!� ��� � 	 ����$ �!�E��� � �# ������ " �!����� ����� �!��� ����� ����� �!�!��� "�� � �  �����"�� ��� ��� �  ���" �
�������+�� ���� ������� ���! #����� ����� 
#��
#��$
* � 	�"������ ��� ��" � � ���!� �L� �����!� "��������-< �>� � �!�����8� � �����N� �����T9&� �8� ��� 
#"���� �����!"���� � � ��� 
# �"��!���!����� ��$ � ��" ���!������$ * ���n9:�����)"

���! #� �D� �����+����� ��� �#$����!�!�!��� ���-'  #"!� ���!���)�����NUR� �����+� � 	 �N���!�!���!����"���� �)
c9:���5����� 	�"� �$���
N�����(��� ��� ����� ����� �D� ���8' ��&� #� �
�� ����� #� 	 �N� ���#���� �� ������� ��"5� � ,7� "�� ������� � ��� ��������������"����#����� �#����" � � ���!� �!��" ��� ������
#��
���$�$�$��� ���� ������� ������� ������� 	� &��"
� ���!�T� � "�� �������L�������T9:���N��� ������� '  #"!� �������)��� ���L� ��� < ������ ���� ������������ �� � ����� ������
&����$ 
  &�+�����#��	 ��"���� �N��	����
�  �� ���T��� "�� "%��� ������'  �"�� �������!���  
� ����	���� 	 ��"��B� ��� � ��� �����n9:��� 	 �N� � � , ��� ����� "f���4� ��"�� �R��� ����������� � ��"� �	+��� � ,  #" � �
�L� � ��
 "�� ���;����"�� �!�J����� ������$���������� � � ����� �J�=� ��� 	�"� �	  #��� ���! #� �V'  #"!�����!�����%� �D�� ���� ������� ���! #�=��� ������
���
��(9:�V� ���!����� 	  #�)"
�!
L��� ���6� ��� � ��"��#� �!��"���� ���T9&� ���D9:��� "�� ��� �������� ���	 ����� �����+' ����� � ���0� ��������
���
���� ��������"���� �R��� ����� � $ 
 ��� ����' ���N���!�!�
� �=� � �>� ��	�	�"�� ������������
#��U�< ��� �  ���	�"�� ����� ���! #� "��������������N�����#� �����!� ��� � 	 �#��������� ����� �#�B��� �������#� 	 ��"8����� 	 � " ����	 ���� ��
�  �� ����� �#$ �!��� ��� 	��  ���
L� ��� $'� �V' ��� �6�  #� ��9:��� �����E'  �"������!���!� ���E9:��� � � � " � ��� ���4< �� ���� ������� "���� � ����' ����� � ��� ����� ���
����� �!��� � ��� � �������� �� �89&� � 	���������� ����� ��"�� ��	 	�"���������� �#� �  #�!��� ����� �!��� � ��� � �������� �� �(9:��� �  �"�"���� 	  ��J� � ���8<=� ��� ������
�� ���
�N� ��� �����#������� U ���&' ��� �%� 
#���!�L��� ���n9:��� �!� 	�"� �������!� �]� � �� &��	�"!����� ��� �� ��������������>� � � ���N�=$��!�D� ��� � ��� ������9:��� 	 � "������ ��� ���
�V�  &$ �������!"4��� � ��� ��< 	 ��"�����"E��� ������	���" ������ ��C��� � �
����� ���
� �  #� � " ������ ���� ��$����N��� ����� ����	��!�#$
bE? � � �6�� �����"�� "(9&� ������� 
#"���� �����!"���� � � ��� 
# �"��!���!����� ��$ � ��"���� ����� �  #�#�8���  ���������	 � "�������� ��� 	� &��" ��� ��"���� ���N��� ���

��� �� &� � ���T9:��� � ��� ������
&�����LU ��� � ��� ����
�� � �L� �!���!��"�������� �#� 	�"� �$ ��
L� � ��� ��� ��������� ��� � ��� 
�" �#� � ����"���� � � ��� 
# �"��!���!�����
��$ � ��" ���!������$#,  �� " �� ����B'  �"�� �������!��� 
#"���� ��������� ��������	�"� �$���
N������� � � � ����" ��� $#`  &� �8��� �#$  �" ��U ��� 	 � "������-� � � ���!�T� �!�!�
����	 � "�������� ������U � ��"-� � ��� �  ���	������ � ���4� ����� 	�"� �$ ��
L� �E������ &�����������!���4� � ��� �  ���	�"�� ����� ���! #� �����B���� ��������LU#����� �������
�  ���	������ �!�!� �N� � ��
�"�� ��"� #	 � ��� �&� ��U#�!� ��� �D� ��	 � �!���5�V� ��� ��
�������"89:�����!�4'  �"������!���!� ��	�"� #	� ��)� 	���"!��� � ���5� �5�  ������!����� "
��� ������
#��
��#$LbE������� ���(�+�L�� ���"�� 	�"!��� ��������" �)" ���&��� �8� �!��� ����� �����!�������(��� ��� �  ���	������ �!�!�8��� �>� ��� ����� ���8� ��� 
#"����+� ���!"����
��� ��� 
� #"���� ������� �#$ � ��" ���!����� $
bE? � � � ��� � � "0<C$���� � � ������� ������� � ��� �� ���	������ �!�!� � �  �$ ��� ����"09:������9:����� �!���!� � ���! #� � �!��" ������"����!���!��������9:���

�  �� � 	  ���� �� �� �  &$ ��������"LU ������ &� � �6' ���������� #�!" ����	�"� � �����)���n�V� ��� ����� � � �� &�+��� �����  ��=$��!�������  #�=� �E� �L��� 	�"� �������!� �
����� ����� � ��$
* � 	 "��L� ��� "D� ������� 	�"� � �����)� � ��� ����� "���� ��� " � ���4���5���L�� �� � ��" � ���! #� ������� ��� �! #
��T9&� �����!��������"��#$�* � �  ���	������ �!�!�

��� ���
"���� ��� " � ��� � � ���N�� #� � ��"������� �� ����� ��������� ������"��6' " ��
&� ��������� ����� �� �
#��9:��� �!����������"������ ��� � 
������ " ��� �� #���R� $
���������!� ������� ����
�" �#� � ����"���� � � ��� 
# �"��!���!����� �#$�� ��"���� �����LU�������' "���
���� �����D9:��� �  �� �� #��� �����!��"������!��� �� ���� ��� �� �
#��9:���
�����������!"�� ��� 	 �!��� ����������� � �����!���!���� ���� ��� ��� ��� ������ �
#��9:��� �����������!"�� ��� 	 �!��� ��������� �N� 	  �� � ������� ���!����� �����!���!���� �� ����� ���#$R,  &��"
��� 	�"��N����
�"��5� ������� �� �
#��9:����� ��� "���� ��� " � ���6�������N�� �� � ��" � ���! #� ��� ���E,f" �� &� 	 ��
 ����$��6�������D< ���=�������T���#$ �!��� ����� � ���
�����  ������ � ���!����� � �!��� �6<����0����� ������$����!�!�!�4��� ��� �! #
��T9&� ���!���������!"��E�=��� ���!	 �!��� ��������� � � ��� 	  ������#���!���!��� ��F"! �O�#�-9&� � ��� �
��� �  ����R���#$$� � �����!��� � "�� � ��� � � �59:��� ������ ���	������ �!�!� ��� ����"�
��D���!��������$
* ��� ���� ��J� 	�"� �������!� �-�������!��< ��� ��������� ������� ����� "����� ���� ���! #� ��� �L9:� ������ �� �D� �5? �!��" ��
#�6����� � �!�

λ
" ����������� ���!��������"���$

*  �" �!9:��� �>�  #� ��� ����� � �+����� 	 ��"��#� �&U  �� �����  ���	 � �����!����" ��� ��� �  �� � ���!�!� ���������#����9:�������  #� �#���� �����=� ��� � ���!� 
# �"��!�
�!� �����W� �T9:����$J, ��"��N� �L��	��!�&U ��� �>�  �� �  �� ������
 "������ "!
�
������� �" ���  ������N�����

S → NP V NP
9:���n�� R��� ������� ��� 	���" �����

����� 	 �!� �  �� ��� ����	a��� ����	  #���!���� ��C��� � � 
#"� &��	 � �� &���!� ��� �)�
	 � �LU��V� ��� 
#"� &��	�������"!$���� 	���������� ���

#"� &��	 � �� &���!� ���
�  ���	����N��� ���cU ���� �" � � ����"�� � � "6< ��������� ��� "5������	�� "��#� � � ����	��!�

ω
"�� � ��� ��� ����	������ � ���N��� ����<
"!���  &��� "�� �>� �c9&��� ���� ��

XY Z = ω
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X
"�� 	�"������ ����������	 "��L� ��� " 
#"� &��	�� �� ������ ���>U

Y
"�� 	�"������ ����� ��� 
�"� ���	 � �#� "�$ ��� ���

Z
"�� 	�"������ ���������

�����  �����
�"� ���	 � �� &���!� ��� $ ,  ���" �!����
�" �#� � ����"���� � ���!� 
# �"��!���!�������#$ � ��" ���!�����NU��!���4�c9&��� ���� ����4< "����� ��J� "�� �  #�#��	���� �
�  ���	������ ��� ��� �>� � �!��� �=� � �����D�L9:� � ���! #� ���� &� ��� ��������� ��� 
�" ����� ������ &��" � 	  �� " "!���  &��� "�� ����	�����	 ��" �4� ��� �#����"����
	 "� &$���
L������9:������ &� ��� �� #� � ��$� #"������ 	 ��"������!��� ����$

*���� ��� < ��� ������� � �� #� ������"�� �+< ��� �� &��	��!�N� � ��� ��� ��� ��� ����� ���+����� 
�" �#� � ����"������ � ��� 
# �"��!���!�������#$ � ��" ���!�����NU ��� ��� �
��	�	 ��"!� 9:�V� ����� ����"�
#� ��������� �=� � 
#"����+� ���!"�������� �!��
� #"���� ���!��� �#$�� ��"���� ����� � � 	  #���)
c� � 	 �#� ����� 	�"� #	�"���� �!���6� � �  ��+"
	 �!�N� �!�!� ����������������"�����<�� � ' ����"�� � � $� #� ������� �T����� 	� &��"+�  ������!����� " �����!� �#� �W� � ��� ������
#��
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 � 	 � ��� ����� �� &� �
� �# �� �8����?����J� � � �L��� " ����
� #"��!�������E9:��� 	���"!��� �D��� ��������� ��� " �V� ����	� #" ���69:�����!����
#"����+� ���!"�� � ���!� 
# �"��!���!��� �#$�� ��"���� ����$
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X
���
α
��� ��� 9&� �

It(X : α; ·;X : α+)→It It(Γ; ∆′;S′)
� �4�  �� �

It(X : α; ·;X : α+) = It(Γ; ∆;S)
$

�

b��!��� �>U �� &� ��� �# �� �����N�� �����"��09:�V� ����� � ��"�� ���!��"��
T
� �0���L�� �� � ��" � ���! #��� ����� �4� ��	�"� �$���
N����� � "���� ��� " � ����� �

���N�� �� � ��" � ���! #� ��� �������N� �!�L� ������� �
T = It(X : α; ·;X : α+)

$
�� �� �����!�� �� �=� ��������� ������� �# ���" �  �� ��� ���=� ���!����� ��" ������� ��"�� � ����"����+� �����N�� �� � ��" � ���! #� 	  ���" �� #� � ��"����!"�� � ���

��� "������ � �! ��(��� �a��	 �
α
$

� QTX���� I.� G!� �)( V , � � 	C, � � BS,N, : 4Y0=, �����'. � �5BC4�� � � @
u = XxP P ���X0=, �����'. �U, : � 	 � � @ � B�� 	�
 ��. ��, � �3,54�� 	S,	D � : t ����
F 0�� xP ⊆ FV (t) P 	 
iB��[41BS, � : H�,�� � 
 	 � ��
 	 � �;BS,

→P

4'0 � 
 �'4 � � : 2R4����'0ND�� 0 � �$4 � � �a: .>BC,54���� 	�� �;BC, d
(Γ,X : αP ( α; ∆, xP : αP ;u : α+, t : α−, S)→P (Γ; ∆;S.[X := λxP .t])

�� �� �����!�� ���� �� ���"�9:������� � ��� �L�0$������ ����� ��"�� � ����"������ �����L�� �� � ��" � ���! #� ��� � ����� ��"�������� 	 ��"���� "����������� ��
→P

$

�8h'*@* h �)( 1 g$�
T = (Γ; ∆;S)

�$4 � 0=,$�14����'0ND�� 0 � � � � � : .>BC,N4 ��� 	 � �;BS, ����4��
T →P T ′ 	 � �[D T ′ = (Γ′; ∆′;S′)���

S′ 6= ∅
	�
iB �[4

T ′ �$4���0=, �V4����'0ND�� 0 � � � � �a: .>BC,54���� 	�� �;BC, �
� : .7BS,54�����	�� �;BC,$� * �

T →P T ′ �#� ��� ��9:��� T = (Γ; ∆;u : α+, t : α−, S′′)
� ��9:���

t
��� ����� ��� "���� �� �� �����N��� ���

��� � ����� ����� � �
FV (u) ⊆ FV (t)

$ 
  �� ���
T
��� �4����� � ��"!��� �!� "��0���=���L�  #� � ��" � ���� �� � � 	�������9&� �

t
��� � �� ������!�L� �����

��� � ����� ����� ��� �L� ��� �)� � �=9:�V� ��� �V� ��� ��� ��� 	 ���
v : γ+ ∈ S

��� �89:���
t ≺ v

U � � �#� ������� � �!� �����LU ������� � ��
�����? ��"���� ��9:���
t�  �������� ��� �����
�����E� �

v
���E9:�����  �����"��L� ��" ���!� ���(' ���!�-9&� �

t
��� � �� �� �����N��� ��� ��� � � ��� � ���#$�� � 	 ��� � � � ������� ��� ���

v : γ− ∈ S
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� � � � ���
� ���	�
� 	�� � �������	� 2 �

�����B9&� �
u ≺ v

���! #"��
v : γ− = t : α− $#� � ��, ���cU �� &�+���

T
��� ������� � ��"�� � ����"�� � � ���N�� #� � ��"������� ��VU 	  ���"��� �� �

x ∈ FV (u)
U ��� �N� ��� ����� �i�����T9&� �

v : γ−
�����n9:���

x ∈ FV (v)
$ � "�	� &��"��� &� �

x ∈ FV (u)
U
x ∈ FV (t)

U �����  ����
� � ��� �N� ��� ���

v : γ− ∈ S
�����]9:���

u ≺ v
U ��� ��� �E9:���

u
�� #������� ������� � � ����� �

v
� �4�  ����

v : γ− = t : α− $
* �
FV (u) = x[1,n]

U ��� �N� � � �!���!�+9:���
S′ = S′′[X := λx[1,n].t]

$ * �
S′ �]� ��� � 	 ��� ���T� �&U ��� ��� � �  �� � 9&� � S′′

��� �>� ��� � 	 �#� � � �� �� ��Un��� ��	 "!
�� � � 9:��� 	�"�����
c� ��U
u : α+ � �
	 �N� �4����"�� ����" ��������� ���

T
� ���  �� ���

T
��� �+�����

� ��"!��� �!� "��+� �+���N�� �� � ��" � ���! #�VU �!� ��� ��� ���=� � ��� ��9:���
v : γ− ∈ S′′ �����%9:��� |v|X = 1

$7b��!��� �>U
S′ = S3, v : γ−

���

S′′ = S3, v.[X := λx[1,n].t]
$/*  ��!�

w : γ′+ ∈ S3 ���! #"��
v ≺ w

��� ����� �L�����N��� ����� �
v.[X := λx[1,n].t] ≺ w

$#� �
��, ���cU �  �� ���

t
��� � �� ��������N�����#� �!� � ����� ������U < �>� �N� � � 	 ���! #� � �

X
U
v
�� ������!���#� �����������N�����#� �!���E�4�N�������!���� �� �:� ���

9:���
v.[X := λx[1,n].t]

���4�� �� � ���
v
�� #�#���!����� ��� � � ���0� �

w
U �� &�+���������!����" �����  ��!������"���� � , ��"���������� �

X
U �!� � ��� ���

9:���
v[X := λx[1,n].t]

�  �������� ��� ��� � � ��� � �
w
$ #�������	�"� �9:���L� �����LU ���

v
�  �������� ��� �>� ��� �  ����R���

Y
U ���! #"�� ��� �N� ��� ���

w : γ+ ��� ��9:���
|w|Y = 1

$��  �� �
Y

��� ����� � � ���+� �
w
���
v ≺ w

AJ��� ��� ���L����� ������
 "���9:��� 	�"����N�L� �L�+�����#�  ��
 �$ ���!�����%9:���

v[X := λx[1,n].t] ≺ w
$�� � 	������NU��  �� ���

v
��� � ����
#� ��� 'aU ��� �
����� "���� ��� ��� � � ��� 
�� � 	 ��" �����)��$�� ��� ��� ���� ��

[X := λx[1,n].t]
�  �� � ��� ��� ��� ��� ���

w : γ+ ��� ��9&� �
w ≺ v

U
w ≺ v.[X := λx[1,n].t]

$
,  &��" �� #� ������"���U ��� "���� ���5<+�� �����"�� "�9:���

v[X := λx[1,n].t]
��� ����� ����"!��� ���!��������"��&U �#� ��� �)" <W" � �!"��69:���

FV (v) ∩
FV (t) = ∅

$ � " �� &� � �
T
��� �6� ��� � ��"�� ���!��"��=� �+���N�� #� � ��"������� ��VU�	� &��" �� ����

x ∈ FV (t)
U �!� ��� ��� ���0��� �����T9&� �

w : γ′ε
��� �]9:���

x ∈ FV (w)
U � �

ε = +
$

b ��� � �>U
T ′ ��� �E� ����� ��"!� ���!��"���� �����L�  #� � ��" � ���� �� $ �
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It(X : α; ·;X : α+)

∗
→P (·; ·; ∅)

���! #"�� ��� �N� ��� ������� ����"!���
���� #��� ���a� 	 �

α
$

�  ���� ������ �� � �����!����� � ���#� �# ���" �� &� � � �!��� 	�"� �$ ��
L� ��� � ��"���� � � " � ��� � �@���L�� �� � ��" � ���! #� �� ���� "�� ������� �����
λ
" ����"!����� $

�-h'*@* h �)(-, gEB � �
t
0=, � ���'. �OD�
iBC4�4�BC0M4�@$B��'. �

η
2 
iBC,1�S0�� P � � ������� α ��� � BS, � 
 �$4 � 	 ��� 	a6�
 �$4�
 � : �$4U4$BS, � � ��0a^ ]� ��0a^ � �T4�� �3,ED����'4 P 	 
iB��[4 It(X : α; ·;X : α+)

∗
→It (Γ; ∆;S)

	 � �_D ∆ = BV (t)
��� �5BS0 � �RBS0 �?4�BC0M4'2 �����'. � � �

t
u = xv[1,n]

� � ������� 	�� BC. � F 0�� γ P 4�� vi = λxSi
.wi

	 � �_D wi � � ��������	 �RBS. � F 0�� γi df �
xX[1,n] : γ− ∈ S� �
XixSi

: γ+
i ∈ S� �

x : αn ( α ∈ ∆� �
Xi : αi ∈ Γ

� : .>BC,54���� 	�� �;BC, � �� �� � ������ �� � � ����	����N��� ���%�  #����"�� " �  �� ��� ��� ���  ��0���!"��!
#� �>� ��� ����� � ���! #�0� � ���E'  �� ������ ��
It
$ ,  &��"

��������U  ��@� �����!�����0��� �)� � �!
N���0��� "��N����"�� ����"�� �!��"��!��� ��"���	������ �
(Γ; ∆;S)

 �
Γ
���

∆
�  #�����!��� �  ������N� ������� �#$ � ����� ���

���
S
��� ����� � � ���N�=$����5� � ��"���	��!� ���

(u, v : αε)
 �

u
��� �D��� �  &� �)" ��� "�� �5� �

t
���
v
����������� "�� ��9:��� ���  �� �� #� � ��"!� � �

	� &��"���� 	 "� &$���
L��� ��� "���� ��� " � ���=��� ���N�� ���� ��"������� �� $ � � �� ����
→t
It

� � �)� � �!
N��� � � "��N����"�� ����"�� ��� ��� ��� �0���N? ���
	 ��" 2
2�$

(Γ; ∆; (λx.u, v : α ( β+), S)→t
It (Γ; ∆, x : α; (x, x : α−), (u, vx : β+), S)3 $

(Γ; ∆; (u, v : α ( β−), S)→t
It (Γ; ∆; (u′,Y : α+), (uu′, vX : β−), S)

� �
t = C[uu′]

�

b �#��� � � �!�L� � �  �� �� �����"�� �  �� ��� ���  �� 	 �N��� � �� #�����!"������ �� �� �=� � � ��"�����$�������	  ���"+9:�V� � � 	�"� �$���
N��� � �
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t
0=, � ���'. � D�
iBZ4

β
2 ,EB��'. 	�
 ���

η
2 
iBS, � � � �������

α � 
 �'4 � 	���� 	 6�
 �$4 
 � : �$4 � � t 4�BS, � � �$0a^ ]� ��0a^ � �T4�� �3,	D�� �$4  P 4�B � � T = v[1,n]
0=, ��,54 �$.>6�
 � � � 4$BS0M4'2 � ���'. �$4 , : � 	�� � @_4 � ������� � � ������� 	 �RBS. � F 0�� ��� � BC, � 
 	

� � ��� �'4��h0=,$� � 	���� 	 6�
 �  � �
t F 0 � 4�BC, � � ��0a^ ]�� ��0a^ �3, �a: ����, � 	C, �G4 ��� � �'4����[D�� � � ��. �$, � � � ������� γ1 P � � � P γn P 	�
iB �[4

It(X : α; ·;X : α+)
∗
→P (Γ; ∆;S) P v[1,n] : γ−[1,n] ⊆ S

��� �5BS0 � �RBS0 ��4�BS0M4[2 �����'. �
u = xv[1,n]

� � ������� 	 �RBS. � F 0��
γ
����
L4 F 0�� u /∈ T df �

xX[1,n] : γ− ∈ S� �V4��
vi = λxSi

.wi
���
wi
�'4�� � ����������	 �RBS. � F 0�� γi 	�
iB �[4 XixSi

: γ+
i ∈ S



3�1 ������� � ���������
	 ��� ��
 ��� � � ����� � ��� � ��� � ���
� ����� � ���
λ � ��� ��� � �

z : γ−

Y1 : γ+ Y2z : β+

x1Y1 : β− x2Y2 : α−

Xx1x2 : α+

HHHHHHHHH

vvvvvvvvv

→P

Y2z : β+

x1z : β− x2Y2 : α−

Xx1x2 : α+

FFFFFFFF

vvvvvvvvv

→P x2(λz.x1z) : α−

Xx1x2 : α+

� ��

�]2#$ 7 � �f� �N��	���� 2 �  �� � ��"�� � ���! #���V� ��� ��� "�� ��� � �a� 	 �
(γ ( β) ( ((γ ( β) ( α) ( α

� : .7BS,54�����	�� �;BC,$� � � 	�"� ��
c� � 	 ��"�������� ������ �� �!��"���� �� ���
&���N� "������=����� �=��������� "������5� �
T
$ * � ��������� �! #��
����L��"

��� � �R���!��� ���! #"��
T = ∅

���  �� 	 �N� ���� #� ������"�� � �������!���!�L�+��� 	�"!�����c� � ����$ * ���� �� �� ��!�
u = xv[1,n]

��� � ���N�����#�D� �
T��� �a��	 �

γ
� �����

vi = λxSi
.wi

� �
wi
� � �a� 	�� ���� ����T9:���

γi
$�� � 	� �� �

T ′ = (T\{u}) ∪ w[1,n]
U���� � �����!���������=����� �

����� ����"!�����+9:�����  ���	� �� �����
T ′ ��� � � ��"���� ���N��� �����!��' � "��!�L��"��C< ��� �����C���

T
���� �� 	��L� � ��	�	����T9&� � " ��� �R��	  �����
����

�V� ������� ������ ��
���
It(X : α; ·;X : α+)

∗
→P (Γ; ∆;S)

� �
(Γ; ∆;S)

"��N��	���� � �!��� 	�"� �	 "���������� �# ���������� $ � � 	 ��" �����N�����!��"
 #� � 2

S = xX[1,n] : γ−,X1xS1 : γ+
1 , . . . ,XnxSn

: γ+
n , , w1 : γ−1 , . . . , wn : γ−n , S

′′

�  �� ����	� &��" �� &� �
i ∈ [1, n] xSi

⊆ FV (wi)
U� �� �
2

(Γ; ∆;S)
n
→P (Γ′; ∆′;xv[1,n] : γ−, S′′)
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β
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��� 
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It(α+;X)
∗
→P {X : α;x[1,n] : α[1, n];Xx[1,n] : β+; t′ :

β−} →P (·; ·; ∅)
$
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�#� 	 �����)� �� &� 	  #�!��$ �  &� �=�� ����� #� �=����� 	�"��L����
�"�� 
#"���� �����!"�� 9:��� �!����� � ��"�� ����� �  ������!����� ���� �� 	� &��" ���
' " ���'& ����� 2
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��� � ��� � �/� 3A2
2�$
J := Jean : np3 $
A := λx.une + x : n ( np7�$
Beer :=

6 � .�� �
: nH $

Drank := λxyz.x+ a+ bu+ y : np ( np ( s
� ��� � � ��� ��� 
#"����+� ���!"���U ������� "�� � �#$ � ��" ���!�

Drank J(ABier)
��� � "!���������!� 	 ��" �����!�N� ��9:����	���" ��� ��� "�� �

Jean+ a+ bu+ une+
6 � .�� ��$

����������� �������LU  �� 	 �N� � "!�L� ����������� " ��������
�� ���!��"�� �#$�� ��"���� ��� � � ��� 
�" �#� � ����"�� 	�"!�����c� � ����� 	� &��"  &$ �������!"=�����
�� R��� ������� ���! #�
��� ���!���N� ���J� 2
2�$
J := Jean : np3 $
A := λx.ein + x : n ( np7�$
Beer := �

�����
: nH $

Drank := λxyz.x+ hat+ y + getranken : np ( np ( s
� ��� � � ���������  ����#� ���!� 
#"���� �����!"���U��!����� "���� ��$ � ��"���� �

Drank J(ABier)
��� � "!���������!� 	 ��"

Jean+hat+ ein+
Bier + getranken

$�, �#����� "4�V� ��� � 	���" ������� �C' " ����&�������< ����� 	���" ������� ���������N� ����� � ��"!������	�"� R9:���L��� ��� "���� �!���#�
<���������� ��� " ��� 	 "��L� ��
 "�� ����� �0� ��� 
�" �#� � ����"�� 	������0< ��"���� �)'  �"�� ��"���� ��������� ���  &$ �����:� � � �������!�
�!�N� �T9:��� � �
���
� ���� #��� ��$
; ��� �#� ��"�� 	� �������$ �!��� ����U �� &�
	  ���" � 	  �� "+� ��� ��	�	�������� ���! #� ���=��� ���!������
������NU ��� " ���!�=� � $������ "0� ��� ��"�� � � ����� ����"��

�)� " ��� �!�N� ���#����9:���5� � �  �������
����#$&,  &��" � ����9:��������� 
����
L
9:�������  ��
���N��� �L� 	 �! W�#� "cU� �������?���� �D������
�" �#� � ����"��

� ���!� 
# �"��!���!��� ��$ � ��"���� ���
(Σ1L,Σ2L,LL, SL)

9:��� ��"���� ��� ����� 	������� �� 
������ ���!��
&����� ����9:����� 	 "� #	�"���� $%* ���='  �"��0�������
�! #
��T9:�����E9:���n�� ���� ������� ������� �!�N� ��������9:���0����� 	���" ������� ��� ����� �)����� �� ����6���N? �������6< �>� ����� �=��� � ��� ���!
#� � ����"��

ΣLog
$

,  ���"�� � �&9&� � ����� 
����
L
U  #� ���N? ���!��������
�" �#� � ����"�� � ���!��
� �"���� ���!���#$ � ��" ���!���

SemL = (Σ1L,ΣLog,LLogL, SL)9:��� 	���"!������� � 	 ������� "6����� ��� ����� �����6< ��� �!�N� ��������9:��� � ���  �������
����=9&� � ���N� " �  �"�"���� 	  ��J� $'����� � � � ����� "���U ���
��" ������� ���� �� ��� � ��� 	���" �����5��� ������������
&���

L1
�#� " �-� ��� ������
����

L2
�� #� ����� ���5< ��� ����� � ��" ��� 	 ��"��#� �5������� ��� ������
����

L1
U ����� �����  � �!��" ��� �)�L� �������T9:��� � � �  ���� ��
�� ��U ��������� ��� " ��������"!��� � � � ��� ��� �)�L� �������T9:��� ����� � ��� 
�" �#� � ����"��

SemL2

A � ��� ��� ��� ����� � � �� �"�"�����	� #����< �>� ��� ����� � �(��� � ��� 	 ��"��#� �8����� �
L2
9:��� � ���E�4�N��� �)�L���������T9&� �8� � �  ���� ��
�� �

�����>�  #�  &$ ����� ��� ��� � ����	���" ���������C� �����!�����������!������� �T9&� �
LL2

$
�6� ��"�� ���5' ���!�E9&�]� ��� � �L�0$���� �!����� �  #�!"������ � �# ���"8� � ���!
# �"�� �������69:��� 	 � "�� � � ������� ��"���� �)'  �"�� ��" ����� 	 �!�L� �����������
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�#$ � ��" ���!����� �����!����� 9:��� �  �� � �#� �� #� � � ������� ����? � �!"�$ � � � , � �LU ����� ��� "������ �L��	��! W�&����	  ���" ��� �!�N� ��������9:���i� �
�  ���� ��
�� � �� �����" ��"��N��� ���E� ������� "������������������!"�����$�� ��' ����� " ���!�49&� ���!�����!�N� ��9:������	���������� ������"���� �a'  #"!����"D����� �a� 	 ���
�!����������"���� ��� �a� 	 ���E������� �! #
��T9:��� �����!���!���� �� ����� ���#$�,  ���"��>� ��� �N��	�����9&� ���  �� � �#� �� #� ��� � 	�"�� ��� "���U ���7' �#�J� "���� �����
�!�N� ��9:����� �����='  �"�� ���!����� ������� 2
2�$
J := λP.P (j) : np3 $
A := λPQ.∃x.P (x) ∧Q(x) : n ( np7�$
Beer := λx.bier(x) : nH $
Drank := λso.s(o(λxy.drank y x)) : np ( np ( s

� � � � �!�N� �T9:��� ' ��"���� � �  �"�"���� 	  �����"��
e → t

<
n
U
(e → t) → t

<
np

���
t
<
s
$2� � "���� ��� � ���&U ��� ��� ���N�=$����
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��� �J
�� ��� �����!���!���� ���� ��� ���
→
$2� � ��, ���cU ��� ����"!��� 2

λPQ.∃x.P (x) ∧ Q(x)
	��L� ������"����a� 	 � � �����

(e → t) ( (e → t) → t
� � ������� "����

λso.s(o(λxy.drank y x))
	 �N� � � ��"�� �a��	 ��� �#���

((e→ t)→ t) ( ((e→ t)→ t) ( t
$
�  ���� �V� � �� ���� 	 ��� �&� "�� ?��
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L� �E9:������ �� � �V� � �� ���� 	 ��� �#$  �" ��� �#� �  ���" �B� ����������������
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  #����" ����"��L� �����D<��>� �����!���!���� ��i9:���
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#"���� ��������� ����� �  ���� �� &� � �  �� �� �� � �>� ��� �� �����
��  ���� ����� � �� ���� ��� 	 ��" ���
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� QTX���� I.� G!� < (-, $1BC0M4V,	B � ���`BC,N4
L(n,m)


 8 �$,N4 ��.>6�
 � � �'4%� � 	C.O.�	 � � �$41D�	 � : � B�������
 
 �$4�	a6$4 ��� 	 � � �$4
(Σ1,Σ2,L, S)F 0 � � : ��� H �$, � 
 �$4 � �`B � ��� : � : 4U4'0 � � 	S, ���'4"d

f �
Σ1

�$4���0=, �V4����S, 	�� 0 � � �<8 B�� � � �
n� � �NBC0 � � BC0 �

α ∈ AΣ1 (ord(L(α))) ≤ m

� ������� ���!�#�N��� ���cU#�>� �L��	��! #� ��� ��� � ��� ����������� ?���� ���! #� ����� ������
#��
���� ��� 	a��� ��� ? � 	 ��" �!�4' ���!�(9:��� ���  �" � "��E��� � � ����"!���
��� �+��� ����� ��� �����N� "=� � �����  ���	������ � ��� � ���  #	J��"������� �� ��9:�V� ��� 	 �N� �+� ����� "�$%; ��� ����� 	 �!� �)��$�� ��� ��� ���� �� � ��� �0�����
� ���98 ���(��� ����" ��� ��
 "���� ��� �%�����  �	 � " � ���! #�0��� � ���� ��J�� �" � "���Uc����� ���9	  #� � ���! #� ��� ��� ���  �	 � " � ���� ����V�  #"�� "��O7 $!$�$ 
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������N��� ���B� � �!��	�	  �"�� 	� &��" �>� ��� ������� ���� �� � �������� &� 	 �!�N� �!�!�E������� ��� ����� ����� ��� 
#"����+� ���!"����
��� ��� 
� #"���� ������� �#$ � ��" ���!����� $
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������� ��� � ��� 	 ��"�������U �� ���� ������ �� ���# ���"09:��� ����� 
�" �#� � ����"������ � �a� 	��
L(2, 1)
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� QTX���� I.� G!� < ( � * ,$�U4����a, 	 �G0 � � �98 	���6�� �'4 �$4��h0=, �V4����a, 	�� 0 � �
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� ��
 
 � F 0�� AΣ = {∗}
��� F 0��
�5BS0 � �RBS0 � c ∈ CΣ P

ord(τΣ(c)) = 2
�Y*-, 	 ��6�� �U4'0 �

Σ
�'4��h0=, � ���'. �1D�
iBZ4 � � �������

∗
�

� QTX���� I.� G!� < (#�10 I , � � � F 0 8 0=, � 4����S, 	�� 0 � � �<8 	 ��6�� �$4
Σ
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c ∈ CΣ P
τΣ(c) = ∗( ∗

�

� QTX���� I.� G!� < (#��� *-, 	C0 � BC. 	���� �<8 	���6�� �$4 �$4��Y0=, F 0 	 � �'0 � 
 ��� A = (ΣS ,ΣT , R, q)
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 � F 0�� ΣS

�$4�� 0=, � 4��32�a, 	 �G0 � � �<8 : � 	�� P ΣT
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 � � � �+./� 
 �'4 � � 
 	"@$B��'. �
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 : . ��, � � � CΣS
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I , � � � F 0 8 0=, 	 ��6�� �

t
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A
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∗
→T t

�


 ���������  �� �����6��� ��� �� &� � ���+��� ��"�$�"����
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(ΣA,ΣT ,LA, q)
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2�$
CΣA

= R3 $
AΣA

= CΣS7�$����
r ∈ R

���� �" �
τΣA

(r) = q[1,n] ( q0
� �
r = q0(fx[1,n])→T f(q[1,n]x[1,n])H $

LA(r) = λx[1,n].fx[1,n]

���
r = q0(fx[1,n])→T f(q[1,n]x[1,n])E $ 	  ���" �� �� �

q′ ∈ AΣA

U
LA(q′) = ∗
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A = (ΣS ,ΣT , R, q1)
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2�$
CΣT

= {∧;¬; 1; 0}
� �����

τΣT
(∧) = ∗( ∗( ∗

U
τΣT

(¬) = ∗( ∗
���
τΣT

(1) = τΣT
(0) = ∗3 $

CΣS
= {q0; q1}

7�$
R =





r1 = q1(∧x y)→A ∧(q1(x))(q1(y))
r2 = q0(∧x y)→A ∧(q0(x))(q1(y))
r3 = q0(∧x y)→A ∧(q1(x))(q0(y))
r4 = q0(∧x y)→A ∧(q0(x))(q0(y))
r5 = q0(¬x)→A ¬(q1 x)
r6 = q1(¬x)→A ¬(q0 x)
r7 = q1(1)→A 1
r8 = q0(0)→A 0




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GA = (ΣA,ΣT ,LA, q)
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CΣA

= {r1; . . . ; r8}3 $
AΣA

= CΣS7�$
τΣA

(r1) = τΣA
(r2) = τΣA

(r3) = τΣA
(r4) = ∗ ( ∗ ( ∗

U
τΣA

(r5) = τΣA
(r6) = ∗( ∗

���
τΣA

(r7) =
τΣA

(r8) = ∗H $
LA(r1) = LA(r2) = LA(r3) = LA(r4) = λxy. ∧ x y

U
LA(r5) = LA(r6) = λx.¬x

���
L(r7) = 1

���

L(r8) = 0* � ��� "����
∧(¬(∧ 0 1))1
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q1(∧(¬(∧ 0 1))1)
r1→A ∧(q1(¬(∧ 0 1))(q1(1)))
r7→A ∧(q1(¬(∧ 0 1)))1
r6→A ∧(¬(q0(∧ 0 1)))1
r2→A ∧(¬(∧ q0(0) q1(1)))1
r8→A ∧(¬(∧ 0 q1(1)))1
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L(2, 1)
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 ��� H = (N, V,R, S)
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N
�$4��-0=, �$,N4 ��.>6�
 �H�,�� P 
 �$4�,	BS,N2 �����'. �3, 	S0a^ P V �'4��W0=, �$,N4 �$.>6�
 ��H�,�� P 
 8 	 
 � � 	a6���� P R �$4 �h0=, ��,54 �$.>6�
 ��H�,�� � � �+./� 
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GH = (Σ1,Σ2,L, S)
�  #��� �!� ������
���
������ � �T� � �����T9:����<���� �����]���

H
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CΣ1 = R
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AΣ1 = N

� ��� �
r = β →H α1 . . . αn

� ��� �
I = {i|αi ∈ N}
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τΣ1 (r) = αI ( β
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r = β →H α1 . . . αn
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L(r) = λxI .α

′
1 + . . . + α′

n
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I = {i|αi ∈ N}
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α′
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{
αi
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αi ∈ V
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� ���� #�
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r1 = λx.a + x+ b : S ( S3 $
r2 = λz.z : S
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	  �� "�" � ��� "!�N' � "�� "�<
�>� ��"����������+/ ��.�1T3 3 $
�� �� � �����! #� � ��� �� �� ��"-��� ��
�" �#� � ����"��E��� ��"!$ "���� ���9	  #�!��� �

(Vn, Vt, S, I, A)
� �����D������
#"���� �����!"�� � ���!��
� �"���� ���!�

��$ � ��" ���!���
G = (Σ1,Σ2,L, S̃)

� �
L(2, 3)

����? ������	 ��"
2�$ 	  ���"��� &� ���� ���" ��� "�� ��� ���

β
� �

Vn
U ��� ��� ��� ��� ���N��� �a� 	 ��� � �� �����9:�����

β
� �
β̃
�������

CΣ1

$ 
 ����� �L��� �a� 	����
��� "� ���� "���� 	 �����������L� ����� �!��� "�� 	�"������ ���������� �� ���#$ � ��" ���!������� ����� �������6��� �&�9	  ���� ���� �� � �5� ����' �L���!�������4��� �)��$�"
� ���!�!� ���! #� $



� ������� ��� �
��� � ��� � �/� 7�2
3 $ 	  ���" �� �� � ��"�$�"��

t ∈ I ∪ A
U ��� ��� ��� ��� ��� � �  �� � �����#���
��$ � ��"���� ���

t̃ ∈ CΣ1

� �����
t
�� #�#���!����� � ��� � �������

��� ���
	  �� ������ ��C� � �a� 	��
β1
U $�$ $NU

βn
� �4� ���(' �L�����!�����E��� �)��$�� ��� ��� ���� ��i� ���a� 	��

γ1
U $ $ $LU

γm
���� �" ��2

� �
� � �
t
��� �E��� ��"�$�"��������!�������V� � �a� 	 �

β
U ���! #"��

τΣ1(t̃) = β[1,n] ( γ̃[1,m] ( β̃

� $�� � �
t
��� �E��� ��"�$�"����V� �&�9	  �� ������ ��C� � �a� 	��

β
���� �" �

τΣ1(t̃) = β[1,n] ( γ̃[1,m] ( β

$ ��� �����N��� ��� 	  ���" �� �� ���a� 	 � �#$ � ��" ���!�
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2�$
AΣ2 = {∗}3 $
CΣ2 = Vt

��� 	  �� " �� ����
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 �
x
��� �6��� � �� �� ��� ����� � ��"�����$��!�=� � �a� 	 �

(∗(

∗) ( (∗( ∗)
$�� ��� �!�69:���

x
�� #"�"�����	  ����
�#� � �����C��� ���9	  #� � ���! #�

β
$

3 $
φTAG(βna(t1, . . . , tn)) = φTAG(t1) + . . .+ φTAG(tn)

$
7�$
φTAG(a) = aH $
φTAG(ε) = λx.xE $
φTAG(β) = x

 �
β
��� �5����� ���J�i� � �!��$ � ���!�!� ���! #�����

x
��� �4� ��� �� &�������!��� � ��"����#$������ � �a� 	 �

∗( ∗
$ � �

� �!�49:���
x
�� #"�"�����	  ���� < ���=' �N�������!��� � �!��$ � ���!�!������ ��

β
$

;�$
φTAG(β∗) = s

 �
β∗ ��� � �!� 	����L� ��� � � ��"!$�"�� �V� �&�9	  �� ������ �� ���

s
��� �+� ��� �� ����#� ���!�
� ��"�����$��!�C� �
�a� 	��

∗( ∗
$�� �i� �!�49:���

s
�  �"�"���� 	  ����
�#� 	����L�C��� ���9	  #� � ���! #�

β∗ $
,  ���" �  ���	���������"���� ���N? ���!���� �� ��� �� �� ��' �#� �4�  #������" ��� ���N? ���!���� ��i��� �!�N� �T9:��� 2
2�$ 	  ���"

β ∈ Vn
U
L(β) = (∗( ∗) ( (∗( ∗)

� �
L(β̃) = ∗( ∗3 $����

t
��� ����� ��"�$�"��������!�������-�  #��� �!����� ���������V� �&�9	  �� ������ �� �� ����

β1
U $ $�$

βn
��� ������' �N�����!�����0� � �)��$ � ��� ��� ���� ��

�� ����
γ1
U $ $�$NU

γm
���V$���� �i9:���

τ1(t̃) = β[1,n] ( γ̃[1,m] ( β̃
���! #"��

L(t̃) = λx[1,n]y[1,m].φTAG(t)
� �#���

xi
��� � ��"�����$���� 9:��� �� �"�"�����	� #��� ��� � ����� ��� �&�9	  ���� ���� ��

βi
���
yj

��� � ��"����#$ �!� 9:��� �  �"�"���� 	  ���� < ���
' �L���!������� � �)��$ � ��� ��� ���� ��

γj
� ��� � ��� ��" ��� �)'  �"�� � ���� ��

φTAG(t)
$

7�$����
t
��� �]��� ��"!$ "��B��� ���
	  �� ������ ����  #�#� �!��� � ����������� ���9	  #� � ���! #� �  #�#�

β1
U�$ $�$

βn
��� �!���7' �N� �!���!������� �)��$ � ��� ��� ���� ��

�� ����
γ1
U $ $�$NU

γm
���V$���� �i9:���

τ1(t̃) = β[1,n] ( γ[1,m] ( β
���! #"��

L(t̃) = λx[1,n]y[1,m]s.φTAG(t)
� �#���

xi
��� � ��"�����$���� 9:��� �� �"�"�����	� #��� ��� � ����� ��� �&�9	  ���� ���� ��

βi
���
yj

��� � ��"����#$ �!� 9:��� �  �"�"���� 	  ���� < ���
' �L���!������� � �)��$ � ��� ��� ���� ��

γj
� �
s
�#� 	����L�C� �

t
����� � ��� ��" ��� �)'  �"�� � ���! #�

φTAG(t)
$

H $ ����? � � �
β
��� ����� � � � ��� 
# �"��!����� ���9	  #� � ���! #�VU

L(cβ) = λxy.(xy)
$


 � �  R� ��
��+� ����
#"����+� ���!"����6��� ��"!$ "���� �&�9	  ���������������� ������
#"����+� ���!"���� ��� ��� 
� #"���� ���������#$ � ��" ���!����� ��� � �� #"�"������
������ &� 	 �!� ��$ ������� 	������ 1���9:��� � �0' ���!"��0� �����! #��
���� 	�"��N���#� ����� �����T9:��� 	  �� " ��� 	 "� &������"LU��� �� � ���!�� �� �6�� �����"�� "
��� ��� �N��	�����$ �� �� �����!�� ����5�� �������"���� 
#"����+� ���!"�� ��� �!��
� #"���� ���!� �#$ � ��" ���!��� 9:��� 	 � "�������� � �� �� ��" ��� 
�" �#� � ����"��
��� ��"�$�"���� ���9	  #�!�������� ������!��������
���
#����� �

L = {anbncndn|n ∈ N∗}
$

  W�� ���� �� �� �4�V� ��$� #"��
��� 
#"����+� ���!"��5�V� ��"!$�"���� �&�9	  ���������9:��� 	 � "�� � �4� ��
������ "�� "�� ������� 
#��
#��2



7T3 ����� � � ����� � � 	 �
� ����� � ��� � ���
�������/�)��� � � �
� ���
�����!� � ��� � � �
�
b "�$�"�� �����!������� b "�$�"����V� �&�9	  �� ������ ��

S

ε

Sna
CC

CC

{{
{{

a S
BB

BB

||
||

c

b S∗
na d

* � 
#"����+� ���!"�� � ���!� 
# �"��!���!��� �#$�� ��"���� ���
(Σ1,Σ2,L, S̃)

9:��� 	 � "�� � �(� ���� �� ��" � ��� ����
#"����+� ���!"��E��� ��"�$�"���� �&�9	  ��������
��� �4����? ������	 ��" 2
2�$
AΣ1 = {S; S̃}3 $
CΣ1 = {e; f ; cS}7�$
τΣ1(e) = S ( S̃

U
τ1(f) = S ( S

U
τΣ1(cS) = SH $

AΣ2 = {∗}E $
CΣ2 = {a; b; c; d};�$
τΣ2(a) = τΣ2 (b) = τΣ2(c) = τΣ2(d) = ∗( ∗2 $
L(S) = (∗( ∗) ( (∗( ∗)
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 � ���! #"��  ��  �$ ���!���#� �>� �N� ��� ��� ����� � �

tu
� ����� �4�N���=� ������
�"�� 9:���

����� � �!� ����� 	�"����N�L� ������$

�

��lWG�+-G K�� I�� G!� I ( < g$� �5BS0 � � BC0 �
〈Γ;u : α〉 ∈ S

� 
 �_^
�T4 ���U0=, �����'. � 	 6'4���� 	 � �
t
� � �������

α
� 	S,54 
 �"D[BS, ���`^ ���

Γ
���

����
 F 0�� L(t) =βη u
	 
iB��[4

S
∗
→A ∅

�

� : .7BS,54�����	�� �;BC,$� * �
S = {〈Γ1;u1 : α1〉; . . . 〈Γn;un : αn〉}

 #� �� ����
TS = {t1; . . . ; tn}

��� � ��� �L�0$������ ����� "�� ���
��$ � ��" ���!��� ��� ���-9:���

Γi ` ti : αi
��� �8��� "���� ��$��������

L(ti) =βη ui
$�* ��� � 	 � "����4� ��
�� ��� " ����� ����U  �� 	 �N��� �)� 	�	� �� ��"-9:���

�����5�����L� �������5� �
TS

�� ������� �� �4'  �"����
β
" �� #"!� �����

η
" �! �� 
����#$��  &� � �����! #� �4���N�� �����"�� "���� �!�L�+��� 	 ��"�������� ������ ��

�!��"
|TS |

 � 2
|TS | =

∑

t∈TS

|t|

�=� ��	�"�
�� ��� ����? � � ���! #���4�L� �����
TS
U �!� � ��� ���49:����� �

|TS | = 0
���! #"��

S = ∅
��� ��� �� #� ����� ���! #� ��� ����"���� �����!�#$

* � � � "�� � ����� ���
|TS | 6= 0

U ���� �" � ��� ��� ��� ���
〈Γ;u : α〉

��	�	 ��" ��� � �����4<
S
$�, ��"��:� 	  �����
������!� ��� ��� ���

t
��� ��� "����

��$ � ��" ���!�5� � �a� 	��
α
���������B9&� �

L(t) =βη u
$ � � � ��� ���!��
&��� 	������ ���N��" ��� �����!���!� ���#� ���
� ��"�� � ����"�� �!����� �W� ��9:���+� �

t
2



��� � � � �
� � � �!� �	�
� 7AE

 ����2 2

t = c
������� ��� � �#�NU�� ���������!��������� ��� "�
 
����-��� 0 � � 
 �T4�	�� �;BC, �98 0=,$�?D[BC,N4�� 	S, ����U� ��  &$ ����� ���n9:���

S →A S ′
 
�
S ′ = S\{〈Γu;u :

α〉}
$ � � 	� �� �

TS′ = T \{t}
��� ����� ���

|TS′ | < |TS |
A� ���	 �N� �f�  #� � �  �� � ����"�� � �0� �����!��������� �>� �R� 	  �����
����8��� �!�J��� � ���! #� $


 ��� 3 2
t = x

� � � ����������" ���!������ &� � � ��� � �#� 	�"!�����c� � ����� ����� � �C� ������������������� "�
 
#�!����� : 
 �3. �3, 	�� �;BC, �<8 0=,$� � 	���� 	a6�
 � $

 ���87 2

t = λx[1,n].t
′

����� � ��� � ���LU��  �� ���
t
���
u
�� ���� �� ����7'  �"����

η
" �� ���
&����U

α = α[1,n] ( β
� �
u = λx[1,n].v

$ * ��"!
�
����B��� ���!�����!��� ���� ��
� ��� �#$ � ��" �������� �� � �  �� �6�  ���� �09:���

〈Γu;u : αu〉 →a S
′ � �#��� S′ = {〈Γu, x[1,n] : α[1,n]; v : β〉}

U
L(t′) =βη v

���

|t′| < |t|
$#b ��� ����U

S →A S′′  � S′′ = (S\{〈Γu, u, αu〉})∪S′ $ * �  #� 	  #��� TS′′ = (TS\{t})∪{t′}
� �
|TS′′ | < |TS |

$
� �
	 �N������ ���������"�� 	�� ����9:��� 	 ��"��R� 	� �����
�� ����� ������� ������ ��

S ′′
∗
→A ∅

$


 ����H 2
t = at[1,n]

����� ����� �����LU 	� &��" �� &� �
i ∈ [1, n]

U  �� 	  #���
ui = L(ti)

���  �� �C�  ����+9:���
L(a)u[1,n] =βη u

$Vb��!��� �>U
〈Γ;u :

α〉 →a S
′ � ����� S ′ = {〈Γ1;u1 : α1〉; . . . ; 〈Γn;un : αn〉}

� �f�� �� �
S →A S ′′

� �#���
S′′ = (S\{〈Γ;u : α〉})∪S ′

$ * �
 ��
	� �� �

TS′′ = (TS\{t})∪ {t1; . . . ; tn}
U ���� �" �  #�
�

|TS′′ | < |TS |
$�, ��" �R� 	� �����
�� �5��� �!����� � ���! #�VU  �� �

S ′′
∗
→A ∅���E�  #� �

S
∗
→A ∅

$


 ��� E 2
tu = xu[1,n]q

	  ���" ����� �#�  �� 	�"� �N
L� ��� �����+���L����' ��&� #��9:��� 	  ���"���� � �#� 	�"������c� � ����$
�

�j�	� � � � _������/� � �

 � 	�"��N����� " ���!
# �"�� ��������U�	 � "���������� ��� ����� � ��" ����� 
#"���� �����!"������ � ��� 
# �"��!���!��������$ � ��"���� ������$�� � "���� ��� ����	������������

� ���� &�0$�"��N���
	� #�!�����69:������ ������V� � �� ���� 	 ��� ��� �� #"�������������"�� ����$�� � 	 ��" �����N���!��� "cU �>�  #	J��"������� ��i��� 0 � � 
 �T4�	 � �;BS, �98 0=,$�D[BC,54�� 	C, � � �L� ��	�	������ �!��" �!� 	�"����!��	�	  #�!��9:�V� ��� �����+�� ������������ �� #�����������
a
��� ��� ��� "����

u
U �!����� ��	� �������$��!��� �

������� "����!����" � � �!����� ��� ��� ��������� "�� ���
t1
U�$ $ $LU

tn
������� 9:���

L(a)t1 . . . tn =βη u
$ 
 ����� "�� � ��� ��� < ����"���? � " 9:���

��� �L9:� ������ �� � � ? �!��" ��
#�
L(a)X1 . . .Xn

?
= u

	  #���)
c� � ����� �� ���� ���� �� $%� ��? �]U ��� ��� "����!� ������ �� � � � ��� ����
� #"��!����� �
�V� ��"���� � �V� �����T� ���#����U��� ���� ����"�"� ����B��� �����!���N��" �-9:��� ��� ������" ��� ��� � �! #�!� ��� � ��"������L9:��������$���� 	���� �NUR����� � ����� � �#�  � � ���
����
� #"��!������� ����"!��������U���� "���� ����< �� ���" ��� �!� ��� ��� 	 ����� �� &� �� �� $
bE� ��� �(����������� 	�"��N���!��"����L��	 �NU �����! #� �a" �� &� ��������� ��� " ��� ���������!� �!� 	 "� &$���
L��� � � ? �!��" ��
�� ����� �����

λ
" �����������

�!����������"��#$n,-����� �� �� ��� ����"�� � � "� �� �+< ��� 
���
���"+����� � ���N�����#� � �� #� ����"�� ����� ��� ����� ������$����!�!�!� ��� ��� �� ���	������ �!�!�i� �
��� ��������� ����� ��� 
�" �#� � ����"���� ��� �!��
� #"���� ���!��� �#$ � ��" ���!����� $
� ��? �VU��  �� � �#� "�"� #� �%�������B9:��� ���!�������)��"�� ��� ����
� #"��!����� ��9:���
�� ���� ��� �  �� �D� ��������"��!"�� ��� ��� 	 � �#��� 	� &��"���, �����!����" �>� ��� ����� � �#$



7A; ������� � � �
� ��� � � � ��� � � � ��� � �����
��� � 	�� � ����� � ���



� �������	��

� �

� �8�:
 ��� � � ��� � 
 ���
λ �

� � � � ��� �8� ��� � ��� �


  �� ��� �� �������� � �� #� � �R���#� � � ��	�� ��"���	 "!�����L��� ���LU��>� ��� ����� ����� ����
#"���� �����!"�������� ��� 
� #"���� ������� �#$ � ��" ���!�����������
� ��	 �N�C� ���(�L9:� ������ �� �(����� � �!�

λ
" � �����N��� �!����������"��#$ 
 � � � ��	 � ��"�� � 	  �� "8$��������6�� �����"���"(9:������� "����� ���� ���� �� ��� � ���

�L9:� ������ �� � ��� �4�������T���#$���� ���4��� ������� ��� "������� &� 	 �!�N� �!�!�#$
, ����� 	�"���� ���!�N��� ���cU �!���D�L9:� � ���! #� ��9:������ &� � ������ �� �(������� ��� "��� �������	�	���������� : F 0 	�� �;BC,54 � �hH 
 ��� 	�� �BA������D�c9:� �W"

���� �� � ��� �  �������� � ��� ���(����� ��� �  ����R�����89:���4� ��� �8��� ���N���7� ���B���N�=$�"����-9:��� �!��� �  ���	  #����$
�� �� � � �� #� �f������� ����� ���
�L9:� ������ �� �6����� ��	���� � ���N� "�� � ������� ���0/ ,-�J.�1GH#�W3>U � �������� &� � � � 	�"������ ������"� #� �E����� ��� � � � ��	��!��"��09:��� ������"!���)���!�������
 �$ ��� �R� � 	  ���"����

λ
" ����������� ���!��������"�� ����� 	 �!�L� ����� �a� 	 ��$

, ��" �����!���N� "��LU �!�D?�� ��"���
�� ��� 	���� � 
&� ����"����!�L� ����� �>� � ��� ? � � ���! #� � �L9:� ������ �� �  
� ����� ��� �  ����R����� 	��L�������#� � �# ���"n�����
 � ��� "�"�� � � ���(������� �!����� �N�������N�0$ "���� � �  #��������� 	�"� �$���
N�����D���!�J� ����� 	� &��"E� � �� &�0$�"��N� �����8'  #"!���������

λ
" � ������� � $

* � "!���  #��� ���! #�@��� �L9:� ������ �� � �!����� �W� ��9:����� � � ���� ��=$�"��N� ����� ��	�	������ � ���! #� �5����� ��� �����  �� ��������� � ��"������������������5� �
���
"���� ����"�� ��� � � ���L�  #� � ��" � ���� ��]U7<
���
	 "� #
�" �#� � � ���� �� � � 	 ������������	 ��" ��� '  �� �!���!� � � �  �N����� ������$%� ��� � ���

λ
"

� �����N��� ������	����N��� ��� �a��	 ��U���� ������?���� ���� �� ��� �6����� ��� �#$���� �#� 	 "��L� ��� "� �" � "�� / 5E� �92>;W3>U � �����E� � � ��� ��� �����������T���#$ �!�0<
	 ��"�����"4���������  ����  #"���"�� / .� �� F�2 3 $ �6� ����� �#��? �!��" ��
#������� � ��� �����������>U ��� �������T���#$������ ��� � �����0���L�  #����"�� � 	  ���"��!�
	�"��N���!��"LU ��� � ���� #��� / 5E� �92>;#3>U �!� ��"� �������
L� �C/ �� Wd �-HW3 � � �!� 9:� � ��"���
N���� �" � "��C/ , ����1�1c3 $ 
 � 	 � ��� �����LU ��� � ��� ��
L� �
 �" � "��6/ *  ���1-7c3 U����D? �!��" ��
#�D� ��� � ���

λ
" ����������� � �� R�����! 

β
� ��� � ��������� ��� �#$���� � �� ������� 

βη
U�����	�"� &$���
N������� � �� &�
	  ���" �

 ����#� "�����$ 
  ���	 ��"���< �� ���� ����� 	�"� �$���
N�����LU ���D? � ��"���
�������� � �!�
λ
" � ������� ���!����������"�� ��� �B����	�"� �$���
N���E� �D?�� ��"���
�� ��"�
��

�� #�#��"����!���cU���� � � " ��	�	�"� � ��� 	 ��� �����@? �!��" ��
#� ��� ���������#� �������� #������� ��������� ��"�$�"��+9:���+����� � �����B����� ���!�
λ
" �����������

� ����	����N��� ��� �a� 	J�#$ 
 � 	 � ��� �����LU ��� � �!� � � "�� ��� � � ���!�L��� � �������!� � "��������� #���� �� "�� � ����"���	�"� �$���
N������� � ?�� ��"���
����
	� #��� ��1&��������� ��� 	�"� �$ ��
L� ����� ��? �!��" ��
#�59:�����>�  #�
� � ����� ��	 �#� "!���  &��� "�� ��� ���N��	 ��	  ���� ��1�������� $
�  ���� ������ �� � ��� ��, ���(���N�� �����"���"-9:���4� �6��������
 "���
�� ��� " �������!��?�� ��"���
��E����� � ���

λ
" �������������!���������!"�� ������	����N��� ���

�a� 	J����� �6�������T����$��!��� � �E,B" �  ���	������LU����49:�����4�L� ��� ��� �E�����������E��"��#� ����9:���L� ����������� 	 �!��?���� ����	�"� �$ ��
L� ��"���� ���
�E,f" �� &��	��!� ��$ � � 	  �� "��!����� ����� 	  ���" �)� �!� � ��� ������� ���� �� ��� ����� �=����� �=/ ,-��.�1GH��W3 U��  �� ��� �� #� �� �$���� �R�@9:��� 	  ���"
�!�
λ
" � �����N��� �����  �����@< ��� �! #
��T9&� ���!����������"��������!���!���� �� ����� ��� ����� � ���!�#� � � �0� � ���!	������ � ���!�#��U �!� ? �!��" ��
#�@� �N���L��"���� �

����� ��� �#$�����U�� �������!��" �� �� ��9:��� ��� 	 "� &$���
L���=� �����!����� 	�"� �$���
N��� � � �E, 	  ���"��R� 9:������� ���N�0$ "�� � � � "� ��!��� � �
��� �L9:� ������ �� �  #� � �� �� �('  #"!��� �� #"!� ������U �  ���� �!���� ��i9:��� ���N�=$��!���#������� � ���!��"�� ���!� � � 	��L� �  �����" ����
����������#$
�6� ����� ��� �!�
	 ���f9:��� �� ����  ������	 ��U ����� 
�" �#� � ����"���� � ���!��
� �"���� ���!��� �#$�� ��"���� �����LU �>� � �!��� �����0? �!��" ��
�� �E��� ����	 �#� �

	�"� #'  ��J���)� "����C����� ��� �#$����!�!�!� �������
�  ���	������ �!�!� � � �!�L��"���� ����� ����U7� �����6��
#���!�L� �������!��" �!�����+� ���� �� ����9&� � �  �� �
�����! #� �(� ����������� " 	  �� "�� � � ��"������ ����� "������������ ��� ����� � �#$

� ���
λ 

_8^���_8�	� � ��� ��^�� \;� �2�N��% ���E�����=[ [��7% �

� ��� ����� � ����	 "��L� ��
 "���	 ��"�������U �� &� �������� �� �(�� �����"�� "�9:��� �����D�L9:� ������ �� �����6?�� ��"���
�������� � ���
λ
" � �����N��� ���!��������"��

� ����	����N��� ��� �a� 	 � ��� ���������T���#$������ � 	 ��� � 	�"���� ���!�N�����#� �E,f" �� &� 	 �!� ��$ 
 � "����!���!����� ��� �!�5�� �����"���	 ��"-, � �!���!	 	���� �
.�"�  ���������� ��/ ��.�1&1��c3 $

������� �#��	�"���������$�����U �� �� � ���!�� �� �4?�� � "�9:��� �T9:����� �  �� �����#���! #� �49:��� �� &� ��	���"!��� � ��"� ����6� ��������	���� ?�� " �!������ #"
�������� �� ��$�* ��� ��� "�� ���09:��� �  �� �0���!�J� �!��"� #� � ��� "� ���� �� #� � ��"���� � � �!��"0� ��� ���!
#� � ����"��

Σ
�  #������� ���cU �#? � ��� � � � ��� "

��� � �� ���"8<0��� "���"����)� � �!�L�������T9:���N��� ��� �!��� �  ������N� �����LU��� �� � ������ �� � �� #� � �T����"���"89:�V� < � � �&9&� ����� �� #���R��� � �D< � � ��9:���
� ��"�����$��!�� #� �#���� ����� ��� �a��	 � � ����� ���!� �� �"���� 9:�V� ���B� �C��� �� &�0$�"�� ����? ��� ���0������ ��=$�"���$���� �V� ��� �� #���R����� ���0� �

7'2



7AF ������� � ������� ��� � � ���
��� � 	�� � �����
λ � ��� ��� � � � � ��� ��� �
�

� ��"����#$������ 	  ���" � ����9:��� �a��	 �
IΣ

$�� �C� ���!���������#� � ��� ������ �� �#� ������ ��VU �� &� � 	� &���� #� �LU:�4�L� ��������� ����"!�����V� ��� � 	����
� �! ��NU �� ���� �T��� "�� "�9:�V� ��� �C��� �a� 	�� � ����9:���#$]`  �� � ��� �  ���" ��� � � � � � ��	 � ��"��&U �� �� ������"���"� #� �

ρ(t)
	� &��"0����� ��
�����"

ρ(α)
���
t
��� �4� ���a� 	 �

α
$

� QTX���� I.� G!� Q (#� * ,$� : F 0 	�� �;BC, � �WH 
 ��� 	 �
� �'4���0=, � � 	 � � � � � �����'. �$4 � � �������
α
,	B�� : �

t
?
= u

��� � ��
 
 � F 0�� u �$4��
�E0 � � I , � � � �<8 0=, � � ��
 
 � : F 0 	 � �;BS, F 0 8 ��
 
 � 	
�5BS0 �?4�B�
 0 � �;BS, σ 4�� 
 �Y4'0 � �NB���� � � σ ,$�VD[BC, � ����, � F 0�� � �$4��3,	D[BC,),N0��$4���h4��

t.σ =β u
�

* ��� "����!���!��� � ��9:��� �!���!�#� ��� �N� ����� ����� ��� ����� ��� � 	 �N���!�!� �#��� �L9:� ������ �� ��� ��?�� ��"���
��5�  ���� �! 
βη
" �� �� �#� " � �� �� $

bE? �C� � 	 "� &������"(9:�����!��	�"� �$���
N������� ? � ��"���
��5����� � ���
λ
" � ������� � �����������!"�� ������	����N�����#� �a� 	 � ��� �E�������T���#$��������

�4�L� � �4,f" �� ���	������cU��� &� �������! #� � 	�"� ���L��� " � �i� �L��� ���N��	 � 2
2�$������ ����� 	�"��N����� " ���L��	 ���� &� � ������ �� �D$  �"���� "������� &�0$�"���� ��	 ���4� ��"!�c��� ������ �� ����� ���������!"����D<���� �  �"������!��"

��� ���� ��C��� ��� ����"!��� � ��'  ���� ���� ��C� ��� �a� 	������ ����"��L����� 9:�V� �!� �  �������� ���]A
3 $������ �E��� � ���� ��J� ���N��	 � �� ����������� �� ��$  �"�����"����������!���!�=��� � � ����"!���

t
���C'  �� ������ �� � �

u
���5� �

n
���  ��������!�

	 ��" �����!���N��" �D9:���
t
n
→β u
  &� � � �����%$  �"������f9:��� �� &� � ������ �� �n��� �#$�����" �  #�#� 	  �������1��������!���NU �� &� � 	  ���"�"� #� � � � ���L�����!"�� �!� "����!���!��� ��$�* ���� &� �

��� ����� �� #� ���!��" ��� � �������N� ��" � ����U���� ��� �E9:�V� � ���!� ������" ��� ��	  #�������
	�"� �$ ��
L� ������? �!��" ��
#�5� ��� � ���
λ
" � �����N��� ������ � ����<

������ �
��T9:�����!���������!"�������� � ��� 	  ������������ ���!��� ���49:�V� � ���!� 	 � "�� � �4� ���� �����"�� "�9:�V� �!� ��� ��� ��� ���4, $
�� �� � �����! #� � �� �� �D��� �#$  �" ����� "���? � "(9&� � ���  �� 	��L� �8� �
	  #"���" ������ &�0$�"��4� � 	 ���8� ��"��L����� ���� �� ����������������"����B<����

�  �"������!����� ���� ��C��� ��� ��� "�� �����C'  �� ������ �� � �����a� 	 ���E� ��� "��L� �N��9:�V� �!� �� #�#���!������$�,  �� " �������� #�i����? � � �5����� �� #"!���
	  �� "49:� ��������? ��" ��� �� &��	��!�N� � �����V� ��� � ��	�	������ � ���! #� $

� QTX���� I.� G!� Q ( < � � 	S, � � BC,N, : 4 � ��0a^ �����'. �$4
t1
���
t2

����
L4 F 0�� t1 	 �NBC0 � �������
α ( β

���
t2

	 �5BS0 � �������
α P BC,,EB����

%(t1t2)

 	 D[BS. � 
 �`^
� � :�� ��
 8 	�� � 
 �;D 	�� �;BC, � �

t1
]
t2
F 0 � �$4�� �a: HX,���� � 	��Od

%(t1t2) =

{
ρ(α ( β)

4��
t1 = λx.t′

0
4��3,	BS,

* � '  �� ������ ��
%(.)

�� ���� 	���"!������� � ���N? ����"������ 9:� ���#��� ��� 9&� �f� ���)� "�� �!���� &�0$�"�� � ��	 ��������������������"�����	  �� "
"��L�����!"������ ����"!����$

� QTX���� I.� G!� Q ( IJI ,c,EB����
µ(t)


 	
D_BS. � 
 �_^ � � : � ��� : � 0ND�� �;BS, � 0 �����'. �
t
�a: HX,���� �3, � 0ND�� � � �$. �$, � � 	��"d

f �
µ(h) = 0

4��
h
�'4��h0=, � ���'. ��	 �RBS. � F 0��

� �
µ(λx.t) = µ(t)� �
µ(t1t2) = %(t1t2) + µ(t1) + µ(t2)

;�� ����"!���
t
�!��" �!�c9&� � �  #����	�	 �!�T9:��������� �)��$ � ��� ��� ���� ��

σ
�� ��!� ��� �� #"!���

µ
��"� 
8���"�� � ����� �

µ(t) ≤ µ(t.σ)
�6���

����� 	 �!�D' ��� �89:�V� ����� �!��$ � ���!�!������ ���	��L� � � "!��� "f� ���� &�������#��� "��L����� $�������� ��� � ��� ��"� ���������� � � 	 �N��� ����"��D� �
	  #"!��� 	���"
��� �a��	 �6����� ��� "������89&� ��	 ��" ����� �!	 � ���D< ��� �!��$ � ���!�!� ���! #� ��� �!���� ��=$�"��4���  ������"�"�� � � �E9&�]�  #�#�D�������

t
����� �!���� �� �:� ���

 &� �!��� � ��"�����$������ ��� �  &� ������� � �
σ
$D* ��� �!�L�+����� �)� �!� ����� � �� #�#� �  �� � �� �������" �����@���7	  �" � ���! #� 	�"���� ����� � �

�>� ��� � "� #�������N��� ��� � ����"��
µ(t)

���
µ(t.σ)

$%;���� 	�"��N����
 "�� ��	�	 �!��� ������ �� � � � � ���N� ��� � ��"��i��� �� ���� 	 � "�� � � ��"�� ���
$  �"�����" ��� �� &�0$�"�� � � 	����0��� "!�c��� ������ �� ����������������"�����< ��� �� �"�� ��������� ���! #� ��� � � ����"!����$n; ��� � ���� #��� � ��� " �i� �
� �7	  �"�� " ��� �����!���!�+��� ��� ����"!���09:���>U�� ���������)��$��]��� � �)��$ � ��� ��� ���� ��]U �  #� ��� � "��L�����!"���< ��� �#� ��"�� ���������]� �
	  �"�� "����
� �����!��� ��� ����� �  #�������� �� �V� ��� �+�c9:� � ���! #� � �=? �!��" ��
�� �����  #� �  �$ ��� ����" ��������� ��� �#$����!�!�!� ��� 	�"� �$���
N��� � �+? � ��"���
��
� $

 � � ��� � ���� #��� � ��	�	������ � ���! #����� �������N� ������� � �5' ��"��+$���� � � ����� �����i9:�V� ������'  #����9:������ &� ���#� "� #� �D��� ����< $���� �
��� � �L��� ��
L� ��� ����	 ��� ���� ���"������N� ��" � ���#$

�8h'*@* h Q (#� g B ����, �
t
0=,

λ
2 �����'. � 
 �3, : 	 � � � ���

σ
0=,$�V4'0N6$4�� � � 0 � �;BS, BC, 	 	 
iB��[4

µ(t.σ) ≤ µ(t) +
∑
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∑

X∈D(σ)

|u|X(ρ(X) + µ(σ(X)))

≤ µ(t) +
∑

x∈D(σ)∩FV (t)

ρ(x) + µ(σ(x)) +
∑

X∈D(σ)

|t|X(ρ(X) + µ(σ(X)))


 ��� E 2
t = yu

� � � ����������" ���!������ &� � � �����E���N��� 	 "!�����L��� ������$

 ���8; 2

t = u1u2
� �
u1 6= Y

���
u1 6= y

 �� �!��	�	  #���=9:���
u1

�V� ��� ��	����6����� ��$ � ��" ��� ���! #� � �>� ��� ��"���� ��� � �+���N�� #�#��"��+��� �����+��������
 "�� �������������!"�� ��� ��� �����
� �#�  #�  �$ ���!���#������"!���)� � � � � �� &�+�����!��� ��2

µ(t.σ) = µ((u1u2).σ)

= µ(u1.σ) + µ(u2.σ)

≤ µ(u1) +
∑

x∈D(σ)∩FV (u1)

ρ(x) + µ(σ(x)) +
∑

X∈D(σ)

|u1|X(ρ(X) + µ(σ(X))) +

µ(u2) +
∑

x∈D(σ)∩FV (u2)

ρ(x) + µ(σ(x)) +
∑

X∈D(σ)

|u2|X(ρ(X) + µ(σ(X)))

= µ(t) +
∑

x∈D(σ)∩FV (t)

ρ(x) + µ(σ(x)) +
∑

X∈D(σ)

|t|X(ρ(X) + µ(σ(X)))



H:1 ������� � ������� ��� � � ���
��� � 	�� � �����
λ � ��� ��� � � � � ��� ��� �
�


 �#� 212
t = λx.u

 �� � ���� �" � 2
µ(t.σ) = µ((λx.u).σ)

= µ(λx.(u.σ))

= µ(u.σ)

≤ µ(u) +
∑

x∈D(σ)∩FV (u)

ρ(x) + µ(σ(x)) +
∑

X∈D(σ)

|u|X(ρ(X) + µ(σ(X)))

= µ(t) +
∑

x∈D(σ)∩FV (t)

ρ(x) + µ(σ(x)) +
∑

X∈D(σ)

|t|X(ρ(X) + µ(σ(X)))

�

* � ���N� ��� �)� �!� �����6���N�� �����"���9:��� ��� �� #"!���
µ(.)

������"� 
8���� ��"���� ���N��� ��� � �#�������
β
" "!�c��� � ���! #�VU�� �09:���V' ��� �5� �

� ���������� #"!����������� �
	  #"������� ������ �� ��=$�"���� ��	 �#��� ��"��L��� ������ �� ����� ���������!"����(<���� �  �"������!����� ���� ������ ��� ��� "�����$

�8h'*@* h Q ( < g$�
t1 →β t2

	 
iB��[4
µ(t2) < µ(t1)

�

� : .7BS,54�����	�� �;BC,$� 
 � ���N� ��� � � 	�"� ����#� 	���"�������� ������ �� �)� "������ ��"�� � ����"����!� �#� �W� �T9&� �����
t1

2

 �#��2�2

t1 = λx.v
����� ����� �����LU

v →β v
′ ��� t2 = λx.v′

� ��2
µ(t1) = µ(v)

< µ(v′)
	 ��" �R� 	� �����
�� ���V� ������� ������ ��

= µ(t2)


 �#� 3�2
t1 = v1v2

��� ����� � �5� ��������� ������">�4�N��� � � ��"� #��� �� �� �)" �������  ��
�� ���� " ��< � � �&9:���E'  #���
α ( β

���
α
����� �a� 	���� "�����	���� ��� ' �D� �

v1� �
v2
� 2

2�$
v1 = λx.w1

� �
t2 = w1[x := v2]

��� ���! #"��
µ(t1) = µ(v1)+µ(v2)+ρ(α ( β)

AN� �����
µ(t2) = µ(v1[x := v2])���4�V� ��	�"!
�� �!�����N� ��� H $�2

µ(v1[x := v2]) ≤ µ(v1) + µ(v2) + ρ(α)
���4�  #� �

µ(t2) < µ(t1)3 $
v2 →β w2

� �
t2 = v1w2

���! #"�� 2
µ(t2) = µ(v1) + µ(w2) + ρ(v1w2)

< µ(v1) + µ(v2) + ρ(v1w2)
	 ��"��R��	  �����
�������� �!����� � ���! #�

= µ(v1) + µ(v2) + ρ(v1v2)

= µ(t1)

7�$
v1 →β w1

U
v1

�]� ��� � 	����B� ���
λ
" ��$ � ��"��#� ���! #� � �

t2 = w1v2
$�� ����� ���! #"��B���N����	� �������$��!���!�!���%2� &� $��!���

w1
��� �

�����
λ
" ��$ � ��" ��� ���! #�  &� $���� �

w1
�V� ��� � 	����������

λ
" ��$ � ��" ��� ���! #� $#� ��� � ��� 	 "��L� ��� " �����

v1 = (λxy.w′
1)w

′
2

U
w1 = (λy.w′

1)[x := w′
2]
U� �� �)� 	�	� �� ��9:���

λxy.w′
1

��	  �� " �a��	 �
β1 ( β2

����2
µ(t1) = µ(v1v2)

= µ(v1) + µ(v2)
� 	�������9:���

v1
�V� ��� ��	 ���D��� �

λ
" �#$ � ��" �������� ��

)

= µ((λxy.w′
1)w

′
2) + µ(v2)

= µ(λxy.w′
1) + µ(w′

2) + ρ(β1 ( β2) + µ(v2)



� � ���
λ � ��� ��� � � � � ��� ��� �
� � � ��� ����� ��� � ��� � � H�2
� �����  �� �+� 
������N��� ����9:��� 2

µ(t2) = µ(((λy.w′
1)[x := w′

2])v2)

= µ((λy.w′
1)[x := w′

2]) + µ(v2) + ρ(β2)

≤ µ(λy.w′
1) + µ(w′

2) + ρ(w′
2) + µ(v2) + ρ(β2)

�!�L� � � H�$�2
= µ(λxy.w′

1) + µ(w′
2) + ρ(β1) + µ(v2) + ρ(β2)

< µ(λxy.w′
1) + µ(w′

2) + ρ(β1 ( β2) + µ(v2)

= µ(t1)

* �
w1

�]� ��� � 	 �#�D�����
λ
" ��$ � ��" ��� ���! #�VU ���� �" �  �� 	�"� �N
L� ��� �����+���L����' ��&� #��9:����� ��� � ����� ����9:��� 	�"!����
c� ��$

�

�  ���� �#� �� #� �B� �6$� #"�����" 	 ��"-��� 	� #��� ��1&� ���!� �� ��=$�"��6� � 	 �#�8� ��"!�c��� � ���! #� ����������������"����f< ������ �"�� ��������� ���! #�
��� ��� ��� "������ ��	 ��"��T< �  �� ���#� ��� �# �� � ��� 	�"��N����
 "�� 	���"������5� � �� ���"������!�J� ������? � ��"���
���������� ���

λ
" � �����N��� ���!��������"��

� ����	����N��� ��� �a� 	J�#$ �  &� � ���!�� �� �%� ���!������� �����f$  �"���� " ���='  #������ �� � �
n
���-� �����������!���!�E���

u
��� � �����!���E� � �� &� � ����"!���

t
�����%9:���

t
n
→β u

$ �  &� � �����! #� ���  �� ��� � � � "�	 ��"��� #�!"��� &�+�����#� ��� �����!�����=��� ������� "���� � ��"���� �� �� � ��� ��, ������� �����
�)��$ � ��� ��� ���� �� $

�-h'*@* h Q ( I g��
t
���
u
4�BS, � � �'4

λ
2 �����'. �'4 
 �3, : 	 � � �$4 ����4��

x ∈ FV (t)
	�
 B��[4

|t[x := u]| = |t|+ |u| − 1
�

� : .>BC,54���� 	�� �;BC, � � � 	�"� ��
L����	���"�������� ������ �� �)� "������ ��"�� � ����"����!� �#� �W� �T9&� �5� �
t
2


 ����2 2
t = x

���! #"��
t[x := u] = u

���4�  #� �
|t[x := u]| = |u|

U� #"
|t|+ |u| − 1 = 1 + |u| − 1 = |u|

$$� � � �  �����$��!��� ��� � 
������ ���
|t[x := u]| = |t|+ |u| − 1

 ��� 3 2

t = t1t2
�  �� ���

t
��� �����

λ
" ��� "�� � �!���������!"���U �  #� �

x
�C�����  � �N��"�"���� ��� ����� �

t1
� � �V� � � � 	 �#������� �

t2
U �  #� �

x
�C�����

 � ��� "�"�� � � �5� ��� �
t2

� � 	���������� �
t1
$ 
 ����� �N��� � �#�D��� ����� �)�R� ����"��T9:�����LU �� ����������! #� � �� �� ���  ������������ "E��� ��"���� ��� "

�!�������  �
x
� �����  � �N��"�"���� ��������� �

t1
����	 �#������� �

t2
$������ ��� ��� ���

|t[x := u]| = |(t1t2)[x := u]|

= |t1[x := u]|+ |t2[x := u]|

= |t1[x := u]|+ |t2|

= |t1|+ |u| − 1 + |t2|
	���"��R� 	� �����
�� ����� �!�J��� � ���! #�

= |t|+ |u| − 1


 ���87 2
t = λy.t′

����� ����� �����  #� �
2
|t[x := u]| = |(λy.t′)[x := u]|

= |λy.(t′[x := u])|

= |t′[x := u]|

= |t′|+ |u| − 1
	 ��" �:� 	  �����
�������� �!����� � ���! #�

= |λy.t′|+ |u| − 1

= |t|+ |u| − 1

�

�  ���� 	  �� �� ����-� ����������� ����� �# ���"(9:�����!����� �� ���� ����� � ��"���� ���� ����8� � �����!�����5��� ��� ��� "����59:��� � �)��$��7�����5������	���� �
β
" "!�c��� � ���! #� $



H'3 ������� � ������� ��� � � ���
��� � 	�� � �����
λ � ��� ��� � � � � ��� ��� �
�

�8h'*@* h Q ( Q g$�
v1 →β v2

	 
iB��[4
|v1| = |v2|+ 2

� : .7BS,54�����	�� �;BC,$� 
 � ���N� ��� ��� ���N�� �����"�� 	 ��"��!�J��� � ���! #� �)� " ��� � ��"�� ���!��"�� � �
v1
$25 �>� �N����� 	����� �� ��� � �#�  �

v1 = (λx.t)u
� �
v2 = t[x := u]

U �� �� � ����� � ������ ������ ��� �� #� �)�c9:��� � � ����� ��"���� ������� � �>� �R� 	  �����
���� ��� ��������� ���� �� $
������� ����� �#� 	 ��"�������� �!��� "cU �����  �� � ��� ���� �� ��� �D� ��� �� #� �)�c9:��� � � ��� �!"������������ ���N� ����	�"!�����c� � ����$

�

�8h'*@* h Q ( V g$�
v1

n
→β v2

	 
iB��[4
|v1| = |v2|+ 2n

�

� : .7BS,54�����	�� �;BC,$� * ��"����!���!��������� ��� �!�L� � � �������N�� #�#��"�� ��� �!�!��"������ ��� �!�L� � ��	 "!�����L��� ����$
�

�8h'*@* h Q ( � � � 	S, � � BC,), : 4 � �$0a^
λ
2 � ���'. �$4 
 �3, : 	 � � �'4

t1
���
t2

����
L4 F 0�� t1 ∗
→β t2

BC, 	 d
|t1| − |t2| ≤ 2(µ(t1)− µ(t2))

� : .7BS,54�����	�� �;BC,$� � � �!�
	��LU 	� &��"D�� �����"�� " �����!�L�+���&U�� � "��N� ��"�9:����"89:��� ���
t1

n
→β t2

���� �" �
µ(t2) ≤ µ(t1)− 2n	�������9:����UB< � � �&9:��� 	 �#� � � "!�c��� ������ ��VU ���@�����!��"��

µ(.)
������"� 
8���� ��"���� ���L��� ��� � ���N� ���MH�$ 3
� $ � � ��� �!�L�+���)H $4E

	 � "������8��� �� ���������"���9:��� ���
t1

n
→β t2

���! #"��
|t1| = |t2|+2n

$�* � �� �������� � �� ����!��� � ���
|t1|−|t2| ≤ 2(µ(t1)−µ(t2))

$

�

��lWG�+-G K�� I�� G!� Q (#� � � 	S, � � BC,), : 0=, � �_Ba6�
 .$. � � �YH 
 ��� 	 �
�
t

?
= u

� BS, � 
 �$4 �3,ED[BC,N,)0��'474�BC, �
{X1; . . . ;Xn}

���
F 0 � 	 � . ���W0=,$��4$B 
L0 � �;BC, σ 	 � �[D σ(Xi) = ti

���
ti
4�BC0M4 @$B��'. �1,	B��'. 	�
 ��	 
iB��[41d

n∑

i=1

|ti| ≤ |u|+ µ(t) +

n∑

i=1

|t|Xi
ρ(Xi)

� : .7BS,54�����	�� �;BC,$� 
  &�+���  �� 	��L� �LUB��� ��	 "!
�� ��� �!�L�+���)H $43�U �� #"!� ���!��� ��" �� �� ������"!��� � � ���L� 	���	� #��� ��1&� �����>U
������� 	 � "����=��� 
������ " �����!�!��U  ���	 �N� � �)� 	�	� �� ��"69:���

u
��� �6� � ����"!��� �� �� �E'  �"���� �� �"�� ������$ * �

σ
��� � �  #�������� �� ���

	 "� &$���
L����� ��? �!��" ��
��
t

?
= u

���� �" �
u
��� � ���+'  #"!������ #"!� ���!��� �

t.σ
$'�=� ��	�"�
�� ��� �!�L� � ��	 "!�����L��� ���LU

|t.σ| − |u| ≤
2(µ(t.σ)−µ(u))

UW� ����� �� &�+���
u
��� � �  &� ��'  #"!��� �  �"������!�&U�� � ��� "�� � ��� �  �������� ��� 	 ���n� � "��L���������f�  ����

µ(u) = 0� �
|t.σ| − |u| ≤ µ(t.σ)

$#�0� ��	�"�
�� ��� ���N� ��� H $�2�U
µ(t.σ) = µ(t) +

∑n
i=1 |t|Xi

(µ(ti) + ρ(ti))
$ 
 � 	 � ��� �����LU �  &� �

�>� �:� 	  �����
����@9:���
σ
��� � � ��� �!��$ � ���!�!� ���! #� � � '  #"!��� �� #"!� ������U

µ(ti) = 0
U8����	���� �

ρ(ti) = ρ(Xi)
��� �  #� �

µ(t.σ) = µ(t) +
∑n

i=1 |t|Xi
ρ(Xi)

����2
n∑

i=1

|ti| ≤ |t.σ| ≤ |u|+ µ(t.σ) ≤ |u|+ µ(t) +
n∑

i=1

|t|Xi
ρ(Xi)

�

* ��	�"� �	  #��� ���! #��	�"!�����c� � �����E���N�� �����"��49:������� ��� �N� ��� ���E� ������ ���� ���� ��VU#� ���!� ��������� �����!��� 	  ���� ��1����������4������� �!���
�� ����������8��� 	�"� �$���
N���#$ � � 	���� �NU��� &� � � �# �� � �R� 9:�����&� "�� ?�� "-9:�V� �������!��$ � ���!�!������ �� ��� � �� ���� ���! #� ��� � ���4�c9&��� ���� ��
���=?�� ��"���
�� ��� � 	  �������1�������� $#� � � ����� �L��� �� #� � ��� � � ���! #� � � ��� ����9&� � ��� 	 "� &$���
L���+���@? �!��" ��
��+������� ���

λ
" � �����N���

�����������!"�� ��� �E��� 	�"� &$���
N����� � �E, $
,  &��" �� ���"�9:�����!�+? �!��" ��
#�+����� ���!�

λ
" ����������� �����������!"�� ����� 	 �!�L� �������a��	 ����� � �E,f" � � 	 � �!����U �!� �!�
	������ �������!��� ��"

� ����"!�c��� � ���! #� ��� �+�c� ��� ��� ����� � ��� 	�"� &$���
N���=��� 	�"� �$���
N��� � �=? � ��"���
��+����� ������� � � �
8������6��� ����" ��� ��
 "����6�  ����
������� b ��
#��� �!� / b � 
AF�1W3 � ���L�� �����"��������E,f" �� &� 	 ��� �!��� �#$ � ����� �� &� � ������ �� �4� �����!����� "4� ��������� �����T9:���0� � , ��"��������
	  �� "6���L�  #����"�� "E9:��� ����? �!��" ��
������ ���4,f" � ��	 � �!����$ 
 ������������� �����T9:������ &� � 	 � "������ ��"�� �� #�#��"���"E9:�����4�N���0����� �
����� ����� ��"�
�������� 	 �!���NU ����? �!��" ��
������ ���E,B" �  ���	�������$
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� QTX � � I���G�� V (#� � � 	S, � � BS,N, : �>0=,$� : F 0 	 � �;BS, � ��H 
 ��� 	 �
�
e P BC, � � � F 0�� e 4 � � : � 0 � � ] 
 	 � 	 � � � (S, σ) P D�� F 0��
 8 BC, ,	B � �

e →eq (S, σ) P B�� S �$4��h0=, �$,N4 �$.>6�
 � �98 : F 0 	 � �;BS,54 � �hH 
 ��� 	�� � ��� σ �$4 �W0=,$��4'0N6'4�� � �G0 � �;BC, P 4��hBC,�����0 �0 � � 
 �T4 ���U0=,$� � �$4 �+./� 
 �$4 � � 
 	YH �a0 � � ! � f �NBC0 � ��� 	C,N43@$B �'. ���
e
�

� QTX � � I���G�� V ( < � � 	S, � � BC,), : 4�0=, ��,54 �$.>6�
 � �98 : F 0 	 � �;BS,54 S ���-0=, �A4'0N6'4�� � �G0 � �;BC, σ P BC, � � � F 0�� (S, σ)
4 �
� :�� 0 � �]

(S′, σ′)
4�� � 
 �_^ �T4����

e ∈ S
����
 
 � F 0�� e→EQ (Se, σe)

���
f �
σ′ = σe ◦ σ� �
S′ = {f |il existe f ′ ∈ (S\{e}) ∪ Se telle que f est la forme normale de f ′.σe}


 ��� ����
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=βη
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EA3 ������� � � �
��� � � � � ��� � � � ����� 	�� ��� ���
��� � 	�� � �����
λ � ��� ��� � � � � ��� ��� �
�

� �' JP�h:K+mnh�� �#*,+%P%�0X%O-&�I�� G!� S

at1 . . . tn
?
= au1 . . . un →eq ({t1

?
= u1; . . . ; tn

?
= un}, Id)

λx.t
?
= λx.u→eq ({t = u}, Id)

� �' JP�h:K+mONP�%*?� I�&�I�� G!� S

Xt1 . . . tn = au1 . . . up →eq ({X1tQ1 = u1; . . . ;XptQp
= up}, [X := λx1 . . . xn.a(X1xQ1 ) . . . (XpxQp

)])� �#���
(Qi)i∈[1,p]

	���"����!���� ��C� �
[1, n]

��� 	  �� " �� ����
i ∈ [1, p]

U
Xi

��� �E�������� &�������!��� ��� �  ����R���#$

Xt1 . . . tn = λx.u→eq ({Yxt1 . . . tn = u}, [X := λxx1 . . . xn.Yxx1 . . . xn])� �
Y

��� ����� ���� ����#� ���!� ��� �� #���R����$

� �' JP�h:K+mnhY+�lWG��ch:O�I���G�� S

Xt1 . . . tn = u→eq ({tk(Y1tQ1) . . . (YptQp
) = u}, [X := λx1 . . . xn.xk(Y1xQ1 ) . . . (YpxQp

)]) 
�
(Qi)i∈[1,p]

��� �E������	���"����!���� ��C� �
[1, n]\{k}

��� 	  ���" �� �� �
i ∈ [1, p]

U
Yi

��� �E�������� &�������!��� ��� �  ����R���#$

�	��

� E $�2�� �6��?���� ���! #�i� ����� "�� ��� ���! #�
→eq

����� ��� � ���6� �4- " �����

�8h'*@* h V (#� g$�
e→eq (Se, σe)

���94��
σ
�$4��94�B 
L0 � �;BS, � � D�� 	 D$0=, � � �$4 : F 0 	�� �;BC,N4 � � Se 	�
 B��[4 σ◦σe �'4��-4$B 
L0 � �;BC,� �

e
�

� : .7BS,54�����	�� �;BC,$� � � �!�
	��D� �����L�  #����"�� " ����������	�"� �	�"���� �!� 	� &��" � ������� ���6� ��� "!
�
������(9&� �7����? ������� ���#� ��� "�� ��� ���� ��
→eq

$�� � �L� ��
��!������� 	 �!�L� �����4��� � , ��� ����� "E� ���
β
" "!�c��� ������ �� � 	  ���"� &$ ��������"E< � ����9:���5'  ���� �!��"����!���!������$

�

�8h'*@* h V ( < g$�
(S, σ)→EQ (S′, σ′ ◦σ)

��� 4��
τ
�$4�� 4�B�
L0 � �;BC, � � 
 8 �$,N4 ��.>6�
 � � �$4 : F 0 	 � �;BS,54 � � S′ P 	�
 B��[4 P τ ◦σ′

�$4���4�B 
L0 � �;BS, � �'4 : F 0 	 � �;BS,54 � � S �
� : .7BS,54�����	�� �;BC,$� * �

(S, σ)→EQ (S′, σ′ ◦ σ)
�#� ��� �D9:�V� ��� ��� ��� ���

e ∈ S
��� �V9:���

e→eq (Se, σ
′)
$�� � � ��� ����� � �!���!���

9:���
S′ ��� ���>� ��� ���N�0$ �!��� ���D�c9:� � ���! #� � �  &� �8'  �"�� ���� #"!� ������� � σ′(S\{e})∪ Se

$�*  #� �
e′
�������c9&��� ���� ���� �

S
U  ��

$ �!���
e′ = e

U ����������� � � �����LU �  �� ���
τ
��� ���  #�������� ��@� ���4�c9:� � ���! #� � �  ��������R�����5�������

Se
U ��� �!�L�+��� 	�"������c� � ���

�  �� � 	 � "�� � �E� ���� ���������"��59:���
τ ◦ σ′ ��� � �� ���� ���� ���� � e A  &� $���� � e′ 6= e

U ���� �" �
σe(e

′) ∈ σ′(S\{e})
U
τ
��� ���  �� �

�� ���� ���! #��� �
σ′(e′)

���
τ ◦ σ′ ��� ���� ���� ���! #��� � e′ $ �

�8h'*@* h V ( I g$�
({e}, Id)

∗
→EQ (∅, σ)
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iB �[4
σ
�$4���4�B 
L0 � �;BS, � � 
 8 : F 0 	�� �;BC, e �

� : .7BS,54�����	�� �;BC,$� � � �L� ��
��!� � ����	��!�L��� ���4��� � ��� "�� "��������N� ����	�"����N�L� ���#��$
�

����� ��� � ���6* ��������& ���

�� �� � ���!�� �� �5���L�  #����"�� "�9&� � �>� ���!
# �"�� �������=���N? ��� 	 ��" ���
"����������� ��
→EQ

����"!��������$�b��9	  #�!����� <
���
	�"� �	�"���� �!�
�����  �"�"���� ���� �� 	������(< � � ���!�5� � �� ���	���������� �59&� � �� &� � �����! #� �B$���� ���
1��8�� #�#��"���"LU ��� � ����	�"� �	�"������!� �� ����8�  #�����6�����
�  ����#� ���!�����L�  #� � ��" � ���� ��C� � ��� ����� ������$����!�!�!������? �!��" ��
#��� ��� � ���

λ
" � �����N��� ���!��������"�� ������	����N��� �����a� 	 ��$

,  &��" � � ����U��� ���� � �# �� �-$����  #�!��� �6���N? ����"�9&� � �T9&� ��� �� �"������ �)��" ����� ��� "������LU �!���-�c9&��� ���� ����8� �6? �!��" ��
#� ��� �!���
��� ���N�0$ �!������� �c9:� � ���! #� ��� ��? �!��" ��
#��$

� QTX���� I.� G!� V ( IJI , ,	B � �
ρINC(t)


 	14�BC.O. ��D$0=.O0 
 : � � �$4VD[BS. � 
 �`^
� � : 4 � �$4 �������'4 � �$4 �3,	D[BS,N,N0��$4 F 0 � BS, � � �'4B D[D$0 ��� �$,ED �$4 � 	S,54
t
� � ����� �h@$BC,ED�� �;BC, �'4�� �a: HX,���� �3, � 0ND�� � � �$. ��, �WD[BS.1. �U4'0 � ��d

f �
ρINC(h) = 0

4��
h
�$4 �W0=, �����'. � 	 �RBS. � F 0�� ���h, 8 �'4�� � 	Z4U0=, � �3,	D[BS,N,N0�� �
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� 	 � � ������� ��� ��� � 	�� � ������� �
� �
� 	�� ��� ���
����� EG7
� �
ρINC(X) = ρ(X)� �
ρINC(λx.t) = ρINC(t)� �
ρINC(t1t2) = ρINC(t1) + ρINC(t2)

� QTX � � I���G�� V ( Q+I , ,	B����
||t

?
= u||


 	
� 	 � � �
(|u|, ρINC(t))

� � � 	C, � � BC,N, :
S
0=, �$,N4 ��.>6�
 � �<8 : F 0 	�� �;BC,N4 P BC,j,EB����

||S||

 	 � 	 � � �Od

(
∑

t
?
=u∈S

|u|,
∑

t
?
=u∈S

ρINC(t))

� QTX � � I���G�� V ( VJI , ,	B����
(n1, n2) < (m1,m2)


 	 � �`B � ��� : � : 4'0 � � 	C, ���"d
n1 < m1

BS0 P n1 = m1
���
n2 < m2

� LnQ:GJl��'* h V (#� ? 	 � ��
 	 � �;BS,
<
4'0 � 
 �'4 � 	 � � �$4 �<8 ��, � �����[4 �$4��h0=, B � � � �16 ���$,O@$BC, �a: �

�-h'*@* h V ( Q g��
e →eq (Se, σe)

	 
iB��[4
||Se|| < ||e||

��� �NBC0 � � BC0 � �$,N4 ��.>6�
 � �<8 : F 0 	�� �;BC,N4 S P ||σe(S\{e})|| <
||S\{e}||

�

� : .>BC,54���� 	�� �;BC, � ,  &��"%������$����!" � ��� ��� 	�"� #	�"���� �!��U �����!�
	��f������� ����"���? � " 	  ���" � ������� ���(����� "�
 
������%9:�������N? ��������� ���
��� "�� ��� ���! #�
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 � �!�L� � � �  #����"�� 9&� � � �
S →EQ S′ ���� �" � ||S|| < ||S′||

U ��� �L� � � �!���!�=9:��� ��� ����
� #"��!����� � ����? ��� 	 ��" ���������
"����������� �� ��� "����!� ��$

����� � � � �#*P+;���2" �%?E�

�-h'*@* h V ( V � � 	S, � � BC,), : 4 � ��0a^ �����'. �$474$BS0M4?@$B��'. � ,EB��'. 	�
 �
t
���
u P ��� 0=,$�>4'0N6'4�� � �G0 � �;BC, σ P 4�� t.σ =β u	�
iB �[4 � 
 �_^ �T4����

S P σ′ ��� σ′′ � ��
b4 F 0��Od
f �
t

?
= u→eq (S, σ′)� �
σ′ ◦ σ′′ = σ� �
σ′′ �'4���4$B 
L0 � �;BC, � �

S

� : .>BC,54���� 	�� �;BC, �
�  ����������! #� ��� ��� ���!��
&��� "�	 ��� �����N��" ��� �#���)����� �������!��� � ��"�� � ����"���� �)� �����#� �T9:���������

t
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 ����2 2
t = at1 . . . tn

� ��� � ��� � �#�NU  �� �
t.σ = a(t1.σ) . . . (tn.σ) =β u

���=�  #� �
u
��� �0��� ����'  #"!���

au1 . . . un
$nb ��� ���

t = u →eq

({t1 = u1; . . . ; tn = un}, Id)
� � �!� �!�
	��4�  #� ��� ��� �� ������!"

σ′ = σ
$
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t = λx.t′

 #� 	 "� ��
c� ��� �����+�4�N����� ��� ��
�"���9:�������������!������� 	�"����N�L� ���#��$

 ���87 2

t = Xt1 . . . tn
���! #"�� �!���  �� �=' �#��� ����� ������
�� � " ��� � � ���N�=$������ � ������� ���! #� ���@'  �"�� � �!����� �W� ��9:���C� �

σ(X)
$�* ��	���"���� �N��	����

σ(X) = λx1 . . . xnx.w
U ���� �" � �#� ��� �59:���

u = λx.u′
U���� ��� ����������"69:�V� � �@� �����!���������4����� �����!�������� ��VU  ���	���"������ ���6<

�� #� ������"���$�� � � � � � � �=�4�N��� 	  ���" �!��� ������ 
�
σ(X = λx1 . . . xn.av1 . . . vp

$ * �
σ(X) = λx1 . . . xn.xkv1 . . . vp

U
�!�7' ��� �E� ���!������� "���� "�
 
�������� ����� � � ���! #� 	  �� "��� #� ������"���$
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�-h'*@* h V ( � � � 	S, � � BC,N, : 410=, ��,54 ��.76�
 � �98 : F 0 	�� �;BC,N4 S ��� � �$0a^ 4[0N6$4�� � � 0 � �;BC,54 τ ��� σ P 4�� σ �'4��A4�B�
L0 � �;BC, � �
S

	�
iB �[4 � 
 �_^ �T4����
S′ P σ′ ��� σ′′ ����
b4 F 0��1d

f �
(S, τ) →EQ (S′, σ′)� �
σ′ ◦ σ′′ = σ� �
σ′′ �'4���4$B 
L0 � �;BC, � �

S′
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� : .7BS,54�����	�� �;BC,$� � � �L� ��
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��lWG�+-G K�� I�� G!� V (#� g$�
σ
�'4���4$B 
L0 � �;BC, � ��
 8 : F 0 	 � �;BS, � �hH 
 ��� 	 �
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t
?
= u

	 
iB��[4 � 
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�T4�� �
σ′ ��� σ′′ ����
b4 F 0��1d

f �
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?
= u}, Id)
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→EQ (∅, σ′′)� �

σ = σ′ ◦ σ′′

� : .7BS,54�����	�� �;BC,$� � ���L� ��
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 � ��������� ��� � �����  
�

Γ; Γ′; ∆ `D t1[x := t2] : d
������� "������

�������=' ��&  �� �)� �!� ������� 2



� � � � � ��� ��� � 	���� 	���� � � � � ���	�
��� � ��� � � � ��
 ���
� ;T2

Γ′ `D t1[x := t2] : β

·; Γ′; · `D t1[x := t2] : {t1[x := t2] : β}


  �� ���
Γ′ `D t1[x := t2]

��� ����� "��!� ��$��!�&U-��� ��	�"�
�� �!�����N� ����	�"����N�L� �����
Γ′ = Γ′

1,Γ
′
2,Γ

′
3

� �
������� ��� ���i�����
� ������"���	 ���� �� �� &� 	 ��
 ���

d
�����!����9:��� 2

Γ′
1; Γ

′
2,Γ

′
3;x : d `D t1 : {t1[x := t2] : β}

���

Γ′
2; Γ

′
1; · `D t2 ↑

η: d
� �������� �� ���

t2
��� ���  &� �8'  �"����

η
" �! #��
�� ��U

t2 = t2 ↑η
��� ��� � �!���#�E�  #� ��9:��� 2

Γ′
2; Γ

′
1; · `D t2 : d

��� �5����"���� �#$�����$ ,  ���" �� #� ������"���U �!� �� &� ���)�
	���� � 	� �� ��"
Γ1 = Γ′

1

U
Γ2 = Γ′

2,Γ
′
3

U
Γ3 = Γ′

2

U
Γ4 = Γ′

1

U
∆1 = ·

���

∆2 = ·
$

�

�-h'*@* h V (#� < g B ����, �
t1
���
t2

� �$0a^
λ
2 �����'. �'4 
 �3, : 	 � � �'4 4�BC0M41@$B �'. �

η
2 
iBS, �a0�� ���74�B � �

d
0=,$� � �$4�D���� � � �;BS,D[BC. � 
 .�� � P 4�� Γ; Γ′; ∆ `D t1 : d

�$4�� � : ��� � 	a6�
 � ���h4�� t2 →β t1
	 
iB��[4

Γ; Γ′; ∆ `D t2 : d
�'4�� �a: ��� � 	 6�
 � �

� : .>BC,54���� 	�� �;BC, � ,  &��"E���N�� #�#��"���"��������N� ����U�����' �#��� "��L����"�9:����"�9&� � � �
t2 →β t1

���� �" �
t2 = C[(λx.v1)v2]

���
9:���

t1 = C[v1[x := v2]]
$�� � �!���!���&U  ��C� ��� ���!� 
������ �L��� ����� 2�������� �  �

C[] = []
���  #�
	 �N� ���  �� � ��� "���< ��� ���T� �����

�!�L� � ��	 "!�����L��� ����$�� � � , � �LU ���
C[] = []

���� �" �
t2 = (λx.v1)v2

���
t1 = v1[x := v2]

U���� �L� ��� �)� � �49:��� 2
Γ; Γ′; ∆ `D v1[x := v2] : d

� � 	���� ���� &�+���
d
��� ��������� ����� "���	 ���! #� �  ���	���
���� � ��9:���

v1
��� � �� �� �8'  �"����

η
" �� ���
&��� � 	������!9:���

t2 = (λx.v1)v2��� � �  &� �5'  �"����
η
" �� ���
&��� ��U  �� 	 �N� �0�������!��� ��" ��� �!�L� � � 	 "!�����L��� ����$ � � �i�  #� � ��� ��� ��� ��� � � � ��� ����� � ����� "���	 ���! #�

�� &� 	 ��
 ���
e
���4��� �� �������� �����

Γ1
U
Γ2
U
Γ3
U
Γ4
U
∆1

� �
∆2

��� ���E9:��� 2
2�$

Γ = Γ1\Γ43 $
Γ′ = Γ2,Γ47�$
∆ = ∆1,∆2H $
Γ1; Γ2; ∆1, x : e `D v1 : d

��� �E����"���� �#$����
E $

Γ3; Γ4; ∆2 `D v2 : e
��� �E��� "���� ��$����

� �C� ��������������������"�
 
#�!����� ��	�	 �!��� ������ �� �� �� ��� �!��� �cU  ��  �$������ ��� 2
Γ1; Γ2; ∆1, x : e `D v1 : d

Γ1; Γ2; ∆1 `D λx.v1 : e ( d Γ3; Γ4; ∆2 `D v2 : e

Γ1\Γ4; Γ2, γ4; ∆1,∆2 `D (λx.v1)v2 : d

 ��9&� �]���N�� #�#��"���9:���

Γ; Γ′; ∆ `D t2 : d
��� �E��� "���� ��$�����$

� ��� � ��� � �#�  �
C[] 6= []

U� �� � ���!����� �E� ��� ������� ������ �� �)� " ������� "��!� ������ �� � �
Γ; Γ′; ∆ `D t1 : d

$ 
 ������� ��������� ���� ��
��� � � ����	��!��� � �� ���� ���  ��������� #� � $

�

�-h'*@* h V (#� I���� -��3(<� � �"- �"�"!/���cg��
Γ1; Γ

′
1; ∆1, x : e `D t : d

���
Γ2; Γ

′
2; ∆2 `D u : e

4�BC, � � : ��� � 	a6�
 �$4 	�
iB �[4
Γ1\Γ′

2; Γ
′
1,Γ

′
2; ∆1,∆2 `D t[x := u] : d

�$4 � �a: ��� � 	a6�
 ���
� : .>BC,54���� 	�� �;BC, � � � 	�"� ��
L����	���"�������� ������ �� �)� "���� ����"���� � ���� ��C� �

Γ1; Γ
′
1; ∆1, x : e `D t : d

$
�

�-h'*@* h V (#� Q g B � �
(tk)k∈[0,n]

0=, � @�	C. � 
 
 � � � �����'. �$4 4�BC0M4 @$B��'. �
β
2 ,	B��'. 	�
 �

η
2 
iBC,1�S0�� P 4$B � � (Γ′

k)k∈[0,n]
0=,$�@�	C. � 
 
 � � �QD[BS, ���`^ ���'4 P 4�B � � (αk)k∈[1,n]

0=, � @�	S. � 
 
 � � � �������$4 ���Y4�B � �
u
0=, �����'. �j4$BS0M4 @$B��'. �

β
2 ,	B �'.�	 
 �

η
2


iBC,1�S0�� � � �'4X@�	S. � 
 
 �$4 � : ��� H �$, � 
 �'4 � �_B�� ��� : � : 4U4'0 � � 	C, ���$4Ud
f �
{x1; . . . ;xn} ⊆ FV (t0)



;AF ������� � � �
��� � � � � ��� � � � ����� 	�� ��� ���
��� � 	�� � �����
λ � ��� ��� � � � � ��� ��� �
�

� � �NBC0 � � BC0 �
k, k′ ∈ [1, n] P Γ′

k ∩ Γ′
k′ 6= ∅

�3. � 
 � F 0�� F 0�� k = k′� � �NBC0 � � BC0 �
k ∈ [1, n] P Γ′

k `D tk : αk
�$4�� � : ��� � 	a6�
 � �

� �
Γ0, x[1,n] : α[1,n] `D t0 : α0

�$4 � �a: ��� � 	a6�
 ���
! �
u
�$4�� 
 	?@$B��'. �

β
2 ,	B �'.�	 
 � � �

t0[xk := tk]
n
k=14�� ���Y4 ��0 
 ��. ��, �Y4���� 
 �_^
�T4�� � 0=,$�Y@�	C. � 
 
 � � � � �'4�D���� � � �;BC,54 D_BS. � 
 .�� �$4 P D[BC. � 	 � �;6�
 �$4 	 � �[D u : α0 (dk)k∈[1,n]

���0=, ��@�	S. � 
 
 � � �7D_BS, ���`^ ���
(Γk)k∈[1,n]

� ��
 
 �$4 F 0��1d
f �

Γ[1,n]; Γ0;x[1,n] : d[1,n] `D t0 : {u : α0}
�$4 � �a: ��� � 	 6�
 ���

� � �NBC0 � � BC0 �
k ∈ [1, n] P Γk; Γ′

k; · `D tk : dk
�$4�� � : ��� � 	a6�
 � �

� : .7BS,54�����	�� �;BC,$� * � ������ #��� ��� ���n��� �>� ����	�������� ���� �� � �D���L�  #����"�� � � � ��� " ����� �!� �!�L� � � 	�"����N�L� ���#� ��� � �=� ���������������
�������N� ����� � �� #"�"��������� �� $�� � �� &� � "���� ����<+���N�� �����"�� "���� 	�"��N���!��" � ��� ��$
`  ������V� ��$� #"���U �  �� ��� ���

λ
" ����������� ���!��������"�� ������	����N�����#� �a� 	 � �&� "�� ?�� ��� "!�c��� � ���! #� ��� �!�
	 ���cU ��� ����� ����9:���

Γ0,Γ′
[1,n] `D u : α0

��� ����� "��!� �#$ �!� ���4�� �� ����� �)�c9&� � ��� 2
·; Γ0,Γ′

[1,n]; · `D u : {u : α0}

��� �4��� "��!� �#$ �!�#$

  &� � �

t0[xk := tk]
n
k=1

∗
→β u

U�� � �!�!� " �����������!�L�+��� E�$�293�U  ��  �$ ���!�����49&� � 2
·; Γ0,Γ′

[1,n]; · `D t0[xk := tk]
n
k=1 : {u : α0}

��� �4��� "��!� �#$ �!�#$
� � �)� � ����U�� � �!�!� " ����� �!� ���N� ���@E $�2�2�U  ��  �$������ ��� ��� ��� ��� ��� � � � ��� ����� ' ��� �����!� � � � ����� "���	 ���� ����
�  ���	���
������

(dk)k∈[1,n]

� �E�����5' �#�����!����� � �� #������� �����
(Γ′
k)k∈[1,n]

��� ���!����9:�����!���!�L9:�����#�

Γ′
[1,n]; Γ0;x[1,n] : d[1,n] `D t0 : {u : α0}

��� �4��� "��!� �#$ �!� ���49:��� 	  ���" �� ����
k ∈ [1, n]

U �!���!�L9:�����#��2
Γk; Γ

′
k; · `D tk : dk

��� �4��� "��!� �#$ �!�#$
�


 �+� � "������ " �!�L�+��� �����!� �!�L�+���+� � �  �"�"���� ���� �� �  �� �6�  ���� � �����  �� ���!��������������������"����E< ��� �  �� � ��"�� ������ ��@��� ���
���!
# �"�� �������+��� "����� ���� ���! #�@��� �L9:� � ���! #� ��� �+? �!��" ��
��#$ � � � , � �LU ���  �� � ��� " � ��� < "����� �����"��=����� �L9:� ������ ��

t
?
= u

U
 #� � ��� " � ���C< ��"� &������" � ��� ��� "�� ���

t1
U $�$ $LU

tn
��� ��� 9&� �

t[X1 := t1; . . . ,Xn := tn] =β u
� �
u
U
t
� � �!���

ti�� ������  &� �-'  �"�� �
η
" �� �� 
����#$��=� ��	�"�
�� �!�����N� ��� 	�"����N�L� �����LU ������� "���� �!���#�D< � � � " � ��� "(� ���D� ����� "���	 ���� ���� �  ���	���
������

� ���  ���	 ������$��!��� � �#���
u d1

U $ $ $LU
dn
�  #�#� ��� �)�L� �������T9:��� �V� ��� � 	���� ���T� �
���+9:��� 	 � "�� � � ��� ��� ��� ����"�������"=9:���

λx[1,n].t[Xk := xk]k∈[1,n] : d[1,n] ( {u : α}
$

��������� � � ����
����6�$" >%*P�!?E�H� �4& �����E" ����� ?BAC�������/"(������&M�����E�������6�4&7?E�HL;��"(� �<
��

*-� ���!
# �"�� ������� 9:��� �� ���� �  �� � 	�"� �	  #�� �� �=��� ���!�J� �!��" ��� � ��� ' ��� � ��� ����
� #"��!��������� �
"���� � � " � ��� � �C����"���� �W"
���! #� ����� � �!� � �����N����� ���+� ����� "���	 ���� ���� �!� �#� �W� �T9&� ����$ �� �� ��� �� � e� #� �0����� �+��� � �#$�������� �������)�c9:��� �����+9:��� ���  ��
	 �N��� ����"�������"0����� � ���
�����������(� ���=� ������"��!	����� �� � �)� �����#� �T9:������$]bE? � � � 	 ����� ��"0� � ���
�!� � ��
N��� � ����� "���� ������ �� <
� � ��" ��� �)� � �!
N��� � � "����� ���� ���! #� �V� �c9&��� ���� ��]U �!���� �� � ' �#� �
� 	 ��� " ��� �� #"�� �� ���"�����	�	 "� � ���#$ � � �� &� � ' �#��� � �
	���"������������!��"�	�"�� ��� "�� � � �� ���	 �������

α
" �� #� ��� " ���! #� $ 
  &� � ���� &� ���� &���! #� ��	�"�� ��� "�� � � �� &� 	������!����	���� �  �� 
 �����

�V�
α
" �  �� ����"����� ��VU �� ���� �V� ���!�� ���� 	 ��� �5� ���!����� ��"����

α
" �� #� ��� " ���! #��	� &��" ����� ������? � "������ ����"!�����  &� � ����� ������"���	 ���� �� ��$

�� �� �����!�� ������  �� ���T��� "�� "5� 
������N��� ����9&� � �� �� ����� ������� ��"�����$��������!��� ������� � � ��� "���� �� ������ �N���@<����N��� ����� ����� � ������$
� ��	���� � ���

d = ∀x : α.d′
� �
e = ∀x : α.e′

���! #"�� ��� � ��"����#$ �!�
x
� ���!�����!� � 	  ���" �� ���� ��"!����"��

d′
���
e′
��� �����+���L����$
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 ���
� ;!�

Γ `D t : α ����" �!�R�
Γ; {t : α} `ld {t : α}

Γ `D t : α �T�R" �#�
Γ; · `ld {t : α}

Γ; ∆, d1 `ld d2 ���R"
(D

Γ; ∆ `ld d1 ( d2

Γ1; ∆1 `ld d1 Γ1,Γ2; ∆2, d2 `ld d Sd1 ⊆ Sd2 �T�R"
(G

Γ1,Γ2; ∆1,∆2, d1 ( d2 `ld d

Γ, x : α; ∆ `ld {u : β} �T�R"
λ

Γ; ∀x : α.∆ `ld {λx.u : α ( β}

Γ1; ∆1 `ld {u1 : α ( β} Γ2; ∆2 `ld {u2 : α} �T�R" ��	�	
Γ1,Γ2; ∆1,∆2 `ld {u1u2 : β}

Γ, x : α; ∆ `D d x ∈ DV (d,∆) ����"
∀

Γ; ∀x : α∆ `D ∀x : α.d

� ��
 �$E�$ 7 � *  #
��T9&� �5� ����� ������"���	 ���� �� ���!� �����W� �T9:�����

� QTX � � I���G�� V ( < � I , ,	B � �
St
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 � �32���,54 �$.>6�
 � � �$4 4$BS0M4'2 � ���'. �$4 � �
t
� ? �U.10 
 � �32���,54 �$.>6�
 � � �$4 4$BS0M4'2 � ���'. �$40 � � 
 �T4 : 4 � 	 �U0=,$� � �$4$D���� � � �;BC, P Sd P �$4 � �a: HX,�� �3, � 0ND�� � � ��. �$, � � 	��"df �V4��

d = {t : α} P Sd = St

� �V4��
d = d1 ( d2 P Sd =

{
Sd2\Sd1

4��
Sd1 6= ⊥ P 4�� Sd2 6= ⊥ ����4�� Sd1 ⊆ Sd2

⊥
4��3,	BS,

� �V4��
d = ∀x : α.e

	�
 B��[4
Sd = Se

� QTX � � I���G�� V ( <�< g B � �
d
0=,$� � �$4�D���� � � �;BS, P d �'4���6 ����, � : H�,�����4��

Sd 6= ⊥
�

eiG�I.&�I���G�� V ( I g��
∆ = d[1,n]

�'4��-0=, D_BS, ���`^ ��� � � � �$4�D���� � � �;BS,54 	 
iB��[4 BC,�,	B � �
S∆
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 � �32���,54 ��.76�
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,  ���"���������U �!� �!�
	���� � $�"������ " ��� � ��� ����� � ���! #� ������"��=���N�=$�"�� 
��#� � � � �������L�0$�"��+��"� #� �����������!����	 ��"����+? �!��" ��
��
��� �#� �� �"������ "49:��� �!���6��������"��!	 ���! #� �4��� 	 � ��� �����������6�������6� ��� ��� ��"���� ����� ���n9:�V� ����� "!
�
����0� ���)�R� ����"���� �#� ���!�#�����
� ���+��
#�����!�!����$ 
 � � � �#��	 �V� ��� ����� ����
#������ �� 	���"!��������" ���!�+�������#����� �����N��� ��� � � � ��"��#� �!��"������ "=��� �  ����#� ���!��� � ���#�������
��� �L9:� � ���! #� �D� ��? �!��" ��
#�� &���V� ��� � ?���� ���! #�C9:��� �>�  #�
	  �� "�" ���!��"!���  &��� "�� � 	 ����� �N��� ����$



2>H ������� � � �
��� � � � � ��� � � � ����� 	�� ��� ���
��� � 	�� � �����
λ � ��� ��� � � � � ��� ��� �
�

* � 	  ���"��� &� �
i ∈ [1, n]

U
σi; Πi; Γi; Γ

′
i; ∆i `D ti : {ui : αi} ∈ H

U � �
t = C[at[1,n]]

���
u = C ′[au[1,n]]

�������
a
�

	  �� "��a� 	��
α[1,n] ( α

� �����
α
���� &� �T9:�������� �" �

H →eq S
� �����*2

S = σ[1,n]; Π[1,n]; Γ[1,n]; Γ
′
[1,n]; ∆[1,n] `D at[1,n] : {au[1,n] : α}

* � 	  ���"��� �� �
i ∈ [1, n]

U
σi; Πi; Γi; Γ

′
i; ∆i `D ti : {ui : αi} ∈ H

U � �
t = C[xt[1,n]]

���
u = C ′[yu[1,n]]

U����
x
���
y #��� 	� &��" �a� 	��

α[1,n] ( α
� �����

α
���� &� �T9:��� �������

Itx = {x}
���� �" �

H →eq S
� �#����2

S = σ[1,n], x := y; Π[1,n]; Γ[1,n]; Γ
′
[1,n], y : α[1,n] ( α; ∆[1,n] `D xt[1,n] : {yu[1,n] : α}

* �
σ, y := x; Π; Γ; Γ′, y : α; ∆ `D v : {w : β} ∈ H

U ���
t = C[λx.v]

U � �
u = C ′[λy.w]

����� �
D(σ) = Γ′

���! #"��

H →eq S
� �����*2

S = σ; Π; Γ; Γ′; ∀y : α.∆ `D λx.v : {λy.w : α ( β} ∈ H

* �
σ; Π; Γ; Γ′, y : α; ∆, x : d `D v : e ∈ H

U ���
t = C[λx.v]

���� �" �
H →eq S

� ������2
S = σ; Π; Γ; Γ′; ∆ `D λx.v : d ( e

* � 	  �� " �� �� �
i ∈ [1, n]

U
σi; Πi; Γi; Γ

′
i; ∆i `D ti : di ∈ H

U � �
t = C[Xt[1,n]]

���
u = C ′[w]

U ���
X

�
	� &��" �a��	 �
α[1,n] ( α

� �#���
α
� �� ����T9&� ��U � �

w
��� �=��� ��� "���� � � �a� 	��

α
� �����

d[1,n] `Ld {w : α}
��� � ��� "���� ��$����
���� �" �

H →eq S
� �����*2

S = σ[1,n]; Π[1,n]; Γ[1,n]; Γ
′
[1,n]; ∆[1,n] `D Xt[1,n] : {w : α}

* � 	  �� " �� &� �
i ∈ [1, n]

U
σi; Πi; Γi; Γ

′
i; ∆i `D ti : di ∈ H

U � �
t = C[xt[1,n]]

���
u = C ′[w]

U ���
Itx = {x}

U����
x
�

	  �� "��a� 	��
α[1,n] ( α

� �#���
α
���� ����T9:����U����

w
��� �E��� ����"!����� � �a� 	 �

α
� ��� �

d[1,n] `Ld {w : α}
��� �4����"���� �#$����

���! #"��
H →eq S

� ������2
S = σ[1,n]; Π[1,n]; Γ[1,n]; Γ

′
[1,n]; ∆[1,n], x : d[1,n] ( {w : α} `D xt[1,n] : {w : α}

� ��

�$E $4E � b��!
# �"�� ��������� � "!���  #��� ���! #���V� �c9&��� ���� ������ �5? � ��"���
��
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2GE

x : α; · `D e x /∈ Se

·; · `ld ∀x.e ·; {b(λx.cxa)}) `ld {b(λx.cxa)}

·; (∀x.e ( {b(λx.cxa)}) `ld {b(λx.cxa)}

·; · `ld (∀x.e ( {b(λx.cxa)}) ( {b(λx.cxa)}

·;X : β; ·; ·; · `eq X : (∀x.e ( {b(λx.cxa)}) ( {b(λx.cxa)} ·;Z : α2 ( α; ·; ·; · `eq λz1.b(λz2.z1(λx1x2.Zx1x2)z2) : (∀x.e) ( {b(λx.cxa)}

·;X : β,Z : α2 ( α; ·; ·; · `eq X(λz1.b(λz2.z1(λx1x2.Zx1x2)z2)) : {b(λx.cxa)}

e = ({a}( {x}( {cxa}) ( {x}( {cxa}

β = (((α2 ( α) ( α ( α) ( α) ( α

�� ���
��
�

� 	 
� � 
� � �� � � � 
� ��� �� �� �� �

·;X : β,Z : α2 ( α; ·; ·; · `eq X(λz1.b(λz2.z1(λx1x2.Zx1x2)z2)) : {b(λx.cxa)}
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λ
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�

·; ·; ·; ·; · `eq b : {b : α ( α}

x : α; · `ld e

·; ·;x : α; ·; z1 : e `eq z1 : e

·; · `ld c x : α; {x} `ld {x}

x : α; {x} `ld {cx} ·; {a} `ld {a}

x : α; {a}, {x} `ld {cxa}

x : α; {a} `ld {x}( {cxa}

x : α; · `ld {a}( {x}( {cxa}

·;Z : α2 ( α;x : α; ·; · `eq Z : {a}( {x}( {cxa} ·; ·; ·; ·;x1 : {a} `eq x1 : {a}

·;Z : α2 ( α;x : α; ·;x1 : {a} `eq Zx1 : {x}( {cxa} ·; ·;x : α; ·; · `eq x2 : {x} `eq x2 : {x}

·;Z : α2 ( α;x : α; ·;x1 : {a}, x2 : {x} `eq Zx1x2 : {cxa}

·;Z : α2 ( α;x : α; ·;x1 : {a} `eq λx2.Zx1x2 : {x}( {cxa}

·;Z : α2 ( α;x : α; ·; · `eq λx1x2.Zx1x2 : {a}( {x}( {cxa}

·;Z : α2 ( α;x : α; ·; z1 : e `eq z1(λx1x2.Zx1x2) : {x}( {cxa} z2 := x; ·; ·;x : α; ·; · `eq z2 : {x}

z2 := x;Z : α2 ( α; ·;x : α; z1 : e `eq z1(λx1x2.Zx1x2)z2 : {cxa}

·;Z : α2 ( α; ·; ·; z1 : ∀x.e `eq λz2.z1(λx1x2.Zx1x2)z2 : {λx.cxa}

·;Z : α2 ( α; ·; ·; z1 : ∀x.e `eq b(λz2.z1(λx1x2.Zx1x2)z2) : {b(λx.cxa)}

·;Z : α2 ( α; ·; ·; · `eq λz1.b(λz2.z1(λx1x2.Zx1x2)z2) : (∀x.e) ( {b(λx.cxa)}

e = ({a}( {x}( {cxa}) ( {x}( {cxa}

�� �� �� � � � 	
 �� 
�� � �� � � �� 
 	 �� �� � ·;Z : α2 ( α; ·; ·; · `eq λz1.b(λz2.z1(λx1x2.Zx1x2)z2) : (∀x.e) ( {b(λx.cxa)}



� � � � � ��� ��� � 	���� 	���� � � � � ���	�
��� � ��� � � � ��
 ���
� 2-2

·; · `ld {a}

x : α; {x} `ld {x} x : α; {cxa} `ld {cxa}

x : α; {x}( {cxa}, {x} `ld {cxa}

x : α; {a}( {x}( {cxa}, {x} `ld {cxa}

x : α; {a}( {x}( {cxa} `ld {x}( {cxa}

x : α; · `ld e

e = ({a}( {x}( {cxa}) ( {x}( {cxa}

� ��

�$E $ F@� �6�N�� ���� ��"������� �� ��� �!�L9:�������
x : α; · `ld ({a}( {x}( {cxa}) ( {x}( {cxa}



2GF ������� � � �
��� � � � � ��� � � � ����� 	�� ��� ���
��� � 	�� � �����
λ � ��� ��� � � � � ��� ��� �
�
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* ���������T���#$������ ���E� � �>� ��� ����� � ��� ��� 
�" �#� � ����"���� � � ��� 
# �"��!���!����� ��$ � ��"���� ����� ��� �B��� 	 "� &$���
L���D9:����"!��� ��� ��� � � �  �"���$
� ��� � � � � � ��	��!��"���U��� &� �8� � � �� �� � � � " ��	�	  �"�� ��� 	�"� �$���
N����� �#����������� � � �����=����� ������$����!�!�!�4���6F"! �:�4U#	�"� �$ ��
L� �
� � �  �"��� ����#� "���$$�  ����4�� �����"� #� ��� ���)���!���+9:��� ���  #��� � �!����� ���=< ����� 
�" �#� � ����"���� � ���!� 
# �"��!���!��������$ � ��" ���!�������!�N� � "
� ���!���)�����  �� ��� �� #"�������� 
�" �#� � ����"���� � �L��� " �!�N� �����������!� ��� ����	�"� �$���
N���5� ���>� ��� ����� � ����� �(�������T���#$�����$ �  &� �8���!�J� �! #� �
� 
������N��� �����!� 	 "� &$���
L��� � � ��� � �#�����!�!� ��� ����� 
#��
#�+�V� ��� � 
�" �#� � ����"���� ���!��
� �"���� ���!� �#$�� ��"���� ����$%$ �!�������N��� ���LU �!�
"���� ���+��� � � ��	��!��"�� ��� � �� #� ���#��"��=<
��� ������� � � � ��� �  ���	������ � ���+��� �>� ��� ����� ���=� ��� 
�" �#� � ����"������ ���!��
� �"���� ���!�����#$��a"
��" ���!����� ����� ��� ���!���)����� �������N����" ����� ��� ���!���)������$ 
 ��� ����������� �5?�� ���!����� ��"��#� �!��"���� ���T9&� ���(� ���� ���	������ �!�!��� ���>� ��� ����� � ��� �
�N� ��	 	����#����� �!��"���� � ����"���"�� �����

L(n,m)
$

�j��� X ��^B� � �2� �+��� ! ^0� �	^"� \ ��� _(^�[�� !�� \;��� � ����� ^ Y ��[]\%^"� [2��� �([ � ��_��R��^ Y � ��� [��

����� � � = ���<��DE&'� ?E���%&M���!-.��&5
����E��� ���

* �=' ���!��9:��� �!��� �� ���� � ��������� ��$ � ��"���� �����LUJ$ "��T9:�����5� � $ ����� 	  �� "���� �  �� � ��"�� ������ �� �V� ��� ����� � ���NU�	��L�������#��� �� #�!"
��� �a� 	�� �#$ � ��" ���!�E���  #"���"�� �!��	 � "��!�L��" �����  #�#����"���� �)'  �"��+����� 	 ��" ��� �!�N� ��9:�������

λ
" ����"!����� �!���������!"����4�  ���� �����a� 	��

	��L� � � �# ���"n� �  �" � "�� 	���� �f���!��������� �� #"���	 � "������-��� � �� #�!"f��� �  �����"
1���� ��"�
�� 	�"���� ��� �)��" ����� ��"�� � ����"��E� ��� ��� "������B���
������
#��
��5����� "��!��$�*-� ���
��� � � � ���������  �" � "��5� � � ��� �a� 	 �����!��"���������	 �#���!�!��� ��� 
#"���� �����!"���� � ���!��
� �"���� ���!��� ��$ � ��" ���!�����
< � ��"�� � ����"�� " ����� ������
���
#������� ���!����� � ��"!��� 	 ��" ���@' ��&� #� �  #�#�  �� 	 ��"�� �!���#�+< �� �� ��" ����� ������
���
#����"�� 
&���!��� " �LU �����
������
#��
���� �  �" � �� �������� ����� � �!��� 
�" �#� � ����"����f��� ��"�$�"���� ���
	  ����#� � $ � ��� � ��� � ���-� ��� ������
#��
���� "�� 
&���!��� " �LU �!� �!�
	��89:���
�!��� �a��	 �������� &� �T9:��������$ � ��" ���!��� � � "���������� ���#� � � � �����a��	 ���  &$�	 ��� ���� ����T9:�����LU �W? � � ��	 ������� "��#��� 
�" �#� � ����"����
�� �" � �� �������� ��� �!� ' �#����9:��������� �a� 	���� ���� &� �T9:����� �#$�� ��"���� � � ����"������!��� ����� � ��� ��� �a� 	 ���  �$�	 � �D����� �L��� ��
L���  #"�� "���U
? � ���!�L� ����� ��"���� �a'  #"!����" ����� �a� 	���� � �� &����9:����� ��$ � ��"���� � � ��� �a� 	 �  &$�	 ���f��� ��"� ���� ��
N���  �" � "�� 	���"!��� �f�V�  &$ �������!" �����

�" �#� � ����"�������� ��"�$�"���� �&�9	  ���������$ � � 	 �N�����4�N���D���L� ��� " ����" � ��������� �� #� � � ��������� �#$�� ��"���� �����]��� ������
���
�� ��� �� #����"
1����
� � ��� � ��"�� ���!��"��=� ��� ��� "������5����������
���
�� � �i' ����������� ��� �� �"����09:�V� �!������� �  �������� � ��� ��� 	����5� � �  �� � �����#������ �$�	 � ��$
��� 	 ��� �LU �>� �������!���������� �� � � �>�  #"�� "����)��	 � "����N��" ��� � �!�#���#� �#$�� ��"���� � 	���"!��� ��� 
#���!�L��� ����� � '  �"����L� ������� ��"�� ���!��"�� "
� ��� ����"!�����6��� ��� ����� �������6�  #� ����� ������
���
#�� &$�	 ����$ 
 � � ��� � ��	 ��� � ���0� � � ��"�� � ����" � ���� �� � � � �� � �]A ��� 	 ��"�������� �!��� "
��� ��������� ����U ����� ���!� ��� � �������T���#$ �!�&U �@��� ���� ���	������ �!�!�i���L� ���)� "!����$ �  &� � ������ �� �+�� �����"�� " 9:��� ������� ��� ����� ���������

�" �#� � ����"���� ��� ��� 
� #"���� ������� �#$ � ��" ���!����� ��� ���������T����$��!�&U����� �" �DF"! �O� ��� �4����� ��� �#$�����$
�-h'*@* h � (#� gEB � �

A
0=, ��,54 �$.>6�
 � � � �������$4 	 �RBS. � F 0��$4 P ��� ϕ 0=, �U@$BC,ED�� �;BC, � �

IA
� 	S,54

I{ι}
� : H�,���� � 	 �

�3, � 0ND�� �;BC, 4[0 � 
 	>4����'0ND��G0 � � � �$4 �������'4 � �
IA
D[BC.O. � � 
 4'0 � �Ad

ϕ(α) = ι ( ι ∀α ∈ A
ϕ(α1 ( α2) = ϕ(α1) ( ϕ(α2) ∀α1, α2 ∈ IA

	�
iB �[4 F 0���
 F 0��U4�B � � α ∈ IA P ϕ(α)
�'4��h0=,$� � 	C0 � B�
 B+� ��� � �@: :3;	; �

� : .>BC,54���� 	�� �;BC, � ,  &��"����N�� �����"���" � � �!�L�+���&U �� �� �����!�� ����(���N�� �����"�� "D��� ��	 "� #	�"�������� 	 ��� �('  #" ����$��� �� � ������ �� �
�� �����"�� "�9:�V� ������������ �������� � �!�L9:�������

S
 #� �
2

2�$����
S = ϕ(α1), . . . , ϕ(αn), ι ` ι

���! #"��
S
��� �4��� "���� ��$����

2 �



F&1 ����� � � � �
���1� � � � � 	�� ��� � � �/� � � � � ��� ��� � � �/�
	�� � � � ����� � ���
3 $����

S = · ` ϕ(α)
���� �" �

S
��� �E����"���� �#$�����$

� �i���L�� �����"������������ 	�"� �	�"������!� 	 ��"��!�J��� � ���! #� �)��"
ρ(S)

$


 �#��2�2
ρ(S) = 0

����� � � ��� ���LU  �� �='  �" ���L� �����
S = ι ` ι

9:��� ��� ����� �#� �� ����#$

 �#� 3�2

ρ(S) > 0
���
S = · ` ϕ(α)
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t′j = aj
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 �'4 D[BS,54�� 	S, ���'4 	 6'4���� 	 � ���$4
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u P �`^
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���
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L� ����� ��������� ����$

� QTX � � I���G�� � ( I *-, � �`Ba6�
 .�. � � � � 2�" ��� � = � = I $"�$4��90=,$� � 	 � � � ({s1; . . . ; s3m}, n)
D[BS,54�� � � 0 : � �98 0=, ��,54 �$.>6�
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�<8 ��, � �����[4 ��� �98 0=, ��, � ����� ����
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∑

sj∈Si

sj = n

? 	 � 	 ��� � � �;BC,
(Si)i∈[1,m]

�'4�� 	�
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L0 � �;BS, � �
P
�

� LnQ:GJl��'* h � ( I g 	 � B � �U4�� 0=,�� �`Ba6�
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N���6� � 7W" ,�b #%` �a` � � �
P = ({s1; . . . ; s3m}, n)
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GP = (Σ1,Σ2,L, S)
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N���E��� ��� �#"
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� � �+�����#$
�6��?���� ���! #�i� �

Σ1 = (C1, A1, τ1)
2

2�$
A1 = {S}3 $
C1 = {A;E;S1; . . . ;S3m}7�$
τ1(A) = Sm ( S

U
τ1(E) = S

� � 	� &��" �� &� �
j ∈ [1, 3m]

U
τ1(Sj) = S ( S

$

�6��?���� ���! #�i� �
Σ2 = (C2, A2, τ2)

2
2�$
A2 = {∗}3 $
C2 = {a, c, e}7�$
τ2(a) = ∗m ( ∗

U
τ2(c) = ∗( ∗

���
τ2(e) = ∗

�6��?���� ���! #�i� �
L

2
2�$
L(S) = ∗3 $
L(E) = e7�$ 	  ���" �� �� �

j ∈ [1;m]
U
L(Sj) = λx.csj (x)H $

L(A) = λx1 . . . xm.ax1 . . . xm
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U
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U
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$nb��!� ���>U � , ��� �!� � "+�����
��� ����� � � � ��� � ���������

�" �#� � ����"�� ��� � �#���#�0<���� � � ��� � � � �� ���� � �!���

������"�� ��� ����� ��� ���!��� ��������� ������	�"� &$���
N��� �E,f" �� &� 	 �!� ��$
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,  &��"�� �=9:��� ��� ����� �>� ��� ����� � � 	���"�������������
�"��+� � 
#"���� �����!"�� ���N��� " ����� �����������!� �&U  #��	��L� ���� �����"�� "59&� � ��� 	�"� #"
$ ��
L� � ��� � �4,f" �  ���	�������$ 
 � ��� 	�"� � ��� �������@' ��� �09:�����>� ��� ����� � � 	 ��" �����N���!��
 "�� � �

L(2, n)
��� ��	� #��� ��1&�������!�&U ��� ���

�� #�#��"���9:������� �!� �N� ��� ������������������� ������� � � ��� "�� �
u
U����� �" � ����� ��� �+������9:��� ��� ������������� ����9&�]� ��� �� &�0$�"�� 	� #���:"

��1��������J��� � ����"!����� �  ���" �!�N� �����������!� ��� $
� � �V� � ��	����-���6� � 	 �����!�!�5<������ ��� "������ "����!��� � � � 	  �� " �>� ��� ����� � ��	 ��" �����N������
�"��
�  ���" �!�N� �����������!� � ���E�  ����6�� #�#��"���"(9:��� ��� 	�"� �$ ��
L� ����� �E������� �4, $�,  &��"�����9:��� ��� ����� ����� 
������ " ���>U����+9:����� ���� ��
��� �6��� 	��L� 	������E��� ����� � ���BA���� ��� � 	  #��� ��$������������ �!� ���������N����" ����� ��� �������)��9:��� ����" � ������������� ����� � ��������� ���E����� � �����!���
�N� 	� #��� ������� ����� 	���"�"���	�	� #" ���#� ����"!��� <
��� ����� � ��"LU ����	������������cU �!��" ����� ��� �L� 	 �!���59:��� �� &� � � �� ����4� �!��� �����LU  ��
	  �� � ��� ���� ��
	  &��" ����"� &������"�������"���	�"������ ���������� �� 	  ���� ��1����������+��� ��� ����"!����$ �� �� � �]� � �# �� � 	 ����� �!� 	���� ��� � �����
�!��"���� 9:����� ���� ��C� ����� �  ���	������ �!�!��� ���>� ��� ����� � ��������� �!� ���������N��� " ����� �����������!��$

� ��� �Z��_(^U%+� [�� �N^�[2���

������� � � � � ��	�� ��"��&U#�  �� � � �� #� � ��� 	��� �"�� ���0� � 	 �����!�!��� ����� ��������� ���4� ��� 
#"���� �����!"���� � � ��� 
# �"��!���!����� ��$ � ��" ���!������$
�� �� ��� �# �� �6�� �����"�� 9:����UV����� ���!� ������
������ " ���>U ��� ��������� ���+������� � ���@�� ���� ���#�������B� � 	 � �!��� 9:������� "���� ����"�� ���+� �
���N�� �� � ��" � ���! #� �������-F"! �:��$
�  &� �8�  #����"� �� �f��
#���!�L� �����-9&�]� � ���#$ �!��" ���J� ��� 
�" �#� � ����"�� � � ��� 
# �"��!���!�����#$ � ��" ���!���
����� ������
���
�� � �T� � ��� �-�c9&� �!� ����� ��� ��� 	�"� �$���
N���4� ��"���� ��� " � ����� � 	�"��N� ���4����� �BF"! �:��$ �� �� �-��� �#$��������� �� � ����? �
��� �������T����$��!���!�!�=��� �>� ��� ����� � ��	  ���"��������������!�N� ��� ���!���!��� � �����N����" ����� ��� �������)��� $�* ��� ���#$ �!���#��� �)� �!� ����� ��"�������	��!�!����� ���
����� "!���)���!��������� ���  ���	������ � ��� �� #� ����"�� ����� �>� ��� ����� � ��9:������ &� ��� �� #� �  &$ �����R� � �#� �� &��" �(��� ����� � ��	 � ��"�� 2

b�� ����� � � 
&� ����"����!�
������� 	�"!���)���!��� ���! #�
����� ��� ����� � �#��� 	�"!���)���!��� ���! #� ����� ���������

L(2, 1)
���N����" ����� ��� �������)� 	� #��� ��1&������� �4,f" �� ���	������

L(2, 2)
����� ��� �������)� �E,f" �� &��	��!� � �4,f" �� ���	������

L(2, 2)
���N����" ����� ��� �������)� �������T���#$ �!� �4,f" �� ���	������

L(n,m) n ≥ 2
� �
m ≥ 2

�!�N� �����������!� �E,f" �� &� 	 �!� � �4,f" �  ���	������
L(n,m) n ≥ 2

� �
m ≥ 2

� �L��� " �!�N� �����������!� �������T���#$���� �4,f" �  ���	������

b ������� ��� 	 ��"�������� �!��
 "��
����� � 	�"����!� ����� ���! #�
����� ��� ���!� � �#��� 	�"����!� ����� ���! #� ����� ��� �����

L(2, n)
	  ���� ��1�������� 	  �������1��������

L(3, 1)
�E,B" �  ���	������ �E,f" �� &� 	 �!� �

L(n,m) n ≥ 3
���
m ≥ 1

�E,f" �� &��	��!� � �4,f" �� ���	������D�� � 	a6�
 � 	C0 �$4�� � 	�
 	 6�
 � F 0�� 
 �'4%� � 	C.O.�	 � � �$4U4$B ���$, � 
 �`^
�;D 	�
 �T4 : �$41BC0 F 0 8 ��
 
 �$4V4�B ����, �h4 ��. �32 
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� � ��	�� ��"��
� 	� &��"  �$�	 ��� ����'4� �
	�"!��� ������� " �!��� �  ���� �!���� ����0����� � ������9:��� ���!��� ����� 
�" �#� � ����"������ ���!� 
# �"��!���!�����
�#$ � ��" ���!����� 	 �N� ��� ��� ����"��(� ���!�����!� ��� � � 	�" � ���T9:����$
����� �n��� 	�"��N����� " ���L� 	��NU �� &� � ������ �� ��������� ��� " ��� �  ���	  �"����N�����#�
� ���>� ���!
# �"�� ������� 
&� ����"�������� ��� ����� � � � � � ��	 ��"�������� �!��� " ����� 	 "� #	�"����������f� � ��� "����!� ������ �� ���-��� �� ���	������ �!�!��	  ���"B�����

�" �#� � ����"���� ����� �����������!� ���  &� ���N����" ����� ��� �������)������$ � ���)���!���&U �� ���� ���!�� �� � �� #�!"n��� 	�
 � B���� � �M. � �<8 	C, 	�
 �Z4 � �3,	D�� : . ��, � 	�

� ��� 
�" �#� � ����"���� � ���!� 
# �"��!���!����� ��$ � ��" ���!������$ 
 � � ����
� #"��!����� � � 	� &��" �# ��� ���! #���V� ��� ����� � ��"]� ��� 
�" �#� � ����"��������L���������
< ��� ������
&��� � � ����"����!��� ��� � ���!����� � � ��� ���L��"���� ���T9&� ��� ��	J������?J9:������$ $ �!�������N��� ���LU �  �� � �������!��� ��"� #� � �!�������������E�����
� ������"���	 ���� �� � �!� �#� �W� �T9&� ��� 	  ���" �  �� � ��"�����"��5��� ����
� #"��!��������� � �a� 	��.� ��"��!�L� 	� &��" ����� 
�" �#� � ����"����(� �

L(2, n)
$

� ��� X � !�� \ � [��C��� ! ��� �D\%^B�
� ��� ����� 	�"��N����� " ���L��	 �NU �  �� � ���!�� ����8� �!�����!��" �!��� 	�"� �	�"���� �!������ ��=$���� � �� ���"����8� ���>� ����
� �"��!������� 
������ " ����� ���a"

������������� �W?�� � � �# ���" � ��� � 9:�����!���i�����!��"�� ��� 	��L� � �� #� � ���!�!����" ��� ����
� �"��!������� 	�"������T9:�����V� ��� ����� � � 	  ���" �����

�" �#� � ����"���� ��� ��� 
� #"���� ������� �#$ � ��" ���!����� $

� ��� � � � � ��+�� ���2"(�4&7?��!"(��� *,���E����& ��� ?E����&I���H-.��& ����Q ��-.������& �

eiG�I.&�I���G�� 1<(%�
f ��� � 	C, � � BC,N, : 0=, � �`B 6�
 .�. � �98 	C, 	�
 �Z4 �

e = 〈Γ; t : α〉 P BC,c,EB���� At(e) 
 �".O0 
 � �32���,54 ��.76�
 �
At(t)

�
� ��� � 	C, � � BC,N, : 0=, �$,N4 ��.>6�
 � � � � �`Ba6�
 .�. �$4 �<8 	S, 	�
 �Z4 �

S P BS, ,EB���� At(S)

 ��.O0 
 � �32��$,N4 ��.>6�
 � ⋃

e∈S At(e)
�

� ��� � 	C, � � BC,N, : 0=, � �`B 6�
 .�. � �98 	C, 	�
 �Z4 �
e = 〈Γ; t : α〉 P BC,c,EB���� Te 
 	 F 0 	C, � � � : |t| �� ��� � 	C, � � BC,N, : 0=, �$,N4 ��.>6�
 � � � � �`Ba6�
 .�. �$4 �<8 	S, 	�
 �Z4 � P BS, ,EB���� TS 
 	 F 0 	C, � � � : ∑

e∈S Te
�

,  &��"��!� � �����!�N� �����������!��U���� ����
� #"��!������� 
&� ����"���� ��� "�� �����#$'� � ��, ���cU ��� ��� �������!�0� ���� ���� � � ����"49:��� ���
S →A S′

���� �" �
(|At(S′)|, TS′)

��� � � ��"���� ���L��� ��� �!��' ��"����N� "B<
(|At(S)|, TS)

	  ���" �>�  �" � "�� ����� ���� �
#"���	����T9:����$9����	 ��� �LU#����� � ���
� �#�NU��!� ��� � �� ���" ��� ��� "����!� ��� ��� ��� 	� #��� ��1&� �����>U ����9&� � �  �"�"���� 	  ���� < ��� �� &��	��!�N� � ���6� ����� ��������� ���4� ��� 
�" �#� � ����"����
�!�N� �����������!� ��� $
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� ��� ����� ������� �L��� " �!�N� �����������!����� ����
� #"��!����� �=��� ��� ����� � � ��� ��� "�� ����� 	 ���E'  �" ���L� ������$ , "����� ���� 	 ��" �N� �L��	��!� ���

�" �#� � ����"���� ���!� 
# �"��!���!��� �#$ � ��" ���!��� �)� �!� ������� 2
2�$
A := λfgx.f(g(x)) : S ( S ( S3 $
S := ∗( ∗

� � "��L� ��" 9&� ���� &� �D�V� ��$� #"�� 9:���
(λfgx.f(g(x)))(λx.x)(λx.x) = λx.x

���7$���� � 9:����� � �>�  #� � ����������� �!� � ���N� �W"
���T9:���N��� ��� ��� "�
 
����V0 � � 
 �T4�	 � �;BS, �<8 0=,$�VD[BC,N4�� 	S, ���  #������"�����"� �� ��� �� &�
	  ���" �B<�� ���� #�!" ��� ����� � ��" �!�E�4�L� ��� � ���N�=$��!�
� � 	�"� �$���
N�������V� ��� ����� � � 2

�TE



�A; ����� � � � �
������� ����� � � ����� �
� � �
� � � 
 ����� 	�� � ����� � ���

{〈·;λx.x : S〉} →A {〈·;λx.x : S〉} →A {〈·;λx.x : S〉} . . .
*-� �������!���������� �� � ��� ��� ���N�0$ �!������ �� ��� � ��"!��� �!� "�� � � �  #������������ ���� 	�"!�L�0��� � �0��� ��� ������"� ��������N�����#� ����� �5? �

��� �� ��=$�"�� � ��� 	�"� �$���
N�������V� ��� ����� � � 9:��� ������� "�� �!���������#� ��� �  ���" ����� ����� ��� ����� � �#$#� � ��, ���LUn������� ��� ��� �N��	����
9:������ ����  � ��� 	��&U� ��  &$ ����� ���-<�� � �&9&� � 	���� �>� ��� ���N�0$ �!�

{〈·, λx.x, S〉}
�� &�+��� ��� "��N������ �� � ��� ��� ��� � �L�0$���� � �����

������">�4�L� �#$ � � "���� ��� � � 	 � ��� �����(9:��� "���� � ��� 	���"!��� �(����� � � ��� ���!
# �"�� �������4� �5��������� ��� " �!���-$  �� � �!��� $�� ��� ����$� &� �����
��� �E��� ��� ��������<�"���	J��"���"LU ��� 9&� ��� ���� �� ��� �4� � ��� �# ���" ���  �� 	 �N� � �� �� ����� �����E��������� ��� "� �� �� #� $
* � "!��	� #� ��� ��� � � 	 "!� � ���!�#��$W,  �� " 	� &���� #�!"  &$ ��������"f��� ����
� #"��!��������9:��� ��� "�� �����E����� � ��� � �#� � �L� ��" �!�N� ��� ���!���!��U

���n' �#� � ��� 
�
�"��L��� ���4�� �� � ?�� "���� ����
� #"��!������� 	 "!�����L��� ����$ � � �N� ��
#� �6�V� � , ��� �!� � " ��� ����$������ ���� �� � ��� "!���)� � � � ���LU���� ��� �!"
<#" ���!"�� 
���" � � " � ��� �N�� ���"�� �>� � ��� �� #"��T9:���5��� �� �� ����� ����� ��" �����a'  #"!� � ���! #� �(9&� ���>�  �� � � , ��� �!��� ���LU 	  ���" 	  ����# ���" ���
��������� ���������4��������� ��� " �����E$� &� ��������$��6���� �"��������LU ��� � ��"!� ���!��"���� ���  #���������E9:������ &� � ���!�� �� �E��������	������ "���� " �+�����
	�����"��

(G,S)
 �

G
��� ����� 
�" ��	 ��� ����� � ���L9:�����  �� � �N�� �"��������!������� "���� ������ �� ��9:�����>�  #� � � , ��� �!��� ��� ���

S
��� �

�>� � � ���N�=$��!������� 	�"� �$���
N��������� ��� ����� � ��9:�����>�  #� � ����"�� � �5< ��� ����� � ��"�$

� QTX���� I.� G!� 1 (#� * , � � 	 � ��� � � � �`Ba6�
 .�. �$4 �98 	C, 	 
 �Z4 � �$4�� 0=,$� � 	 � � �
(S,R)

B��
S
�$4 � 0=, ��,54 �$.>6�
 � HX,�� �<8 � ����."4

���
R
�'4�� 0=,�4$BS0M4'2��$,N4 ��.>6�
 � � �

S×S
�/? �$4 : 
 : . �$, �;4 � �

S
4�BC, � 	 � ����
 : 4Y4$BS.1. ���;4 � 0�� ��	�� ��� ��� D���0a^ � �

R
4�BC, �4 �$4 	 � � � �$4 � I , � � � F 0 8 0=,�� �`Ba6�
 .�. � �<8 	S, 	�
 �Z4 � e � BC. �3,$��0=, � �`B 6�
 .�. � �<8 	S, 	 
 �Z4 �

e′
4�� � 
 �`^
�T4����V0=,$� @�	S. � 
 
 � � �

� �`Ba6�
 .�. �$4 �<8 	S, 	 
 �Z4 �
ek∈[1,n]

� ��
 
 � F 0�� �5BS0 � �RBS0 � i ∈ [1, n− 1] P (ei, ei+1) ∈ R
���
e1 = e

���
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� QTX���� I.� G!� 1 (#� � � � 	C, � � BC,), : 0=, �$,N4 ��.>6�
 �
I
� �UD[BC0 � 
 �'4

t : αε P 
 � ,EBC.>6�� � � � �a: ����, � 	C,ED �$4 �NBZ4�� � � � �$4 � � �$4�� �, : � 	 � � � �'4  ,EBC, 4�	 � �T4 @�	 � � �$4 P ,	B � : |I |+ � � �$4�� � |I |−  P �$4�� 
 �1,EBC.>6�� � � �OD[BS0 � 
 �$4 t : α+ � � �$4�� � t : α−  D_BS, ���$,)0M4
� 	C,N4

I
� ? �U,EBC.>6�� � � � � : ���$, � 	S,	D��'4U,EBC,c4�	 � �T4 @�	 � ���$4 � �

I
�$4 � �a: HX,�� � 	 �

|I |+− = |I |+ + |I |−
�

� QTX���� I.� G!� 1 (#�D1 � � 	C, � � BS,N, : �"0=,$� � : � 0ND�� �;BS, d
(Xs : S; ·; Xs : S

+; Lu; u) →incr (Γ1; ∆1; I1; L1; u) →incr . . . →incr (Γn; ∆n; In; Ln; u) →incr (·; ·; u : S
◦; ·; u)

BS, 	 � ����
 
 �>D[BS. � 
 �`^
� � :�� � 
 	 � : � 0ND�� �;BC, 
 	 F 0 	C, � � � :
max
i∈[1,n]

(|Ii|+−)
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	 ��"��#� � � � ����
�������� � � �����aBC, ��
iB � �$4"4�BC. �[BC,$� 	 �N� ��� �� #�!"�	  �� "���� � ���!�0' ���!�59:��� 	  �� "��� �� ��� 	���"��� �� ��� ��� �N� ��� ���
� �����#����"���	���"��� ���� �D9:������� 	�"��N����
 "�� ����� �#$�������� � ��������	���" ������	 �N� � � �# ���"%��� � ��� �B� � , ��"������LU��� #�!� � ��� � �L� ��� �cU
<���� �� #�!"D9:�V� ��� ��� ��� ����������	 � " �  #������9&� � �� �� � ������ ���� ����������$��� �� �����!�� ���� �# ���"�9&� ���>� ��� ����� ����9:��� �  �"�"���� 	  ��J�
��� �����  ���� ��� � � ��� ��	���� ���� &��	��!�N� ��$�,  ���" � � ���  #������? ���!� ����� 
�" �#� � ����"���� � � ��� 
# �"��!���!����� �#$ � ��" ���!����� �)����� ��������� 2
2�$

E := λf.f(everyone) : (np ( S) ( S
:= λP.∀y.P (y)3 $

Q := λf.f(someone) : (np ( S) ( S
:= λP.∃y.P (y)7�$

L := λxy.x+ loves+ y : np ( np ( S
:= λxy.Love x y



� ������� � � � � � � ��� � 	 � � ��� � � �
��� � � � ��� � � � 2L1�2

* ��� ����"!����� �#$ � ��" ���!���
t1 = E(λx.Q(λy.L x y))

���
t2 = Q(λy.P (λx.L x y))

��� "!����������� ������ �� �6� �N��� 	 ��" ���
	�"��N���!��" ����� �T9&� ��� �

everyone+ loves+ someone
U�������� � ��������� ������ #����U

t1
� � "!����������� ���

∀x.∃y.Love x y
���� �" �

9:���
t2

��� "!���������������
∃y.∀x.Love x y

$�b ��� ��� ���������N��� ��� ����� � ��� �  �"�"���� 	  ������ ��� ����� � �N��� �!��� ����"���� 	� �������$ �!���(���
��� 	�� "��#� �

everyone + loves + someone
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iB � �$4�4�BC. �[BC, � � �#������������"!��� t1 � � ��� �� &��	��!�N� � ���09:��� �L� ����
�����<

6
���! #"���9:��� ����	���" ������9:���

�� #�������!�E<���� ��� ����� ��� " � �����
t2

� ��� � �  ���	������ �!�!��9:��� �L� ����
�����<
7
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L0 � ������4�B � � : � 	 � ��. 	C0 � 	 �T4 �'4��� B ��� � H 
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# �"�� ���������V� ������� 	���� " � 	 ��� � �����
	���" ��������9:��� �  #��� � ������� ��� ���N�����N��� ��� 	 ��" ��� 9:�V� � ���!���  &$J������� ����� �#��� "!
�
��������c� ��� �!����� 	 ��" ��� 
#"���� �����!"���U�� �����
�!����	 ��"��#� ���49:��� � � 	������6���  �$ � ��"�< ��� 
#"����+� ���!"�� �  #�����!�
	 �����+�����#� � ����	������ 	� &��"�� ��"�� �  ���	�"���������$'� � 	 ��� �LU
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*B� ����
� �"��!������� ��� ��� ����� ����
�� ��� " ���B� ���!����� � ���N��� �a��	 ���=���  �	 � " � ���� �����	� &��"���� � � "=<C$ �!��� ����� ��� ����� � �#$ 
 ���
� �N��� �a��	 �����V�  #	J��"������� �� � 	� &��"�"����!���#�D��� ������
#� "D� ��� ����'  �"�� � ���� ���� 	 � "����������#����� �������5' ���!��9:�V� � ������� �  #���(� ���!�����)�����
�!�J��� 	 � ��� �#� ��� ��� 	 �N����	 "� �# R9:����"0��� �
	 � "����C��� � 	 � �#���!�!��$ �=� � � ��1��!�&U ���D� �����������C��� ��� � �L�0$����C���  #	J��"������� �� �
9:��� � , ��� �!� � � ���0���L�  #� � ��" � ���� ���������� � �9���:��$�,  �� " �����  #	J��"������� �� �LU ��� �� ���� ��"!� ������ �� ��� ��� ��� "�� � ��� ��� ����� � �
�V� ��� � �#����"�� 9:��� ��� �� ���� ��"!� ������ �� �V� ��� ����"!���
��$ � ��" ���!� 	  #���)�c������� �����=$  �������� 	 "� #	�"����������+� � �a� 	 ��
��&U � � 9:���
����� �����T9&� �N��� ���
"�� � ��� ��� < ��� �  �� � ��"�� � ���! #� ��� ����� ���N�� �� � ��" � ���! #� � � �� �
#��9:��� �!���������!"���$��0� ��� ��� ��"�� � 1�����U ���
� ������������������ #	J��"������� �� 9&� ��	���"!��� �-� � ��"� ����#� " ����� �� ���� ���� ����f��� � �����L9:� ������ �� � �D? �!��" ��
�� ���!��������"���$#*B� �N��	��� ��J� �����
"!
�
����V0 � � 
 �T4�	 � �;BS, �98 0=,$�UD[BC,N4�� 	S, ���D' ���!�B'  #"��N�N��� ��� ��	�	����J<���� ���!
# �"�� �������E� �D? �!��" ��
#��	������!9:�V� �!��' �#� � ��"� ����#� " �����



2c1A3 ����� � � � �
������� ����� � � ����� �
� � �
� � � 
 ����� 	�� � ����� � ���

�E$C��� 	 � ��� ��� � ���
�� �� ���������a' ��� �����

b � ����� ���

2
Xs : S+

↓incrH
Xs : S+ , (EX,X everyone, : S−) , Xx : S+, x : np−

↓incr3
(EX,X everyone, : S◦), Xx : S+, x : np−

↓incrE
(EX,X everyone, : S◦), Xx : S+, x : np−

(LZ1Z2,Z1 + loves+ Z2 : S−), Z1 : np+ , Z2 : np+

↓incr7
(EX,X everyone, : S◦), Xx : S+, (LxZ2, x+ loves+ Z2 : S−), Z2 : np+

↓incr;
(EX,X everyone, : S◦), Xx : S+, (LxZ2, x+ loves+ Z2 : S−), Z2 : np+

(QY,Y someone, : S−), Yy : S+, y : np−

↓incrH
(EX,X everyone, : S◦), Xx : S+, (Lx y, x+ loves+ y : S−)

(QY,Y someone, : S−), Yy : S+

↓incr3
(EX,X everyone, : S◦), Xx : S+ , (Q(λy.L x y), x+ loves+ someone, : S−)

↓incr1
(E(λx.(Q(λy.L x y)), everyone + loves+ someone, : S◦)

� ��
 � 2 $ 3@� b ������� ����� � � � �����aBC,$��
iB � �$4U4�BC. �[BC,$� � �����������)�L���������T9&� � ∀x.∃y.Love x y



� ������� � � � � � � ��� � 	 � � ��� � � �
��� � � � ��� � � � 2L1A7

�E$i����	����������������
�� �� ��� �����)' ���!�����

b � ����� ���

2
Xs : S+

↓incrH
Xs : S+, (EX,X everyone, : S−), Xx : S+, x : np−

↓incr2
Xs : S+, (EX,X everyone, : S−), Xx : S+, x : np−

(LZ1Z2,Z1 + loves+ Z2 : S−), Z1 : np+ , Z2 : np+

↓incrE
Xs : S+, (EX,X everyone, : S−), Xx : S+ ,

(LxZ2, x+ loves+ Z2 : S−) , Z2 : np+

↓incr7
Xs : S+, (E(λx.L xZ2), everyone+ loves+ Z2 : S−), Z2 : np+

↓incr;
Xs : S+, (E(λx.L xZ2), everyone+ loves+ Z2 : S−), Z2 : np+

(QY,Y someone, : S−), Yy : S+, y : np−

↓incrH
Xs : S+, (E(λx.L x y), everyone+ loves+ y : S−) ,

(QY,Y someone, : S−), Yy : S+

↓incr3
Xs : S+ , (Q(λy.E(λx.L x y)), everyone + loves+ someone, : S−)

↓incr1
(Q(λy.E(λx.L x y)), everyone + loves+ someone, : S◦)

� ��

� 2 $ 7 � b�� ����� � ��� ��� � �����aBC, � 
 B � �'4U4�BC. �[BC, � � ��������� �!�N� �������T9:���
∃y.∀x.Love x y



2c1GH ����� � � � �
������� ����� � � ����� �
� � �
� � � 
 ����� 	�� � ����� � ���
��� "������

t1
U�$ $�$NU

tn
�������n9:���

L(a)t1 . . . tn =βη u
$ 
 � � ���  �	 	� �� �!���� �� ������"�� �����]� �L�����a� 	������V�  #	J��"������� �� � �� ��J�����!�n<

��"���� ��� " �!� 	���"��N��� ��� ����� ����'  �"�� � ���! #� � �� #� ����"�������� �!��������
���
#� ��$ � ��" ���!��� �� #� � ��"�� � ���! #� �V� ������� "����E��� ��� ����� � �
�%� �
� � ���!������ #� ����"�� ����� ��������� 
#��
#�� &$�	 ��� � "����� ���� ���! #� � ���D�L9:� � ���! #� �(� �5? � ��"���
��
� $�� "������(���N��� �a� 	 ������� ����'  �"�� � ���� ��
�� ���� �  ���	����N��� �������!"�����$ 
 ������� �  �� ��� �

a
��� � �� #� � � ������� ��$ � ��"���� ������� �a� 	��

α1 ( . . . ( αn ( α
U8����� �

���
����� "�� ��� ����� ��� ����� ����U � � � " � ��� "0<�"!���  &��� "�� ��� �L9:� ������ ��
L(a)X1 . . .Xn

?
= u

� �
�� #� ����� ��� 	���� ���N� �!�L� �����=<
��"� &������" � ��������"!�����

vi
������� 9:���

L(a)v1 . . . vn =βη u
$ � � � ����"�� � � 	 ��� � 	�"��������!�N��� ��� � ��� ����"!�����

v1
U $ $ $LU

vn
9&� � �� ���� "�����	���� �������L��� ��� �>� ��� ��
�� 	 ��" �!� ����� �T9:��� � � ��� "������

t1
U $ $ $LU

tn
� ��������	� &��" �a��	 ��� �#$ � ��" ���!���

α1
U

$�$ $LU
αn

$7*B� ����
� �"��!��������
������ " ���n��� ��� ����� ���0� ���������������#��� 	 ��"��  ���"���	 � ���;B ��� �� �������� �������� ���� ���! #� �6��� �>� �c9&��� ���� ��
L(a)X1 . . .Xn

?
= u

� � �&� "�� ? ����� � ���)���!��� 	� &��" � ������� ��� ��� � ����"�� ���!����� � � �!��� ��� "�� ���09:��� ��� �� ���	  #��� ��� �� ����
�>� ��� ��
#� 	 ��" ��� �!�N� �T9:���8��� ��� "�� ��� ��$ � ��" ���!��� � ������� ����� �a� 	���� ��	�	�"� �	�"�������$ #����  &��� "�� ��� �L9:� ������ ��

L(a)X1 . . .Xn
?
=

u
��� ��� ������� �� ���	 �������+' ���!�f9:��� ����� �� ���� ���� ����f�  ��������#� ����"�� �>� ��� ��
#� 	���" �!� ����� �T9&� �D��� ��� "������ �#$�� ��"���� � �f� � �a��	 �

α1
U $�$ $NU

αn
���N�=$����"����"��=�����  #	 ����������� ���! #� �!����� "����������#����9:��� 	  ���"�" ���!��	���"!��� � ��"��=�V� �����!����"6��� � �� #�!"6< ��� ����� ��� "

$  �� �� &�0$�"���� ���  #�������� �� ��� � � ���������L9:� ������ �� $

 � � ��� ���������� �� ��� �f����� 	�"��N����
�"�� ��������� ���!�#� 	  �� " "��#�����N�=$��!��" � ���  �	 � " � ���! #� �n� � �a: .7BS,54�����	�� �;BC, � �f��� H 
 ��� 	�� �

	  �� "����+���!�� �"�� " �!����	 � "!'  �"�� ��� � ���6� � �>� ���!
# �"�� ������� 
������ " ��� $��� �� � �� &� �4$����� �� ���)� "���� �� ����� ��@� � � ����� "���	 ���� ��
�!� �����W� �T9:��� 	  ���" ��"�� ��"4��� �!� � ��
N���=���L��� ������'8�  #�#�����  �$�	 ��� ��� ' ��� ����� ������? � "��!���6���N���  �	 � " � ���! #� ������������������"����E<
�>� ����
� �"��!������� 
������ " ��� $R,  &��" ��� ��� � � �����������!� � ��
N�������L����� ����' �N� �!����� "������ �����N�����N��� ���E< ��� ��������� ����� ��� 
#"����+� ���!"����
���
L(2, n)

$ �  &� � ����	J��"� #� �-9:������ ���� 	  ���"�"� �� � �!� 
������ " ��������� " 	� &��" �!��� ��� ��"���� 
�" �#� � ����"�����$�; ��� �� #� �!�L9:��� �����
����� ��� ���5���N� ��" � ��� ��� �D9&� ��� � �!� � �!
L���6���c��� � ��� ' 	���"!�����cU 	� &��"8� ��� 
#"���� �����!"��E�  #����� �&U#��� �  �� � ��"�� ������ �� ��� ���
���!
# �"�� �������E��� ��� ����� ��� 	� #��� ��1&��������� ��������������� ��� � �#$������ ���! #� $ 
 � � ����
� #"��!����� ����� �8�������N� ��� ��� �� �� � ����� ����
� #"��!�������
< ���4� ��"����N�
	� &��"�������
�" �#� � ����"���� �� �" � �� #������� ��������	 � "������6��� ��������� ��� "�������
�" �#� � ����"����D��� ��"!$ "���� ���9	  #�!��� ��� �
O(n6)

$ 
 ��� ���!
# �"�� ������� ������ &� 	  �"������ �����5�4�N����� ������
 "��E9:�����>� ���!
# �"�� �������(� ��� ��"��!�L�=���c� ��� ����� 
#"����+� ���!"����
�  �" � �  ������N� ����������� ����� �#�  � ��� 
�" �#� � ����"���� ���!� 
# �"��!���!��� ��$ � ��" ���!�����N��	��� W��� � �� #"�"�����	  ���� < �>� ��� �� �����
������ �����

#"���� �����!"����� #"�� �  ������N� ����$'� � "�� � ��� � ����U �!� ��� �69:��� �T9:��� 	 �N� � � ,7� "�� ���6��� �>� ���!
# �"�� ��������	�"� #	� ��)��	���"��# #����� ���
* � �#$ ����/ b��.���A3L3 U�	  ���"������ 
�" �#� � ����"����8��� ��"�$�"���� ���
	  ����#� � $
* � �!� � ��
N�������L��� � ��� '79&� � �  �� � ������ �� �%���N? ����" ���8'  ���� ���!��"f� �N����'  �"�� �������!����� 2 �� ����f�V� ��$� #"�� �)��" ��� �!� � ��
N���

�����f� ����� "���	 ���� ���� �!� �#� �W� �T9&� ���n9&� � �� &� � � �� #� � �R� � ��� ��� ���� �� E $43�� � ��� �!��� �����)��" ��� �!� � ��
N���D� ���%������ ���	  #��� ���! #� �
����� ��� ���!����9&� ���  �� � ���!�� ����(���������!����� "E����� � ����	 "� � � ���!��� �� �� �)" ���������� �� $

� ������� 
B��& ?E��-.��*,+ ��&8�$" �����%&7���2QE��-.�<���4&

;�� � �������������!����9:��� �  #� ����� � ��� "���� �!� � ��
N��� ��� ��� ����� � ������� ��� ������	� &��""� ��"�� � 	 � �#������� �0� � 
������ "�� " �N� 	 �!��"
� � ���N��� ��� ��� � � ���N�=$���� � ��� ��� ����� ������$V* ��������� � ����9:�����0��� ��������� ��� 9:��� ��� $ �#� ���#� �!��" ��� ����$������ ���! #� � ��� " � ��� ����<
"�� 	 "!��� ���#��� "(� ��� 	�"� �	�"���� �!��� �!��"(�����(�� �" ��������� � ��	�� "��#� ��� $:*B� ����
� �"��!�������4� � 
  � e��&U �������#��������(  �����
#� " 	� &��"
����� 
#"���� �����!"���� �� #"�� �� #�#����� ���D� ���!����� ���� &� � � 	�"� �	�"������!�D9:��� �!� �� #��" ��� "����!�����

α
� � "�����"��!� � �#��� ��� 
�" �#� � ����"�� � �

��� ���!��	  �"����� ��+� � ����	�� "��#� �D< ��� ����� ��� "�$�������� 	 ��� ����� �����n' � &� #� �%�  ���� ��� ����"!����� ��� ��� "!����"�� � � � ���D$  �� �B� � 	�� "��#� �
� � �� ������ �� � e�� ������� 	��������!���N�����#��$J,  &��"����+9:��� ��� �6����� 
#"���� �����!"�������� ��� 
� #"���� ���������#$�� ��"���� �����LU��!���E�� �" �����#���C� �
	 ��"��#� ��� ��� "� ���� "���	�"!��� �����!��� 	���"-� ���B� ����� "���	 ���� ���� �)� �����#� ��9:����� $#b��!� ���>U��� &� � �#� "� #� �f� ��� �!��'  �"��������� �� �f��� 
�� � "��
� �����D$� &� � ��� ����"!��� �� #"�"�����	� #��� <���� ���!��� ������"���	 ���� �� �!� �����W� �T9:��� � $ ������� �� &�
	  �� "�� �� ����0�����!����"� #� �0���
"�� ����"��
�N� 	��!�����!����� ����� " �����  #� � 	  ���" �!���!9:�����!����� ��� � ������ #"�"�����	� #������� ������� � � , ��� ���!�#��$�� � 	 ��" �����N�����!��"LU#�� �� � ��� � �� � e#� "� �� �
	����B� � ��� "���� �#$ � ��" ���!�B� � �a� 	��

α
�  ���� ������" ��� �)'  �"�� � ���� �� 	 ��" ��������� ��9:�����N� 	��!�T9:����	  ���" 9:�� �� ��� ��$  ����-� � ����"!���

�  �"�"���� 	  ��J� < �����!����� ������"���	 ���� �� �)� �����#� ��9:���#$

� QTX���� I.� G!� 1 (#�1, � � 	C, � � BS,N, : �$4c0=,$�
� � 	C.O.�	 � � �/D 	�� : � B�������
 
 � 	 6'4���� 	 � ���
G

	�� � 	�������, 	C, � ]
L(2, n)

���O0=, �D[BS,54�� 	S, ��� 	 6'4���� 	 � ���
a
� �
G

	�� 	S, � �5BS0 � �������
α[1,n] ( α P 4�� Γ = X[1,n] : α[1,n]

���
ta
�$4�� 
 	Y@$B��'. �

β
2 ,	B��'. 	�
 �

���
η
2 
iBS, �a0�� � �

L(a)X[1,n]

	 
iB��[4 
 �jD[BC0 � 
 �
(Γ, ta)

�$4���0=,$� ��, ��� : ��
 �`^
�;D 	�
 � � � �������
α
� �W, � 	���� �;D$0 
 ����� P BC, � � �

F 0�� (Γ, ta)
�$4 � 
 8 ��, ��� : � 
 �_^
�;D�	 
 � 	Z4[4�B\D � : � ] 
 	 D[BC,N4�� 	S, ��� 	a6$4�����	 � ���

a
�-g��

(Γ, t)
�$4���0=,$� �$, ��� : � 
 �`^
�;D 	�
 � � � �������

α
� � 
 	�� ��	C.O.�	 � � �

G P 	 
iB��[41BS, ,EB������ 	 (Γ, t) ∈ G : α
�
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� �
Γ
�$4���0=, D[BS, ���`^ ��� �<8 	C4[4����a, 	 � �;BS, � ���������'4"B 6 � ��� ] � �$4 � 	 ��� 	a6�
 �'4

� �
Γ′ �$4 �h0=, D[BC, � �_^ � � �<8 	Z4[4����a, 	�� �;BC, � � �������$4"Ba6�� ��� ]�� �'4 � 	���� 	 6�
 �'4

! �
∆
�'4��h0=, D[BC, ���_^ ��� �98 	Z4[4����S, 	�� �;BC, � � � �$4�D���� � � �;BS, ] � �$4 � 	 ��� 	a6�
 �$4

I , � � � F 0 8 0=, ����
E4 : F 0��$, � �$4�� �a: ��� � 	a6�
 �14���BC, ����0 � 
 � �a: .>BC, ��� ��� ] 
 8 	 � � � � �$4 �+./� 
 �'4 � ��
 	 H �a0 � � & � !
� QTX���� I.� G!� 1 ( <(Q *-, � ���'. �

t
�'4�� 	 � ����
 : �a: D[BC. �5BC4�� � �;BC, 
 �`^
�;D 	�
 �V4�	 �G0 � : � � � �������

α.L
4�� � 
 �_^
�T4 ��� 0=,$� � : D[BS.12

�NBZ4�� � �;BC, 
 �_^ �;D 	 
 �
Π; Γ; ∆ `G v : α.L

���h0=,$�U4[0N6$4�� � � 0 � �;BC,
σ
����
 
 � F 0��1d

f �
v.σ ≡ t � : � 	 
 � � : 4��C, � 	\^ � F 0��  



� ������� � � � � � � ��� � 	 � � ��� � � �
��� � � � ��� � � � 2L1'2
� � �NBC0 � � BC0 �

X : α ∈ Π P � 
 �_^
�T4�� ��0=, � ���'. ��	 6'4���� 	 � � w � ���������
α
����
 F 0�� σ(X) ≡ L(w)� � �NBC0 �
� BC0 �

x : γ.L′ ∈ ∆
� 
��_^
�T4�� � 0=,$� �a: D[BC. �5BC4�� � �;BC, 
 �_^
�;D 	�
 �?4�	�� 0 � : � � � �������

γ.L′ w
����
 
 � F 0�� σ(x) ≡ w

�
� � �NBC0 � � BC0 �

x : β ∈ Γ P σ(x) = x
�

�-h'*@* h)1 (-, ? � 4 : F 0���, � σ;X[1,n] : α[1,n]; Γ; Γ′;x[1,p] : d[1,p] `
G
A t : d

�'4�� �a: ��� � 	 6�
 � 4������ 4 ��0 
 ��. ��, � 4��
��� � 
��_^ �T4����
0=,$� @�	C. � 
 
 � � � �����'. �$4 	a6$4 ��� 	 � �;4

(tk)k∈[1,n] P 0=, �V@�	C. � 
 
 � � � �a: D[BC. �5BC4�� � �;BS,54 
 �`^
�;D 	�
 �'4�4�	 �G0 � : �$4
(vk)k∈[1,n] P 0=, � �$,EBC.O.�	 �
�

σ′ ��� � ��0a^�D[BS, ���`^ ���'4 Γ1
���

Γ2
����
b4 F 0��Od

f �
Γ = Γ1,Γ2� �
τ = [Xk := L(tk)]

n
k=1 ◦ [xk := vk.σ

′]pk=1� �
Γ1; Γ2,Γ

′; · `D (t.σ̃).τ : d
�$4�� � : ��� � 	a6�
 � �

� : .>BC,54���� 	�� �;BC, � 
 � ���N� ��� � �����L�� �����"���� ����	��!�L��� ��� 	 ��"���������� ���� �� �!��"����+��� "��!� � ���! #�����

σ;X[1,n] : α[1,n]; Γ; Γ′;x[1,p] : d[1,p] `
G
A t : d

$
�

��lWGU+-G K.� I���G�� 1<(%� � � 	S, � � BC,N, : � 0=,$� � ��	C.O.�	 � � ��D 	�� : � B ������
 
 ��	a6$4���� 	 � � �
G = (Σ1,Σ2,L, S)

����
 
 � F 0�� L(S) =
β[1, n] ( β

	 � �[D β 	�� BC. � F 0�� P 4�� λy[1,n].u
�'4�� 0=, �����'. �UBa6�� ���X4$BS0M4-@$B��'. �

β
2 ,EB��'. 	�
 �

η
2 
 BC, �a0�� � � �������

L(S)
	�
iB �[4 � 
 �_^ �T4����>0=, �����'. � 	a6$4���� 	 � � F 0 � 	C, 	�
 �Z4 � u 4������ 4 ��0 
 ��. ��, � 4���� 
 �`^
�T4�� � 0=,$� �$, ��� : � 
 �_^ �;D 	 
 � � � �������

S
(Π, λx[1,n].t)

����
 
 � F 0�� x[1,n] := y[1,n]; Π; ·; y[1,n] : α[1,n]; · `
G
A t : {u : β}

�'4�� �a: ��� � 	 6�
 � �
� : .>BC,54���� 	�� �;BC, � * � �!� �N� ��� ������� ��������"�� � �!�N� ������������� �a��	 �

S (Π, λx[1,n].t)
�����!����9:���

x[1,n] := y[1,n]; Π; ·; y[1,n] : α[1,n]; · `
G
A t : {u : β}

��� �D��� "��!� �#$ �!�&U����! #"��LU&��� ��	 "!
�� ��� ���N� ����	�"!�����c� � ���LU�� � �)� 	�	� ��������D9:���
Π = X[1,p] : α[1,p]

U���� ��� ��� ���6��� �4' ��� �����!�
� � ��� "������ �#$�� ��"���� � �

(tk)[1,p]
��� ���!��9:���

tk
��� �B� � �a��	 �

αk
���
·; y[1,n] : α[1,n]; · `D t.σ.[Xk := L(tk)]

p
k=1 : {u : β}��� �4��� "���� ��$�����$$� "E��� ��	 "!
�� �!� ���N� ����� � �  �"�"���� ���� ��C��� � �����N���]� ���E� ����� "���	 ���� ���� �)� �����#� ��9:����� � �!�L� � �BE $ F
� �������

� ��
�� � ? �i9:���
t.σ.[Xk := L(tk)]

p
k=1 =β u

$�* �E$ �!��� 9&� ��� �
(Π, λx[1,n].t)

��� � ��� � ����"!��� ����� ��� ���!���#���� ����� �i< ���
�� #� � � ������� �#$�� ��"���� ���

c
���� �" �

ct[1,p]
�  �� � ���!�!� �5� ��� ��� ����� ���5���

λy[1,n].u
$

* � "���� �!	�"� �9:���N��� ���cU
v
��� �0��� � ��� ����� ��� � �

λy[1,n].u
���� �" �

v = ct[1,p]
$2� � ���

(X[1,p] : α[1,p], λx[1,n].t)
��� �

��� � ����"!��� �!�N� ��������� �����  � �����0<
c
U ���� �" �

t[Xk := L(tk)]
p
k=1 =β u

������� ��	�"�
�� ��� ���N� ��� 	 "!�����L��� ���LU ������� ����	�����9:���
9:���

x[1,n] := y[1,n]; Γ; ·; y[1,n] : α[1,n]; · `
G
A t : {u : β}

��� �4��� "��!� �#$ �!�#$
�

� ����� � � �4�6&5��������*,+%���4*,�4�#"8�/" ���#�

`  &� � �� �� ��� 	� &��" ��� �  �� � � 	 ���! #�+� � �>� ���!
# �"�� �������(��� "����� ���� ���! #�=��� �L9:� ������ �� �%� �(? �!��" ��
#��U �� ����%�+�L�� �"����� �� �
�!��� �!�L9:��� ��� ����� "��!� ��$��!��������� ����� �)� � �!
N���

`GA
9:���  �������� �a� 	��
� �� &����9:�������+9&� � �  #��� �  &� �5'  �"����

η
" �� ���
&����$

�  &� � ���!�� �� � 	�"!��� ������� " ����� ����
� #"��!�������E� �E' ��&� #� �!��'  �"�� ���!����U������ �-�� �������" �����8���N�� ���� ��"������� �� �B������� �� �"�"���� ���! #�
 �� � � ��� �� &��	���� �!������$ 
 ��� 	�"� �	 "������������  #��� � ��"���� ���N��� ��� ���������!����� 	 ��"���� �)� � �!
N��� '  �"���� �E9:��� �� ���� � �# �� �
�R� 	�"����N�L� �L�+�����#��$B* � �  #�������� �� 9:��� �� &� � 	�"������ ���� #� � �������]� ��� � ����" � �������N�����#��	 �#� ��� � �L�����
	  #��� ��$�����$ �� �� �
�� ���� �  &�+����� $ ���!��� �!��" ����� �T��� ��� � ��� ����
� �"��!��������� ���0� ��"��!�L� 	  ���" ����� 
#"���� �����!"���� �� #"�� �  ������N����� ��� �����

�" �#� � ����"����]��� ��"�$�"���� ���9	  #�!��� � $
�=� ��� ��"���� ����
� #"��!����� ��� 	  �� " � ���n'  #"!� �������)�����  ����f� ��� 	 "� #	�"����������n� ���� &� 	 �!�N� �!�!�
�L9:����� ����� ������� � ���� ����(� ���N��� ������	 �!���(< ����" � ��������� ��� ��� � ���! #� � $ �  &� � ����	J��"� #� �(9&� � ����� ����"��4'  �"�� ��� ��	�	  �"��!� 	 ��"
�!����� ������"���	 ���� �� �  �, "�� �)��	 ���#� ��� ���0� � �� �� 	��!��������	� &��"�	 � "�� � � ��"�� � � �  �� � � �# ���"�����������
� #"��!����� ������� ��� ����� � �
	� &��"������ 
�" �#� � ����"����(� �

L(2, n)
9:��� ����$ ����� ��� �!��"E��� �#� ��"���� ����������9:���������!�����49&� ���  �� ��� �# �� � "��������R������$

*B� ����
� �"��!������� 9&� � �  �� �����!�� �� ���# ���"���� �� #	 ���������!�BA ���%' ���!��������� ��� ���!��� ���� ���������� � ����9:����� "��������������L� �����6? � ���
9:��� ����� 	 � "���������� ������� ��� ����� � ��"��!��� 
#"����+� ���!"���� �� #"����� �������� ����� �0' ��&  �� �� &� �5<+' ��� ����� �������T9&� �0< �>� ���!
# �"�� �������
	�"� �	  #�!� 	 ��"�� ��"����N� / � ��" 2#1c3 $#� � 	 � "�� � ��� 
#���!�L��� ���5��� ��������� ��� " �!����
�" �#� � ����"����4��� ��"�$�"��������9	  #�!���������

O(n6)
U

� ����� �  #� �������N� ���� �� �!��" ����� 
#"���� �����!"���� ��� �!��
� #"���� ���!��� �#$ � ��" ���!������9:��� �� �� �����=� ��� 
�" �#� � ����"�������� ��"!$ "��������R"
	  ��������0��� ,7
 "�� � � �>� ����
� �"��!������� 	�"� �	  #�!��	 ��"��� �� ��� ����* ���#$ ��� / b��.���A3 3 $ 
 � 	 � ��������� �!��� ���������!�!�!�J� ���=9&� � ���  ��



2c1-F ����� � � � �
������� ����� � � ����� �
� � �
� � � 
 ����� 	�� � ����� � ���

·; Π; ·; ·; · `GA t : d t ∈ G : α � � �
A

·;X : α; Γ; ·; · `GA X : d

σ; Π; Γ; Γ′; ∆ `GA t : d Π; Γ′; ∆̃ `G t : α.L  ��"
A

·; ·; Γ,Γ′; ·;x : d `GA x : d
· `Σ2 t : α #��N'

A
·; ·; ·; ·; · `GA t : {t : α}

�a�R" � ��"
A

x := y; ·; ·; y : α; · `GA x : {y : α}
σ, x := y; Π; Γ; Γ′, y : α; ∆ `GA t : {u : β}

λ
" �c9

A
σ; Π; Γ; Γ′; ∀y : α.∆ `GA λx.t : {λy.u : α ( β}

σ1; Π1; Γ1; Γ
′
1; ∆1 `

G
A t1 : {u1 : α ( β} σ2; Π2; Γ2; Γ

′
2; ∆2 `

G
A t2 : {u2 : α} b 	�	�" �L9

A
σ1, σ2; Π1,Π2; Γ1,Γ2; Γ

′
1,Γ

′
2;`

G
A t1t2 : {u1u2 : β}

σ1; Π1; Γ1; Γ
′
1; ∆1 `

G
A t1 : d ( e σ2; Π2; Γ2; Γ

′
2; ∆2 `

G
A t2 : d b�	�	�" � �����

A
σ1, σ2; Π1,Π2; Γ1\Γ

′
2; Γ

′
1,Γ

′
2;`

G
A t1t2 : e

σ; Π; Γ; Γ′; ∆, x : e `GA t : d
λ
" �������

A
σ; Π; Γ; Γ′; ∆ `GA λx.t : e ( d

� � �!��	�	  #����9&� �
G = (Σ1,Σ2,L, S)

$

� ��

� 2 $ E � *R� � �!
N����'  #"!��� �V�V� ��� ����� � ���������
L(2, n)

�  �� � ������� � ����� � ����� �L��� ���!
# �"�� ��������������������� ����� ����"�� �# ���" ��� 	� �������$ �!��� ��� � � �� #� � ��"!� �!"��=� ��� ���#� ������� �#$ � ��" ���!���
9:��� 	�"� ���� �!" ���!���!��� ������
#��
����D� �

λ
" ��� "������E� ��� 
�" �#� � ����"����8���

L(2, n)
$

bE? � � �������N��� �� &� 	 "������ "����������!������� ���! #� �E9:��� �  &� �a" ������� ���#� � ��� ���!
# �"�� ��������U ���V' �#������ #�!"������E��������"��!	 ���! #� �
�!� �����W� �T9:����� �� &�+��� ����� 
&� ����"����!����� ���� �� � ��� �� ����! #� �=�V� ����� �������0� ���!�����)�����+����� � ����������
� #"��!����������< ��� � ��"��!�L��$
,  &��"�"���	�"������ ������" �����  &� �)" � � �
8�� �

ai . . . aj
� � ����� � �
8����

a1 . . . an
U � ��������
� #"��!����� ���(� �����!����� ������� 	 ���!"������ ����� �������

(i, j)
$�� ��'  #"!�����!���N��� ���cU � ������������� ����� "���	 ���! #� ���)� �����#� ��9:�����NU ��� � ��� �  &� �a" � � �
8���� ����"�� 	 "!��� ���#��� 	���" 2

aj+1 . . . an ( ai . . . an

��� ��� �!" <#" ���!"������ � ���98 ���59:��� ���  �� ����� �  �� ��� �!
����6<+� "� ��!��� � � ��9:��� ��� �D��������	 	��!��� ������ �� � ��� � ���
λ
" � ������� � �����������!"�� �

��� � � �98 ���
aj+1 . . . an

�  #������	  �� " "����!���!����� ��� � � �
8����
ai . . . an

$ 
 ��������"���	�"!��� ������� ���! #� 	��L� � � �L�0$���� " �� &��	��!�N� ��U
� ����� ���  �� ��� 	 ���L� ���������!�E��� �!� � �!
L���5$����!� �!��"������E��������"��!	 ���! #� �LU� #�C� �����!����� " ���!������� 	  ����#���N��" ��� � � � �
8�� ����$
,  &��"�"���	�"������ ������" ������ #�#����� ����� � � ���98 �����)����� �����LU

a1 . . . ai . . . ak . . . al . . . aj . . . an

����� ��� ����� � �L��"��4� � 
#"���� �����!"����4��� ��"!$ "��������
	  ����#� �4�������!��� ���������+9:� �&� "���	������
(i, k, l, j)

U �� &� �4�������!��� ��"� #� � ����� ���)"
� "���	 ���! #�

(al+1 . . . an ( ak . . . an) ( (aj+1 . . . an ( ai . . . an)
��� ��� �4< � ��"������ �� #������� ����9:��� � �  #� �
�!� �!
 "�� ������ �� �)" � � �98 ���

ak . . . al
	�"� R����� � �����  &� �)" � � �
8�� �

ai . . . aj
$

*-� ���!
# �"�� �������=9:��� �� ���� � �# �� �5����?���� 
�
 "�� ������	�"� �$ ��
L� ���6�V�
α
" �  �� ����"����� �� ��� 	  ���"�9:�V� �!�n'  ���� ���� �� ����U �� &� �

	���"��� ����5��� ��� �R��	  �����
���� 9&� � ����� � ��"����#$������5� ���!�����)����� 	  ���" �  �� � ��"�����"�� �!����� ����"�� ��� �!�N� ��� ���!��� �  #�#��� �L��� <C� �N���
����� ����� � ����� ��� ����� � ��"�����$��!��� ����� ������
#� ��� 	 ��� �! #"��-� ����� �� #� � ��"�� � ���! #� �����-������ &��	� �� �!���� �� � �!�N� ������������$�* � �  �"�"���� "
���! #�i� ����� ����
� #"��!����� � "�� 	  #���6��
#���!�L� �������!��"��>� �R� 	  �����
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* ���4� ���N��� �����5��� ��� ����� ��� � ���� #��������"���� �� ����6� �=�4�N��� � ���!��"��=9:��� �����4� ���N��� ��� �6��� ��������� ����	�"��!������	 �#����U��!�L��"
	 "!��� ��� ��������	a��� ��� ? � ����� ���#���!���!���N�����#�����
�R������� ������ #	 ����������� ���! #������� 	 � "!'  �"������ �����D� ����� ����
� #"��!����� �#$
�� �� � ������ �� �(����� "���"�� ��� ����
� #"��!����� ���� &�+���6���
�!� � ��
N���6� ��"��N��� "��!�!� "����!��"D� ��� � ��� �L�0$������(��� � ���N��� �����D��� �����W"

��� � ��	 "���� ����	 ����� ��� �����  ��������!"�����$
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� QTX � � I���G�� 1 ( I�I � � 	C, � � BS,N, : 0=, ��,54 ��.76�
 �
H

�<8 : 
 : . ��, �G4 �98 	C, 	�
 �Z4 �
� ���3,	D � � 	C0a^���� 4 �[D_BS, � 	 � � �$4 P BC, � � � F 0��
H

� �`B � 0 � � 
 8 �$,N4 ��.>6�
 � � �$4 : 
 : . ��, �G4 �98 	C, 	 
 �Z4 �
H′ �$, 	S, 	�
 �Z4�	S, �

u
� 	C,N4

G P D�� F 0�� 
 8 BC, ,EB���� H →u,G
ea H

′ 4��BC,�����0 � 	 � � 
 � F 0���� 
 8 0=, � � �'4 �+./� 
 �'4 � �'4XH �a0 � �$4 & � # P & � & P & � ' ��� & � f � �
� QTX � � I���G�� 1 ( IUQ � � 	C, � � BS,N, : �$,N4 �$.>6�
 � �<8 : 
 : . ��, �G4 �<8 	C, 	�
 �Z4 � � ���3,ED � � 	C0a^ ���U4 �_D[BS, � 	 � � �$4

H P BS, � � � F 0��
H
4 � � : � 0 � � ]

H′ 4�� � 
 �`^
�T4���� 0=, �$,N4 �$.>6�
 � �<8 : 
 : . ��, �G4 �<8 	C, 	�
 �Z4 �
Ha ⊆ H

����
 F 0�� Ha →u,G
ea H

′
a

��� F 0��
H′ = H ∪H′

a

�

��lWGU+-G K.� I���G�� 1<( < = 
#�_^
�T4 ��� 0=, � ���'. ��	a6$4�����	 � �
t
� ���������

S
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 F 0�� L(t) =βη u

� 	S,54
G
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 ��. ��, � 4��

∅
∗
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u,G

EA H
���
H
D[BS, � ���$, �h0=, : 
 : . ��, � �<8 	S, 	�
 �Z4 � � � 
 	?@$B��'. �7d

(S.0;xP := yP ; Π; ·; ·; t′; ·; yP : γP ;u′; γ)

4��
L(S) = γP ( γ

���
u = λxP .u

′ �

�  ���� ���!�� �� �-� �����#��� � �����-������� ��� "(������<������ �!��� 
#"������ ���B' �#�����!�����(� ��"�
 
#�!���B9:���7����? � ����� ����� �>� ���!
# �"�� ������� ���
�����#��� "E� ������� �N� 	��!�T9:��� "�����'  #"!��� �����N��� ����$

�:& l��T P himONP�#� � I��#&�I���G��

 ��� ��� "�
 
���� ��� � � �����!������"��E< ��� "�
 
#�!� � ���!�8� ���>� ���!
# �"�� ��������� � � ��"����N�#$
� �!����� "!�����!��� 	�"��N���!��"��%�����L��� �����B�V� ��� �W"

��� ��� 	�"��!������	 �#��� ����������������"�����	� &��" �  �� ��� � � � "6����� ��� ����� � �#$ 
  &�+��� �>�  �$�	 ��� ����'-� � ��� ����
� #"��!������� ��� ����� ������$����!"
9:�V� � � �!�L9:���������������+'  �"����

xP := yP ; Π; ·; yP : αP ; · `GA t : {u : β}
��� �0��� "���� ��$�����U � �#���

(Π, λxP .t) ∈ G : S
�
L(S)

����������� 
#���-<
βP ( β

� $ � � � "!��� �  ������!��� � ����"!����� ����� �����������
λxP .t ∈ G : S

���C� ���N�����#� 	 "���� ����	 ���V��� ��� ����� � ��9:��� �  �"�"���� 	  ���� <�����������"���� ����"�� � �5<���� �� ���" 2
(S.0;xP := yP ; Π; ·; ·; t; (·; yP : βP ; t;u;β); yP : βP ; v;β)

�'�%�$" ���/" �����

,  ���" � ��� ����"!
�
�����U  �� �!��	�	  #����9&� � 2
2�$
L(S) = βP ( β

���
β
��� �E���
�a� 	�� ���� ����T9:���

3 $
(Π, λxP .t) ∈ G : S7�$
u = λyP .v

H = ∅
���
H′ = {(S.0;xP := yP ; Π; ·; ·; t; (·; yP : βP ; t;u;β); yP : βP ; v;β)}
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2&2.3 ����� � � � �
������� ����� � � ����� �
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 ����� 	�� � ����� � ���
�8hRK l,�' P hRK m�h)+nlWQRm ��O#I���G��

 ��� "�
 
#�!������ �"�"�����	� #��� � ���������
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#�!���E���i�4�N��� �  �� ����� � �!�����#����"���� ���!
# �"�� ���������E� � �a��	 �"� ��"����N�#$J*  �" �a"

9:�V� ����� ���N��� ������� ��� ����� ��� �!����� "��+�c� ������"���� 	  ���" � � ���5�������!���� �� �:� �  &� ����� � ��"�����$�����������������U ��� �� �� �-' �#��� � "!��� "
� � �� &�������]� ���N�����#����� ��� ����� ����9&� � 	�� ����� � �!� � �#�E��� ��������� ��� �!��$ � ���!�!����"5< ��������� �!���� �� �:� �  ��@< ��������� � ��"����#$ �!�
�#� ���!�#��� � 	���"!��� � ��"���� � 	  ���" �)� �!� "����>� ��� ����� ����$
* � "!
�
���� ��lWQRm�� O#I.� G!�

Var

� , ��� �!� � ��� ��" � � �����B����� � ��� � �#�� � ��� � �����
����� ��� ��� ��� � ��"�����$��!�������������#$V* � ' ���!�
9:��� � ��� ��� � ��"�����$��!���� ��!��$ �!��� ��� � � ��"����#$�������� ���!�#����� � �&� "�� ?J� 	 ��" ���
��"� �������
L� � �R� 	� �����
�� � � � ��� � ��� "�
 
#�!�#$V* �
� �!�J9&� ��
L� ���R� 	� �����
�� � 	�"� �	  #���=� ��� �� #�����!"���� �+������ &� 	  #���!���� �� ����� ��� ���!� � �#�������!� �4�N��� �a��	 � 9:��� ���
� ��"����#$ �!�
�  �� ���T��� "�� �#$ 5 	 ��" ���!"(� � � �������4������ &� 	  #���!���� �� ����� ����������U# �� 	�"� ������!�8��� �����L� �����(��� ��� ����� ����	�"��!� � �!	����J�� ���� �>�  &$�"
	 ��� ��� ' ��� �%��� ������? � " ���6�����  ���	  #��� ���! #���!�N� ��� ���!� � �� ������!� � �#��� ��� ��� "�� �  �$�	 � �n� � ��� � ���N�����#�%��� ��� ����� ��� �!����� "��+�c� ������"��
�  �� ���T��� "���$

 ��	����������#�cU ��� "!
�
���� ��l QRm�� O�I�� G!�

Var

"��c9&� �!��" �cU � �����
��� ������ #��� � �R� 	� �����
�� �&U-9:��� ��� �a� 	��  &$�	 ��� 9:��� ���
����� �T9:�����#���� �����4< ����������� ��"�����$��!� ��� �  #� � 	 ��� � �� �����9:���#$ � �
� , � �LU � � �� �� �a� 	 � ��� ��� �� ����T9&� ��U� ��
�����!� �  �� ��� ���
��� � ����� ����� " ��� � ��� � ��"�����$���� 	� &��"%9&�]� ���!��� �L� ������? � � �#��� ��� ��� "����  �$�	 ��� �� ���� �T��� "���$cbE� �����#����"�
 
#�!� ��l QRm�� O�I�� G!�

Var at	 "� ��
c� � < ��������� ����' � "�� ���������������0<�	  �� "��!������ �������� ������� � �����  ���	� �� �!���� �� ������� �#$�� ��"��#� ���� �� � � ������ #"���� �#���
� ������� ����' � "�� ������$2� � ���N? �������������

∆
�]����� ���>� �R� 	� �����
�� � EC��� ��� � ��� "!
�
�����U  �� ���!� ����� � ���i� ����� "���	 ���! #� � �#���+���

9:� ��������?�� �����N� "4����������"���� � �!��� � ��"�����$������E9:��� �  #�#� �!��$�"���� ��� ���!�#����� � � �>� �����L� �����6��� ��� ����� �����!������"!� �c� �����!"���� �����
����� ��� �#� � �!�#���#� ������� � ���N�����#�C��� ��� ����� ����	�"��!� � �!	���� $ � �E' ����� " � ����	����������#� 	 �NBZ4��������;B ������� "���? � "�9&�]� �����N� ��� ���
$ �!��� �����@������ &��	� �� �!���� �� ����� ��� ����� 9:����	���������� �N� ������? ��"
� ����� ��� ��� "�����$ 
 ����� � �i' ��"�� ��� ����������� � ��� "!
�
������
�V� ��	�	�������� ���� �� $
,  &��" ����� �!���� �� �:� ���LU#����	�"��L� ��� ���! #� '  ���� ���� �� ��� �!��" ���5���L����	�"��!������	��59&� ��	  ���" �!��� � ��"����#$�������$
�� �� �-' �����  #� �

� � 	 � ��� �������������� �� ��� �����+� ��� ����� � ���! #� ������"�� ����� ��� �� #���R����� �!����� ������9:�������N��"� #"�� "�� ��� � � ��"��������L� �������!��	 � "��!�L��"
<M3  &���� �� $'� � �N� ��
#� ����< ��� � ���  #	 ����������� ���! #� 9:��� 	���"!������� � 
���
#��� "6���@� ��
�"��0��� ��� 	� ��������5����� � ��� 	  ���� ��1����
9:���-$� #"�������� �� ���	������ �!�!� ��� ��������� ���! #� � � �>� ����
� �"��!��������$�*  �" �!9:�����>�  #"�� "�� � � ��� ��� �� #���R������� ��� ��"���� ���L��� ��� 	���� �

#"������ 9:��� 3�U� �� 	�"� ���� � �8���N��� � ���N�����#� �-��� ��������� ������� �!���N� �V� ���
� �L��� $ 
  �� ���  �� ����� �� � e��4< �#� �N��� �� ���� ���
�V� ����'  �"�� � ���! #� ��"�� ��� ��������� �#���C� ������"��!	����� �� ��� ��� ����"!������9&� ���  #�!�#� ����"��L� 	 ���#��� " ��������� �  ����R�����NU�����' ���!�4� � � "!��� "
� �+�����L��� ���B��� ��� ����� � �������  ��������!"�� 	������-� � �!� ��"���� �a'  #"!����" � �#���8����� "!
�
�������� ��	�	�������� ���! #� 	 � "�� � �-� � ����	 �#�n' ����"��
��� 	 � ��� "�� � ��� ��� ��	 	��!��� ������ ��i��� ��� "�� �  �$�	 � �  �$�	 ��� ����'B� � �>� �����L��� ���6��� ��� ����� ��� 	�"���� � �!	 ��� $'� � �!���!��� �>� �������!���������� ��
������� "!
�
����6� � �� &� 	 ��� ���� ��
� 	  ���" ��, ���E9:�����!���D����� �������D� � ��� � ���  #	J��"������� �� ��� ��	 	��!��� ������ ��
������ ���� 	 ��� � ��� ��$������
��� 	������ �>� � ���N��� ���-��� ��� ����� ��� 	�"���� � �!	 ��� $ 
 � ��� � � � ����9&� ��' ���!� 
#��
�����"f�����!�J� ��� �4��� ��� 	  #�������B����� � �����  ���	������ � ���E� �
�>� ����
� �"��!��������	  ���" ����� 
�" �#� � ����"������  ���� ����� �a� 	 ������$ � ��" ���!������� �!��������"������ ����� � � ��� �a� 	����4���  �" � "���� ��"���� ���N��� ���
�!��	 � "��!�L��" <,3 $ 
 � � ���i� ��� ����� � ���! #� �V� � 	 ��� �V� �����!� "
��� 	  ���" ������� ��"����#$������ 	 ��"�� ��9:��� � � ���!���a" ��� " ��	�	  �"�����"����!���#�
�� �� � �����D��� �����!����� � ���  �	 � " � ���! #� ��� ��	�	 �!��� ������ �� �� �" �D� � ��� � ���!������� ���! #� ��� ����� "�
 
#�!��� ���� &� 	 ��� ���� �� � ��	 ��" ����9:��� ���
�  ���	������ �!�!��� � ���N��"��a� 	 � ��� ���� ��7	  ���" � �!��' � "��!�L��"E<���� ������� ��� ��� �� #���R������$
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��lWQ:m�� O�I���G��
Var5E� 	  �����
���������� � ����������� ���! #�C������� "!
�
���� 2

2�$
H = {(α.L;σ; Π; ∆; Λ; t; I ; Γ;u;β)}3 $
I = (τ ; Γ′;xvP ;w; γ), I ′7�$
x : (⊥, α′.L′) ∈ ∆ ∪ ΛH $
ρ(L(α′).L′) > 0E $
Π′′; Γ′′; ∆′′ `G λx[1,n].t

′ : α′.L′

H′ = {(α′.L′; Γ′′; Π′′; ∆′′⊥; Λ⊥
x[1,n],α

′.L′ ; t′; (·; Γ′; t′;w; γ); Γ′;w; γ)}
��lWQ:m�� O�I���G��

Varat5E� 	  �����
���������� � ����������� ���! #�C������� "!
�
���� 2
2�$
H = {(α.L;σ; Π; ∆; Λ; t; I ; Γ;u;β)}3 $
I = (·; Γ′;x;w; γ), I ′7�$
x : (⊥, α′.L′) ∈ ∆ ∪ ΛH $
ρ(L(α′).L′) = 0E $
∆′ = x : (∀(Γ′\Γ).{w : γ}, α′.L′)

H′ = {(α.L;σ; Π; ∆← ∆′; Λ← ∆′; t; I ′; Γ;u;β)}��lWQ:m�� O�I���G�� >2
Inc5E� 	  �����
���������� � ����������� ���! #�C������� "!
�
���� 2

2�$
H = {(α.L;σ; Π; ∆; Λ; t; I ; Γ;u;β)}3 $
I = (τ ; Γ′; v;w; γ), I ′

� �#���
v = Xv[1,n]7�$

X : α′ ∈ ΠH $
ord(L(α′)) > 2E $
(Π′′, λx[1,n].t

′) ∈ G : α′

H′ =

{
(α′.·; ·; Π′′; ·; Λ⊥

x[1,n],α
′.·; t

′; (·; Γ′; t′;w; γ); Γ′;w; γ)

[α′.0;σ|v; Π|v ; Γ|v,Λ|v; v; (τ ; Γ
′; v;w; γ); Γ′;w; γ]

}

��lWQ:m�� O�I���G�� ≤2
Inc5E� 	  �����
���������� � ����������� ���! #�C������� "!
�
���� 2

2�$
H = {(α.L;σ; Π; ∆; Λ; t; I ; Γ;u;β)}3 $
I = (τ ; Γ′; v;w; γ), I ′

� �#���
v = Xv[1,n]7�$

X : α′ ∈ ΠH $
ord(L(α′)) ≤ 2E $
(Π′′, λx[1,n].t

′) ∈ G : α′

H′ = {(α′.·; ·; Π′′; ·; Λ⊥
x[1,n],α

′.·; t
′; (·; Γ′; t′;w; γ); Γ′;w; γ)}
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�� ������� � �����!����� ���� ��i� � ��� "!
�
���� 2

2�$
H = {(α.L;σ; Π; ∆; Λ; t; I ; Γ;u;β)}3 $
I = (τ ; Γ′;xvP ; ywP ; γ), I ′7�$
y : γP ( γ ∈ Γ′

H $
x := y ∈ τE $
I ′′ = (τ|vP ,wP

; Γ|wP
; vP ;wP ; γP )

H′ = {(α.L;σ; Π; ∆; Λ; t; I ′, I ′′; Γ;u;β)}

� �%*@+nP#�0X%O-&�I.� G!�
FV var54� 	� �����
�� ���E��� � �����!����� ���� ��C� ����� "!
�
���� 2

2�$
H = {(α.L;σ; Π; ∆; Λ; t; I ; Γ;u;β)}3 $
I = (τ ; Γ′;xvP ; ywP ; γ), I ′7�$
y : γP ( γ ∈ ΓH $
x : γP ( γ ∈ σE $
I ′′ = (τ|vP ,wP

; Γ|wP
; vP ;wP ; γP );�$

σ′ = x := y

H′ = {(α.L;σ ← σ′; Π; ∆; Λ; t; I ′, I ′′; Γ;u;β)}

� �#*,+nP#�0X%O-&�I.� G!�
λ−abst5E� 	� �����
�� ������� � �����!����� ���� ��i� � ��� "!
�
���� 2

2�$
H = {(α.L;σ; Π; ∆; Λ; t; I ; Γ;u;β)}3 $
I = (τ ; Γ′;λx.v;λy.w; γ1 ( γ2), I

′

7�$
I ′′ = (τ, x := y; Γ′, y : γ1; v;w; γ2), I

′

H′ = {(α.L;σ; Π; ∆; Λ; t; I ′′; Γ;u;β)}

� ��

� 2 $ � ��#E
 
���������� ����� 	 �!��?�� ������ ��



� ������� � � � � � � ��� � 	 � � ��� � � �
��� � � � ��� � � � 2�2>2
�-hRK+l��T P hRK mnhiO�G!*,+nP�Q:I�� G!�
* � "�
 
#�!�5� � �� ���	��������! #� ��� "��(< "�� 	  �"�����" ��� ���������#� � ���-�����L��� �����(��� ��� ����� ����	�"��!������	 �#��� �  #��� ����� �� ���� �����!� �

�!����"!���)���!��������� ������	�	������ � ���! #� ��9:���  ��������!�+' ��� �������!��"��������!���� �� �:� �+���  �" � "�� 	 ��� � 
#"������@9:���=3 $V* ���5����������<
	  ���"�� , ��� ����� ��� 	 ��" � ��� ����"!
�
������  #�#�E���C�4�N���  �" � "���9&� � � � ���!��� ��, �����!��������	 ��"��!��� "!
�
������D��� ��	�	 �!��� ������ �� $

� ��*,+%���2" �����

5E� 	  �����
���������� � ����������� ���! #�C������� "!
�
���� 2
2�$
H = {e; e′}3 $
e = (α.L;σ; Π; ∆; Λ; t; I ; Γ;u;β)7�$
I = (τ ; Γ′;Xv[1,n];w; γ), I ′

� �
X : α′ ∈ ΠH $

e′ = [α′.0;σ′; Π′; ∆′;Xv[1,n]; I
′′; Γ′;w; γ]E $

∆′′ = ∀(Γ′\Γ).∆′

H′ = {(α.L;σ ← σ′; Π; ∆← ∆′′; Λ← ∆′′; t; I ′, I ′′; Γ;u;β)}

�	��

� 2 $�2L1 � #�
 
#�!��� � �  ���	��������! #�
*B� ����
� �"��!������� 9&� � �� �� � �#� �� #� ��� ���� #�!"�	 � "������0��� ��������� ��� " ����� 
#"����+� ���!"������ ���!� 
# �"��!���!����� ��$ � ��"���� ������9:���

�� �� ���#�f� ��� 
#"���� �����!"���� �� �" � �� �������� ���D� � ���6�4�N���(��������
 "��(9:��� ��� ����
� #"��!����� �(����?���� 	 ��" � ��"����N� / � ��"�2W1W3 $ �� �� �
�����! #� � �� #�!" � � �����)��"4��� ��� �N��	�����$$�  ����������! #� ��	�"� ���L��� "E<+����� ��� ����� � ������� � ��� ������
#��
�� ����
��L$�"��T9:���

anbn
$J* �


�" �#� � ����"���� ���!� 
# �"��!���!��� �#$ � ��" ���!���
G
9:��� �  �� � 	� &��"���� ������
���
#� ��� � 2
A := λxz.a(x(b(z))) : S ( S
E := λy.y : S

* ���������� &��	� �� �!���� �� � ����� ��� ���!���D� �����!���!� ��� 	  �� "��!��� ��� ����� �����D� ����� � ����
�" �#� � ����"�� �  #��� 2
2�$

X : S; z : ∗; · `G a(X(b(z))) : S.03 $
X : S; ·; · `G λz.a(X(b(z))) : S.·7�$
·; y : ∗; · `G y : S.0H $
·; ·; · `G λy.y : S.·

b�? � � � ����� 	 �!��? � "�������������$��!���!�!��� ���>� �N������������ ��i� ���>� ���!
# �"�� ��������U  �� �!��	�	�"���� ���>� �!��'  #"!� ������ ��C� � �a� 	 ��
#�������
� ���N��� ��� �4��� ��� ����� ����U ���!��� �n9&� �0� ���6� ������"���	 ���� �� ����� �  �� ��� �����5�����  ���	� �� �!���� ������!�N� ��������������� �� #�#���!���������#� 	 ���
� � � ��"�����$����������������������!��$�"����LU �� ������ ����� �# �� ��� 
#���!�L��� �����!� �  ������N� ��� � � ����� ��
���� ���� �� $V* ����� ���N��� �����0��� ��� ����� � �
9:��� � ��"� #���D� �����!	���������� ��"� #���D� �����='  �"����

(α.L;σ; Λ; t; (v, w);u)

 �
α.L

��� �6��� �a� 	�� ��$ � ��"���� � 	  ������!�&U
σ
��� �4�����  ������N������� � "�� �� &� ����
��&U

Λ
�����  ������N��������� �#$ � ��" �������� ��VU

t
��� �

���i������ &��	� �� �!���� �� ����� ��������� � �����!���!� ��U
(v, w)

��� � �>� ��� � �L�0$���� � ����� ���N��� ��� �0��� ��� ����� �����!������"!� �c� �����!"�����9:��� ��� � ��� �
�� &�
	  ���" � "��L����� ��< � ��� 	�����"�� � ��� � ������������� ��� 	 ���������5� � �� �������� ���+� � "�� �  �� � ��
�� ���

u
��� ���!� ����"!���=9:��� ���  ��

��� ��� � ��" �������V� ��� ����� � ��"�$
*B� ��� ����� ���D9:��� �)� � � ��� � ��� �����E��������"!���

u = λx.a(a(b(b(x))))
$�`  ��
	  &��"�� 	  �� "8� ��� "������� ����f� � ��������$ �!��� ����U#�� �� �

� �� #� � ������� ��������� 	 ��"����#����
������(� ��� ��� "�������$ �  ������ �� ���� �� ��!��< � � ��9:���5��� ��	 �����=' �#�����!����� � "!
�
����6� ���!�����)��� ���!��� �
9:��� �!���D� ���N��� �����4��� ��� ����� � �5� ���!�����!��� 	� &��"��!��� � ��� � �!��" ����������"�
 
#�!� 2
2�$8����� I (

(S.0; y := x; ·; y; (y, a a b b x); a a b b x)3 $8����� I (
(S.0; z := x; ·; aX b z; (aX b z, a a b b x); a a b b x)7�$ � �%*,+
const

M�� <��
(S.0; z := x; ·; aX b z; (X b z, a b b x); a a b b x)H $ ��lWhRm ≤2

Inc

M�� I��
(S.·; ·; y : ⊥; y; (y, a b b x); a b b x)E $ ��lWhRm

Var at

M�� Q��
(S.·; ·; y : {a b b x}; y; ·; a b b x)



2&2�F ����� � � � �
������� ����� � � ����� �
� � �
� � � 
 ����� 	�� � ����� � ���
;�$ ��lWhRm ≤2

Inc

M�� I��
(S.·; ·; z : ⊥; aX b z; (aX b z, a b b x); a b b x)2 $ J +�+ ≤2

Inc

M�� I M V��
(S.0; z := x; aX b z; (b z, a b b x); a a b b x)F�$ � �%*,+

const

M�� � �
(S.·; ·; z : ⊥; aX b z; (X b z, b b x); a b b x)

��$ ��lWhRm ≤2
Inc

M��+, �
(S.·; ·; y : ⊥; y; (y, b b x); b b x)

2c1�$ ��lWhRm ≤2
Inc

M��+, �
(S.·; ·; z : ⊥; aX b z; (aX b z, b b x); b b x)

2&2�$ ��lWhRm
Var at

M�� � �
(S.·; ·; y : {b b x}; y; ·; b b x)

293 $ J +�+�M�� ,�M��!� �
(S.·; ·; z : ⊥; aX b z; (b z, b b x); a b b x)

2.7�$ � �%*,+
const

M�� � <��
(S.·; ·; z : ⊥; aX b z; (z, b x); a b b x)

2�H $ ��lWhRm
Var at

M�� � I��
(S.·; ·; z : {b x}; aX b z; ·; a b b x)

29E $ J +�+ ≤2
Inc

M�� I M.� Q��
(S.0; z := x; ·; aX b z; (b z, b x); a a b b x)

2.;�$ � �%*,+
const

M�� � V��
(S.0; z := x; ·; aX b z; (z, x); a a b b x)

2>2 $ � �%*,+
FV var

M�� � ���
(S.0; z := x; ·; aX b z; ·; a a b b x)

�=� ������' � &� �� 	 ��� � 
�� ��� " ������U������ ���>� ���!
# �"�� ��������� �.� ��"����N�&U �������!���L��� �  #���4� � ���+'  �"�� �
(α,w1 • w2, i, j)

���

α → w1w2
��� ��� ����"!
�
�����$ � � �������!��������� ��� ��" ����� ������ �� � ����
�" �#� � ����"���� �� �" � �  ������N� ��� 9&� � �  �� � � �� #� � �R�����

���
� � ��	��!��"�� 3�U&��� � ��� ���!��"�
 
���� ��� " ���!� "���	�"!��� �����!� ��	 ��" �>� ���#��"!��������� ��� ������� ���a� 	 �
α w̃1 + w̃2

 �
w̃i

��� � �!� ����"!���
9:��� "�� 	 "!��� ���#��� ��� � � �
8�� �

wi
���� �
�!��� �� #��" ��� "����!���#���  ����D����� "��N��	������N��� 	 ��"D� ��� ��� �� #���R����� �  �� ����� �#$����N�����#�

�a� 	 � ��� $/������� ���
�� �� � ���! #� 9:������ &� ��� �� #� � �&�  �	��!� �&U���� ��� � � ���N� ��� " ���!��"���	�"!��� �����!� 	���"��>� �����L� �������V� ��� ����� � �
(α.·; ·; z : ⊥; w̃1 + w̃2; (w̃2z, uj);ui)

���
uk

��� � �!���)�
	 � �69:��� �� &� � ��� ���6< ���
k

N��� ��������"��6� � ��� � � �98 ���49:��� ���  ��

��� ����� � �#$ � �
	  �� ��������� ��� �  ���	 ��"������� ��VU# �� �� ���� � � ���59:��� ��� "!
�
���� ����� I.�%&�I.� G!� '  #� � ���! #����� �� �� ������� "!
�
������ ���!�
����� ��"��!�L��U ���
"�
 
���� � �%*@+nP#�0X%O-&�I.� G!�

const

�  �� ��� ��� "�
 
#�!�4* � ��� � ��� ��"����N�&U ���
"!
�
���� ��lWQRm ��O#I���G�� ≤2
Inc

�� �� ���
��� "!
�
���� , "��L� ��� ����������"�
 
���� J + +%P%��O-&�I.� G!� ≤2

Inc

�� &� � �
��� "�
 
���� 
  &� 	 �!� ����$f* ��� "!
�
������ ��l QRm�� O�I�� G!�
Var at

���
� �%*@+nP#�0X%O-&�I.� G!�

FV var

�!������"�� ��� ��� � ��� ���N� �!�L� ����� 	  �� " ��� ������� " ����	���" �� �� "��(� ��� ��� "�� ����9:��� �� �� ���#������� "�
 
�������$

 � � ��� �� ���	 ��"������� ��0�  #����"��(9:�����!��" �!��� 
�" �#� � ����"���� ��� �!��
� #"���� ���!��� ��$ � ��" ���!�����%9:�����  R��� ���B� ��� 
#"����+� ���!"���� �� �" �
�  ������N� ����U������ ���!
# �"�� ��������� ��� � �  ���	������ �!�!��� �

O(n3)
$

� ��'  �"�� ���!���N�����#�cU�	  �� "��  �� � ������� "59:��� � �������!
# �"�� ������� 	 � "�� � ���V� ��� ����� � ��"�� �������������� &� 	 �!�N� �!�!�+� �
O(n6)����� 
#"����+� ���!"���� � � ��� 
# �"��!���!����� �#$ � ��" ���!����� "�� 	�"������ ��� ������� ��� 
#"���� �����!"�������� ��"�$�"���� �&�9	  ��������LU �!� �� &� � �)�
	��f� � �� ���"

�����  �� �-� ���>�  �	 � " � ���� �� ��� ���9	  #� � ���! #� $������ � �!� �  �����
#�D����
�" �#� � ����"����n�V� ��"!$�"���� �&�9	  ��������B9:�����  �� � � �# �� � �R� �#�
�����  ���� � � ��	 � ��"��&U������ � �������%��� �
	  ���� ���� ��=��� ����� ��� �  ������%<���� ���T� �D� � � ��"�����$��!�����V�  #"�� "��O7 $�* ��$���� � 9:��� �>�  �	 � " � ���� ��
�V� �&�9	  �� ������ �� �L� ��, ��� �����
�!��"+� ���=� ���N��� ��� �=��� ��������� ��� ������ #�������!"���$nbE� ���������#� ��� ��� � ����� ��� ���9	  #� � ���! #�VUn�����
������"�� � ����� ��� ���!� �� �������� 	� &��" � � ��"�$�"������ �i� � ��� '  #"!���

X(λx.w)v
 �

w
"�� 	 "!��� ���#�����>� ��"!$�"��@�  &���!��� 	 ��"

��� � ����� ��� ���9	  #� � ���! #� � �
v
"�� 	 "!��� ���#���
��� 	 ��"���������� �>� ��"�$�"�� ��� ����� �i< � "� #� ���i� � ��� � ����� ��� �&�9	  ���� ���� ��]U ���

�  �������� ��� �  �� � ����� � ��"����#$���� ����$ "��
y
9:���8' � "�� �
��� � � �98 ����$n* � "������!����� ���� �� ��� �a��	 � ���

X
	 ��" ��� ����� �T9&� � ��� �

(∗( ∗) ( (∗( ∗)
U����7����	 ��� �

X
��� � �!� � ���J� ��� ���
	  �� ������ �� �V� ��� ��"�$�"��5�V� �&�9	  �� ������ ��VU

w
	 �N� � �� #����� � �!"D�����

� ��"����#$���������$�"��5� � �a��	 �
∗( ∗

$:* ���8� ���N��� �����(��� ��� ����� ���69:��� �� #�#� �!����� "���� � �!"(����� � ��� � ���  #	J��"������� �� ��� "� ����8�  #� �
�������='  �"���� 2

[α.0; ·; Π,X : α; s : (⊥, β.1), y : (⊥, γ.1);X(λx.w)v; (·;x : ∗;X(λx.w)v;u1; ∗);x : ∗;u1; ∗]

(α.·; ·; Π′; ·; s′ : ({u2 : ∗}( {u3 : ∗}, α.1), z : ({u4 : ∗}, γ.1); t; ·;x : ∗;u1; ∗)

(α.1; ·; Π|w; s : ({u5 : ∗}( {u6 : ∗}, β.1);x : ({u2 : ∗}, α.1.1);w; ·;x : ∗;u3; ∗)
� ������� ����U����  �	 � " � ���! #� ��� ���9	  #� � ���! #� ��� 	 � ��� � �L���!�L��� ���6� �B; �  &� �)" ��� "�� ���E��� ��� "�� �+9:��� �>�  #����� ����� ����$$� �

 &$ ����� ��� ��� �)� � ������� � ���N��� ���4��� ��������� ��� � ���� ��J������"��

[α.0; ·; Π,X : α; s : ({u5 : ∗}( {u6 : ∗}, β.1), y : (⊥, γ.1);X(λx.w)v; (·;x : ∗; v;u4; ∗);x : ∗;u1; ∗]

������� ��� �� &��������� ���N��� ���-��� ��������� ��� �!���]� � � 	 ��� ��"��#������� ' ���!�-9:���
λx.w

� � ��� � 	  ���"-��������"��!	 ���! #�
{u2 : ∗}(

{u3 : ∗}
	� &��"-9:��� �>� ���9	  #� � ���! #� '  �� ������ ������#$�* � "!
�
����D��� $ G�*,+%P Q:I.� G!����� 	 � ��� " � ���N�����N�����#�-��� E��� �� �)" ��� "������



� ������� � � � � � � ��� � 	 � � ��� � � �
��� � � � ��� � � � 2�2 �

�#� �� �� "��D� ����� ��������� ������� � ������� ������
#"���� �����!"���$�* �  #�
� � ���!� � , ��� ����� ��� ���9	  #� � ���! #�����!"��������N�����#���#� ���������#� �V� ���
� ���N��� ���E��� ��� ����� ��� 	�"���� � �!	 ����U  #� ����" ���!� �L� � ��� �� &� 	 �!�N� �!�!�����

O(n7)
$

, ����� 
&� ����"����!�L��� ���LU 	� &��"=��� ������� " ��� �� ���	������ �!�!��� �
�>� ����
� �"��!������� ��� ��������� ����U �!�8' �#��� "��N� ��" 9:��� "=9&� �
�����
�� #�#����� �����-� � "����� �� � ��
#� �  #��� � ������
�"��L� �����8������� "����!����� 	���" �����(� ����� "���	 ���� ���� ������ � ������� ����� � ��"�����$��!��� ������������� $
bE� ������U��� �" ��9&� �����  �� � � ��������	� &��"B������
�" �#� � ����"����  #����� �&U�����' �#��� � �L�����N��� ��� 	�"�� �J� "������ �� &� 	�������� �� &� 	 �!�N� �!�!�
� �����a� 	����� �$�	 � � �#���� �������4< ������� ��"����#$������ ��� ��� ' ��&  �� �  ���� � ���!��� ��� "�� 	���"���������� ���6����� � �!������� "�������$ 
 ���!�����59:���
�  #��� �� #�#��� �R�����8����� �(� ��� ����"!�����(���
	�"��L���!��"  �" � "�� ��� � ��"� #��� 	 ��� ��� � � ��� � ������� �#� �� &� �����(��� ����� ��	�	 �!��� ������ �� $
�0� ������' � &� #� 	���� ��
#"� �������
�"��&U# #�
	 �N���E� � ������� " ������ ���	������ �!�!��� ���>� ���!
# �"�� ���������!��"D������
#"���� �����!"��69:�������  ���9:���
�� &�+���+��� ������� �

O(|u|n)
 �

u
��� ����� ��� "���� < ��� ����� � ��" � �

n
��� �����
�� �� ��� � �����  ���	������ � ������� ��� �a��	 ���������

� ��"�����$��!����������������� �� ������ �R�����0����� �0��� ����"!��� � �=< ����9:�����!���  �� �7	  �� ��� ��� 	 ��� � 
�" ������� �� ���	������ �!�!� ����� �a� 	 ���
�����  � ����� ����� ��� �� #���R������$
�  ���� �����! #� ��� ����������� ����� ��, �����!����"0��� � ��� ����� ��� 9&� �B� ����������� � � �  ��0$ "��L� � ��� 	� �������$��!���!�!���  7, � "������ 	 ��" � ���

����
� #"��!�������&U � � 	 ��" �����N���!��� "������!���C� �

&� "�� " ��� �!�������� �� � ��� � ��"����#$ �!��� $ *  ��!�
G = (Σ1,Σ2,L, S)

��� 
�" �#� � ����"��
����?����!��	���" 2
2�$
CΣ1 = {L;T ;Q}3 $
AΣ1 = {np;S}7�$
τΣ1(L) = np ( np ( S

���
τΣ1 (T ) = τΣ1(Q) = npH $

CΣ2 = {∀; ∃; love}E $
AΣ2 = {e; t};�$
τΣ2(love) = e ( e ( t

���
τΣ2(∀) = τΣ2 (∃) = e ( t2 $

L(S) = t
U
L(np) = (e ( t) ( tF�$

L(L) = λso.s(λx.(o(λy.love x y)))
U
L(T ) = λp.∀(λx.px)

���
L(Q) = λp.∃(λx.px)

* ���������� &��	� �� �!���� �� � ����� ��� ���!���D� �����!���!� ������� �  ���" ��� � �>� ��� ����� � ���� ���� 2
2�$

X : np,Y : np; ·; · `G X(λx.(Y(λy.love x y))) : S.·
U��  �� � �  �����"� #� �

LL
��������"!���

X(λx.(Y(λy.love x y)))3 $
Y : np; ·; · `G λx.Y(λy.love x y) : np.1

�� &� ���� ���� "� ����
LL,1

�!� ��� "�� �
Y(λy.love x y)7�$

·;x : np.1.1; · `G λy.love x y : np.1
�� &� � �� ���� "� �� �

LL,2
��� ����"!���

love x yH $
·; ·; · `G λp.∀(λx.px) : np.·

�� �� � �  �����"� #� �
LT

�!����� "�� �
∀(λx.px)E $

·; ·; · `G λp.∃(λx.px) : np.·
�� �� � �  �����"� #� �

LQ
�!� ��� "�� �

∃(λx.px)
* �D? 
&��"��O2 $�2�2 	�"������ ����� �>� ��� ����� ���B��� ����"!���

∀(λx.(∃(λy.love x y)))
$#bE? �0� � ��� 	 �#� �)� "�� � ��"�
#� " �����������L��� �����

��� ��� ����� ����U�� �N���R" ��� ��� �� ���	  �"������#� 	 ��� �>� ����'  #"!� � ���! #�0� � �a� 	 ��
#�  �$�	 � �LU ������� ��� �%� �8�4�L� � 	  ���" �����n� ������"��!	����� �� �
�)� �����#� ��9:����� $�* ���D� ���N��� ��� ����� ��� ����� � � 	�"���� ����	 �#���
�  #�����������='  �"���� 2

(α.L;σ; ∆; Λ; t; I ;u)

 �
α.L

��� ��� � �a� 	 ����$ � ��"���� � 	  ����#����U
σ
��� �  ������N� ��� � ��"����� �� � ��
#��U

∆
��� �� #�#����� ��� � � ����� ��
�� ������ ��VU

Λ
���

�� #�#����� ���(��� �#$ � ��" �������� ��VU
t
��� ����"!���D� � ���5�����  ���	  #��� ���! #� �!�N� ���������-� ���!�����!� �&U

I
��� � � ���N�=$����(��� � ���N�����#� ���V� ��� ����� � �

�!����� "��+�c� ������"���� � �
u
�!����� "�� ��<���� ����� � ��"�$

* ���D�����L��� �����E�V� ��� ����� � � � ��� �  ��������!"�� � ��"� #�#��� �����='  �"�� � 2
[α.0;σ; ∆; t; I ;u]

��� �!����� ������"��]� ���N��� ��� �n9:��������� �� ���	  #��� ���  #��� ���4�4�N���(����? ���!���� ��=9&� � 	  ���" ������� ���N��� �����n��� ��� ����� ��� 	�"��!������	 �#��� $
* ���n�����L� �������f��� ��� ����� ��� ������� "�� �L� ������"���� ������ ���	  �"������#�%� 
������N��� ��� 	 ���%��� ����'  �"�� � ���� ��+� � �a��	���
��&U �!��� � ��"� #�#�

� ������"���	��!� ���
(σ; t;u) σ

� ����������� �  ������N�����=� � "�� �� &�+� ��
���U
t
��� �� ����a" ����"!���0� �+�����  ���	  #��� ���! #���!�N� ��������� ���

u�!� ��� "�� � < ��������� ��� "�$�* �
"!
�
���� ��lWQRm�� O#I.� G!� >2
Inc

��� " � � �����!���!� ����� 	���� ���!�L��" �6�����L��� ��������� ��������� ����	� &��"�"� #�#������"��
��"��N��� ��� � ����������	��#$�bE� ����� �!���(� ���N��� �������V� ��� ����� � � � ��"� #��� �R��� � "� ������ �!��"���� � "� ��!������� ����� �R��� � "� #�D� � 
��#� � ���
�� #"�"�����	� #��� "� ���� ����� � ����	 ����������� ����
� #"��!�������#$
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������� ����� � � ����� �
� � �
� � � 
 ����� 	�� � ����� � ���
� �������

(S.0; ·; ·; ·;LL; (·;X(λx.(Y(λy.lovex y))),∀(λx.(∃(λy.lovex y))));∀(λx.(∃(λy.lovex y)))) � �
	�
� ������� >2

Inc ������� [S.0; ·; ·;LL; (·;X(λx.(Y(λy.lovex y));∀(λx.(∃(λy.lovex y))));∀(λx.(∃(λy.lovex y)))] � ��	
(np.·; ·; ·; p : (⊥, np.1);LT ; (·; ∀(λx.px);∀(λx.(∃(λy.lovex y))));∀(λx.(∃(λy.lovex y)))) ��� 	� � ������� >2

Inc ������� (np.·; ·; ·; p : (⊥, np.1);LQ; (·; ∃(λx.px);∀(λx.(∃(λy.lovex y))));∀(λx.(∃(λy.lovex y)))) ��� 	� �  !�#"%$
const �
�'&(� (np.·; ·; ·; p : (⊥, np.1);LT ; (·; λx.px,λx.(∃(λy.love x y)));∀(λx.(∃(λy.lovex y)))) �*) 	) �  !�#"%$
λ−abst ���'+(� (np.·; ·; ·; p : (⊥, np.1);LT ; (x := x; px,∃(λy.love x y)); ∀(λx.(∃(λy.lovex y)))) ��, 	, � �������
Var �
�'-(� (np.1; ·; ·; x : (⊥, np.(1, 1));LL1; (·;Y(λy.love x y);∃(λy.love x y)); ∃(λy.love x y)) �*. 	. � �������
Var �
�'-(� (np.1; ·; x : (⊥, np.(1, 1)); y : (⊥, np.(1, 1));LL2; (·; love x y;∃(λy.love x y));∃(λy.love x y)) ��/ 	/ � ������� >2

Inc ���'01� [S.0; ·; x : (⊥, np.(1, 1));LL1; (·;Y(λy.love x y);∃(λy.love x y)); ∃(λy.love x y)))] ��2 	
(np.·; ·; ·; p : (⊥, np.1);LT ; (·; ∀(λx.px);∃(λy.love x y));∃(λy.love x y)) � �
3�	2 � ������� >2

Inc ���'01� (np.·; ·; ·; p : (⊥, np.1);LQ; (·; ∃(λx.px);∃(λy.love x y));∃(λy.love x y)) � ���
	�
3��4 !�#"%$
const �
�5�1��� (np.·; ·; ·; p : (⊥, np.1);LQ(·; λx.px;λy.love x y);∃(λy.love x y)) � ���6	�����4 !�#"%$
λ−abst ���5��71� (np.·; ·; ·; p : (⊥, np.1);LQ; (x := y; px; love x y);∃(λy.love x y)) � � � 	���
�8�������
Var �
�5��&(� (np.1; ·; ·; x : (⊥, np.(1, 1));LL1; (·;Y(λy.love x y); love x y); love x y) � � � 	� � �8�������
Var �
�5��&(� (np.1; ·; x : (⊥, np.(1, 1)); y : (⊥, np.(1, 1));LL2; (·; love x y; love x y); love x y) � � ) 	� � �4 !�#"%$
const �
�5��+(� (np.1; ·; x : (⊥, np.(1, 1)); y : (⊥, np.(1, 1));LL2; (·; x;x), (·; y; y); love x y) � � , 	� ) �8�������
Var at ���5�
-(� (np.1; ·; x : ({x}, np.(1, 1)); y : (⊥, np.(1, 1));LL2; (·; y; y); love x y) � � . 	� , �8�������
Var at ���5��01� (np.1; ·; x : ({x}, np.(1, 1)); y : ({y}, np.(1, 1));LL2; ·; love x y) � � / 	� . �89:$;$
Var ���5��&
�<��=(� (np.·; ·; ·; p : (∀y.{y} ( {love x y}, np.1);LQ; (x := y; x; y);∃(λy.love x y)) � � 2 	� / �4 !�#"%$
λ−var ������>(� (np.·; ·; ·; p : (∀y.{y} ( {love x y}, np.1);LQ; ·; ∃(λy.love x y)) � �63�	� 2 �89:$;$ >2

Inc �
�'>���7@?��<��=(� [S.0; ·; x : ({x}, np.(1, 1));LL1; ·; ∃(λy.love x y)] � �
�
	�63��4ACB("%$;D ���'0
��7E��� (np.1; ·; ·; x : ({x}, np.(1, 1));LL1; ·; ∃(λy.love x y)) � ���6	�
���89:$;$
Var ���'-��F717(� (np.·; ·; p : (∀x.{x} ( {∃(λy.love x y)}, np.1);LT ; (x := x; x, x);∀(λx.(∃(λy.lovex y)))) � � � 	���
�4 !�#"%$
λ−var ���G71&(� (np.·; ·; p : (∀x.{x} ( {∃(λy.love x y)}, np.1);LT ; ·; ∀(λx.(∃(λy.lovex y)))) � � � 	� � �89:$;$ >2

Inc �
�'7���717
��7�HE� [S.0; ·; ·;LL; ·; ∀(λx.(∃(λy.lovex y)))] � � ) 	� � �4ACB("%$;D �����I��71+(� (S.0; ·; ·; ·;LL; ·; ∀(λx.(∃(λy.lovex y)))) � � , 	

� ��

� 2 $�2&2�� b�� ����� � ����� ��� "�� �
∀(λx.(∃(λy.love x y)))

� ������� � ���6& + �4- " �$0#�4&K�KJB���("(�4& +��<� ���4&5?��4&8-.�6��+�" �����%&K�4� ���E���$DE& �

* ������� �����T9&� ��� ������� � ����� "�� 	���" �����B� ����� "���	 ���! #� � 	 � "�� � �-��� ��, ��� ����� "(� ��� ��� ����� ����� � 	 � �#����� �)� " �!��� 
�" �#�+"
� ���!"����8� �

L(2, n)
$ 5 ��� "���� ������� " ���!� �!����� "����������#�B� � ��� 
�� ��� " ��������� "B< �>� ��� ���N�0$ �!�4����� 
#"���� �����!"���� ��� ��� 
� #"���� �������

��$ � ��" ���!������$&* �0� � 	 �����!�!������� "!��� �T� �4����� � �!�4' ���!�(9:��������� ����
� #"��!����� ���-9:��� ���  �� 	 �N��� �� #� ������ #�!" � �#���������(� ����� "���	�"
���! #� � "�� 	  #��� ��� �!��" ��� ���#$����������� �� $�; ��� $  �� ��� ' ��&  �� � � �  ����� &��"�� � "���� 	�"� &$���
N��� ��� �0� � ��� � �L�  #"������ "�9:���
�����(�����L� �������(��� ��� ����� � � �����!� �8����� � ����"�� ��� ����� ��� ������� ��� 
#��"���� "-� � ����	 �#���4� � ��" � � ������	  �� " ����� ����"!����� �  �� � ��"����!���
��� �  ���" �4� � �>� ���!
# �"�� ������� ����9:��� �  �"�"���� 	  ��J� � ���6< � ����"���� ����"�� �����E� � ���N�� #� � ��"������� �� ����� �5K��9� ! �:��$ � � "���� ���
� � 	 � ��� �����E<=���N? ����" ���0' ��&  �� �� ������!��� ����' ��"���� ����� �� �
#��9:�����B' ��� ����� 	 ��" �>� ����
� �"��!��������	 �N� ��� ��� �����  ��0$ �!����" � �#���
����� "����!���!�������D� �N�� �"����)��� $ � � ��, ���cU�������� ��� ��	�	 "� � ����9:��� �� �� ��� �# �� � 	�"� �	  #�!� �&U��>� � 	 � �#���!�!� "!��� �T� ��������� �!�5' ���!�
9:��� �����%� ������"���	 ���� �� ��� ��� ��� "�� ����9:��� "��N��	������ � ���n� ��� ��� �  ����R����� ��� �� ���� 	 �#� � �� � e&� ��� �#� ���!�#�����0� ��� ��� �� #���R������$
� "���� �� &�0$���� ������ ���� �#����� ��� ��� "������5���  #"���"�� �)��	 � "����N��" ����� ����� �!����"���� ��� � � �� � e���" � ���5� ������"��!	����� �� ���#��� �!�#���#�
����� �!� �  ����R����� $'� � ��� " ���!�6�  &�+� ��
���9:��� ��� 
������ " �������������� ��i� � �>� ���!
# �"�� ����������� �]' �#����� 	 � " � "�� �  #� � 	 � �#���!�!� �!��"
����� 
#"����+� ���!"��������

L(2,m)
$ �� �� � �V� � �� #� � 	 �#� ��� �� #"��
"���
#��"���� ��� �!�
	 ����� � ����� 	�"�
�� �� &� � �!��� 	�"� �$ ��
L� ���

�!��	�	 ���L� ����������"���� 	  #�!��� 	 ��"4����� ����� 
#��
#������$ � ��"���� � �E���  �" � "�� �)��	 � "����N��" ��	  ���" 	� &���� #�!" �  �� ��	�"� #�� ������ " �!��" ���
	  #������$������ ���4� ���  �� ��� "�����"%���E$� #������� 	�"� �	�"���� �!���B� ���  ���	������ � ��� �)� " �!��� 
�" �#� � ����"����f� �

L(2,m)
��� 
������ " �������������

� �������!
# �"�� ��������$
;����#� ��"����  &� ������� �)� " �!�c9:��� � �����4� ������"��!	����� �� ��	  �� "�" ����� ��� � ��"�� �&� ��� "����  &� ����� 	�"���� �!�L��� ��� � � � �����]� ���>� ���R"
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�������� ��������� ������
 	 "� &$��!�L� $'� � ? " ����U

	 ��
#���83-ET2 �D3T29HJU'3�1�1�1 $
/ �J.�1�2�3 , �����!��	�	 �=� � .�"�  �����$�`  Wd ��"�������$ � ��" ��� ����� ��� 
� #"������ 
#"���� ����"���$�� � b����  ����� ���! #��'  �" 
  &��	�� �������� #"

� ���7* ����
�� ��� �����#U �L��� �� �"cU�" �_B\D���� � �3, �S4 � ( � � �Y,N,)0 	�
 � � ��� �3, � 	S, � f ��� � � BS,\@ ��� ��,	D��"B @ � ��� �W0 �`B���� 	C,
� � 	�� � ��� U 	 ��
����62�HAF�� 2.EAE $ �  �"�
#��� ������' � ������,B��$������ ����"��LUU3#1&1�2#$

/ �J.�1A3 3 , �����!��	�	 � � �@.�"�  ����#$ ` "�����" ���9	  #�!� �!��
 
#"����+� ��"������ �#$ � ��" ����� ��� ��� 
� #"�������
#"���� ����"���$ � � 6	� # P" �`B D ��� � �3,1�C4QB @�� ���
4�� ^ � � = , �����', 	�� �;BC, 	�

�OB ���Z4 �NB�� BC, � � ��� � � ��B �3,��3, ��6 � 	S.1. 	��[4 	C, � � ��
 	 � � �
� � 	S. � ��B����C4 U�	 ��
�����2�HTE,� 2.E�1�U'3#1�1T3 $

/ �J.5,-1-7#3 , �����!��	�	 �E� �E.�"�  ���� ������*������ �����=,  #
� �����������$R�+" ���!� ����" �  ������N���!"�' "�� � "��Ld�"��!������
 �)� � ���L��� �#� ��$ � ��" ��� �
� � ��� 
# �"������ 
�" �#� � ��" ��$ � � # $%` $ � ����"���� � � � $ #� �
#� " �NU �L��� �� �"cU " �_B\D���� � �3, �S4 B @ � 	 � ���$. 	�� �;D'4cB @
? 	S, �a0 	�� ��2 � I ? 2 ' P � 
iB BC. �3, � � BC, P = , � � 	C, 	 P *-g���U 	���
���� 2R2 �DF�1�U �&���Y3#1&1-7�$
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293G; � � ��� �	� � �
��� ��� �
/ �  Wd �GH#3 .������!�����  Wd �Le $7` � �!" �  �" � ��"-� � � � ���!� 
 ���(� �����T���#$�����$ �Y,N, 	 
b4 B @ "W0 � � 	C, � � � � 
 ��� � ?9B)� �;D�UD;!� 2�2.7AE �

29E-E�U 2 �!�-H $
/ � ��" 2#1W3 ��� � � ��"��!�L��$ b�� � 	 ����� ��� �� �������� �)">' "���� 	 ��"����!� 
 ����
� #"��!����� $ �XBC.O.O0=,��;D 	�� �;BC,N4 B @ � ��� � � �iU

2.7�� 3 �%2 �-H�� 2c1A3�U�$ �N$�"�� ��"�� 2 �T2W1 $
/ .�!D1-7#3 . $J, � "�"���� "6. $ !  ���' ���#����U�!�$7.5���!�����#������$Eb�� ����� � � �!� �����W� �T9:����� �������� #� �������T9:����$ � ��	 � ���$. �$, � �Y0 �RBS2. 	�� � F 0�� � �'4�? 	C, �a0��$4 UDHAH 2 7 
 �# ���� ���� �� � ��� ��� ����� �����!� �#� �W� �T9&� ��UU3#1&1-7 $
/ .���" F'2c3 �#������")( ������.���"���"�� $n* �!������"��� �
#����$ � ���_B � ��� �;D 	�
 �XBC. �	0 �����Vg D ����,	D��NU�E#1
2�2 � 2c1A3�UJ2 �-FT2 $
/ .��D2��W3 � $ #�$]. ��"��N������� � $/* $/�# �� � �  #� $ �XBC. �	0 �����[4 	S, � = , ��� 	aD�� 	a6 � 
 � ��� � � 6W0 � � � � B � ��� � ���_B ��� B @$ "W2 �XBC. � 
 �����$, �'4[4 $ $�"�� �L�����VU�* ����$ "���� �������� �U72 �T2�� $
/ .� �� F�2N3 � ��"�"�� � � $�.� ��T�R' ��"�$ $]` ���6����� �����T���#$ �!��� �a�  �' �����������  ����R"  �" � ��"B������?�� ������ �� 	 "� &$��!�L� $ � ���[B�� ��� �;D�	 


�XBS. �E0 � ���VgED ���$,ED���UV2.7 243-3AE �(3G7�1�UJ2 �-F�2�$
/ 5E� �92>;#3 .5��"���"��Y54������$ � : 4$B 
L0 � �;BC, �<8 : F 0 	�� �;BC,54 � 	S,54 � �'4 
 	C,1� 	 �
�$4 �<8 B�� � � � f P � P ����� P ω $=` ��
����+���=�  � �� �" � �������� �!��� �����D� � �����N� � ����9:�����NU�;����!�#� " � �!�!��, ��"����� �� � U]2 �T2G;�$
/ �������A3 3 � �W��� $ ������ � � � � � $ 5  #"���	 "� #
�" �#� ���!��
 �������!� ����" �! #
�����������	�" �  ���	��������#$ & 2 � � = � � ��4��C. �5BC4��30=.BS, ?-B+� �;D �3, �XBC. �	0 �����Vg D ����,	D��NU�	 ��
����83�1�1,�(3�2c1�U 2 �!�T3 $
/ �����J1-7W3 � �#e� ��� 4����� ����� d ��$ 
  ���	���������
 d  #"�� ������� �!��
���$R� ������� "�	  ���� ���� �� $ � � " �`B\D���� � �3,1�C41B @ � ��� �-BC0 �'2

�����$, � � �Y."4������ � 	C. �XB�
 
iB F 0 �30=.+U 	 ��
#��� 29EA2 �72�;T3�U �a*]* 
 �7����	 ��"��!�����#�  �'(, ���!�� #�� �	 �:�&U]; � �!�#� " � �!�a�
 �'nb4��� ����"�� �#�CU�3#1&1-7 $

/ �����J1AE 3 � �#e� ��� ����� ����� d ��$ 
  ���	�� ���!��
 ���#��� "�	� #��������� �!� ����	������ � ���! #� ��� �� �
#����� $ ��� �=` ��� � ����������#�� 	  �"��
��� � " 3#1&1AE " 1�1A77�EU �������� �� ���#� � � ��� ��� ���  #'2� ��'  �"���������� �LU�`  &eR�� �U(3�1�1AE�$

/ ����� ;AEW3 ` $ �������#��� $Vb �
� 	 ����� ��� "����� �
#���!���� �� ���J� �)� �����#�R" ��� ����� � ��� ����
� #"��!����� '  #" �  ������N���!"�' "�� ��������
�� ��
���� $
` ��� � ����������#�� 	  �"���*������ � � � #���	� #" �Db�$ 
 #4*�"6;AE " 2GE-F�U�b��!" $� #"�� � 
 ���0$�"�����
�� #���� ����" � � * �#$  �" � �� �"���U
2 �-;TE $

/ � ��� �T3 3 , �Le:e ��� ���!	 � ��������� � $ � � ��� � 	�� D�� �3, � " �`Ba6�
 ��."4 � � � � � � 
 �;D 	 � �;BS,54 �RBQg ���'0ND�� 0 � � � � �`^ � � 	�� 	a6 	Z4 �$4 $
, � $ � $ �����������LU�� � 	 ��" ���N��� ���� #' 
  ���	������ "�*������ � � ��U�;����!�#� " � �!�a�  #' 5 ����������e ��U�$ ������������UV2 �!�T3 $

/ � ��	 ��2N3 ��$ #�$
� �!	�	�� $06 ? � � 	��[4��3, � �3, � �3. �
O(n3)

U � ����	 ��� " H�U 	 ��
���� HA7��DE!��$ � ���Rd ��"�b������ �L� ���8,B��$�����������"��LU
2 �!��2�$

/ � � #41-7W3 ��$'� � � 
#����U�!�$ �  #"���� ��"����CU������ib $ # ����� ��$��i���!�����!����
&� ��� �)� �����#�
�L��� ���!��
 �!� 
�' $�? �[D��G0 � � $"B � �$4 �3,
�XBS. �E0 � ���VgED ���$,ED���U�3AEGFAF 2 HTEG7��THT;GH�UD3#1&1-7 $

/ * ��� EGFW3 �# #�#� ����� * �#�=$��Le $-` ����� � �����N� � �������  #' � ������� ����� � ��"�� � ����"��#$ �Y. �����;D 	C, � 	 � ���$. 	�� �;D 	�
 � BC, � � 
 �WU
;TE 2�2.EGH��7292W1�UJ2 �AE-F�$

/ *  ���1A7W3 #�����	�� *  #�&� � "�$(5 ��
�� � "  #"�� ��"
β
������� ������
 ���f����� �����T���#$ �!�#$'?-B+� �;D �MBS0 �', 	 
	B @ � ��� = 6 "�?%U�2&2
�)2 � 2 E�2 �

;AF�U(3#1&1-7 $
/ ����" �'2c3 � ��� 
� �����" �� #��� $ ? 	 � � � 
iBZ4�B�� � ��� � 0�
 	S, � 	�� � 	S0 � �3,1� � � .$. �A4�� .[D�
 ��$R�c� � ���! #� �%� � ��� ��� �����LU:2 �!�'2 $���" �������!�

�����>� � � �����!��� 	���" � ��� ��� �  ���!��� ��� $
/ �  #�!29H�3 # ��� � ��"����� �������
����#$ �9B �'.�	 
 " � � 
iBC4�B�� � �1d5g ��
 �[D���� � " 	������[4?B @ � �;D�� 	�� � � BS, � 	��a0���$�( �����8; � �!�#� " � �!�a�

, "������LU�� �Ld 5 � ��� �]U 
 `�U]2 �T2>H $
/ �  #"�1&1W3 .���� � �� �"�"����!� $.� � � "��L� ��������� 	�"� ���������!� 

���J� �#� ����	 ����$����!�!�a��$ �XBS. �E0 � � ? �3,1�S0 �T4�����U 3G;��%7 � 2 7�2 ���'7A7-F�U

3�1�1&1�$
/ � �c���-7#3 � ��"�e&" ����� ���L� ��"��� �' $ .�� ����"����!� � �c������' �!" �  �"���� "�	 ��"�������
 $�� � " �`B D ��� � �3,1�C4 B @�� ���74�� ^ � � D_BS,\@ ��� ��,	D��BS, �A0 �`B���� 	C, D�� 	�� � ���7B @ � ��� �V4[4$B D � 	�� �;BC,>@$B�� �XBC. �	0 � 	�� �;BC, 	 
2? �3, �a0 �T4�� �;D$4 U�	���
���� 7&1AE �D7�2�H�U �  �"!"

"���� �� Wd��VU ���JU�;�*�b0UV2 � �-7 $Rb ���� ����� ���! #� '  #" 
  ���	�� � � ���� �������* ����
�� ��� ����� ��$
/ � �c���!�#3 � ��"�e&" ����� ���L� ��"��  #' $C` ��� �� &� 	�� �������� �� ��� �� &� 	 �!�N� �!�a�  �' ����� �  �"�"���� �)" 	�"���?���	 "� #	���" �a�@'  �"�� ��
#��$

�XBS. �E0 � � ? �3, �a0 �T4 ����U�3AE��%7 ��2 7-HTE �D7-;&1�U�2 �!� ��$
/ ��*��-;W3 � ��"�e&" ����� � �L��� "��� #' ����� .��! #"�
#�! �*�� � � ��$#� 	 � �!���#� ����$�������" ��" 	���" � ����
 $ � � " �_B\D���� � �3, �S4VB @ � ��� � � � �

	S,N,)0 	�
A. ����� �3,1� BC, �V4_4�B D � 	 � �;BS, @$B�� �XBC. �	0 � 	�� �;BC, 	�

? �3, �a0 �T4 � �;D$4 U 	���
����=3G7!���D3GHA;�U �  �"�"���� �� Wd��VU
����U�; *�b�U�2 � �-;�$Rb����� � �������� �� '  �" 
  &� 	�� �������� �� ���V* ����
������ ����� ��$
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/ � *�1GH�3 ����"�e:"3����� � �c� � "��� #' �����@.��� �"�
��� *�� � � ��$ �-B��'. 	�
 ? 	S, �a0 	�� �'4�	C, � � � � 
 �;D�	 � �;BS,54 P g � 0 � ���$4 �3, �<0���2� �3, �'4[4 	C, � gEB @ � � BS. �E0 � �3,1�#U �# �������� 2�HAF�U � � ��	 ����"5` �#$�������"6, ��"����!� 
�U 	 ��
#��� E-3!�,�DEGH � $ * 	�"�����
���"LU

3#1�1-H $
/ , �&��1�1#3  ���� �����#�5, ���  � ��� � $�� ��� ��� �#$����!�!�a�  #'f'  &��" ����"  �" � � "E� ����� ������
 $ � 	 � ���$. 	�� �;D 	�
 g ���'0ND��G0 � �'4 �3, �XBC.O2

�	0 ����� gED ����,	D���U]2L1��#7
��2 7-;�2 �'7'2G3�U'3#1&1�1�$
/ ,8��.�1-7#3 *R� �!� �����0* ����� � ����, ���!����	�	������0.�"�  �����$ � � �������� &� 	 ��� �!�a�  #' ����
�����"� �" � � "D� � � � ���!� 
 ��� ����� ���!������"

λ
" � �����N������� $ ? �_D�� 0 � �%$1B����'4 �3, �XBC. �	0 �����VgED ���$,ED �NU�3T2W1-; 243G7GH<�D3GHTE�U'3#1&1-7�$

/ ,8��.�1GH��W3 *R� �!� ����� *������ ������, �������!	�	 � � � .�"�  �����$ 5��!
#��� "!"  #"���� " � � � � ������
 ��� ����� �!��������"
λ
" � �����N������� d��!���

	 ����"�����
�$7� � " �_B\D �)B @ � ��� f � � � �XBS,\@ ��� �$,ED�� P � g ? � ��� � U �� #�������:7T3�2c1  #'�? �_D�� 0 � � $"B � �$4#�3,��XBC. �	0 �����gED ���$,ED �NU�	 ��
�����3A3#1��D3G7-H�UD3#1&1GH $
/ ,8��.�1GH&$�3 *R� �!� ����� * ���!� � ���], � �!���!	 	��+� �=.�"� � ����&U'! "!� �� .5�����!���#�����#$  ��� �� �" �&��� �!���� �� ��"���� �#� �� �� � � ��$ f ( 2 � �

= � � � 4 �C. �NBZ4��30=. BC, ?-B)� �;D �3, �XBC. �	0 �����VgED ���$,ED �NU�	 ��
���� ;A7,�U29H�U(3�1�1GH�$
/ ,  #
&1GH�3 *R� �!� ����� ,  #
� ������!����$ 
  ���	�� ���!��
 ���N� ��������� "�� 	�"������ ���������� �� 28`  Wd ��" ���+b 
 . �#$�� ��"��#� � ��� "�� � ���

� � "��!� ������ �� ��"�������$ � � " �`B D ��� � �3,1�C4cB @ � ���
g � � ��, � � = , �����', 	�� �;BC, 	�

�OB ���Z4 �NB�� BS, � � � � � � ��B �3,��3,1�6 ��	C.O.�	 � 	C, � ����
 	���� � �-B��'. 	�
 �T4'.14 � � � 6�� &  U 	 ��
����8;-H��U2R2�U ��� � 3�1�1-H $
/ #�����1-H#3 b���"���� # ������� $�.�" �#� � � ���������]' "���� �Ld  #"!e 27b �a� 	 ��" ������ �"�������� ��� 
#"���� ����"�'  �"�� �������!� $ �=BS0 �', 	�
 B @

� 0=,ED�� �;BC, 	�
�" �_B+� � 	C.O. �3, ��UV2 H$�#3 ��2�2 H'E � 2.F!��UT3#1&1GH�$
/ * ��� FTE 3 *��!� ��" � � $�* �����N$ � "�$ � � ��� ��� ��� ��
#���!� � � ����� �� �������� �)">' "���� �������  �' ��� �!� "���� ������
�� ��
��#$�? �3,1�S0 �T4�� �;D'4 	S, �" � � 
iBC4�B�� � �WU!F
2 7-7A7,�'7-HA7�U�2 �AFAE $ #�� 	 "��������L�
��� � ���!����" � $�* � � �!��� �VU��B� �� ���! ��� �VU � ���!�����#� ����"����VU

����� .������ * �W' " ����" � � � ���VU �c����$�U � ��� �-B��'. 	�
 � BS. � 
 �_^ � ��� B @�$�	�� 0 � 	�
 ? 	S, �a0 	�� ��U 	 ��
���� 7A3�1,�D7-7GHJU
�� #"�� "���� ���cU!5� ���������� 2%� $ #�� �T� ���f,B��$�������������
 
  ���	 ���R�&Un2 �-F'2 $ #�� 	�"����#���L� �!� �#�#� e0�������#�NU ���#�����
5 $�$�� � � ��"LU ���J� ` ��"�"�� * $�# ����e����VU��L����$�U " � � 
iBC4$B � � � P ? 	S, �a0 	�� � P 	S, � � ��� � HhD � 	�
 = , � ��
 
 ��� �$,ED �NU 	 ��
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