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Résumé

Ce travail de thése contient une étude détaillée de la complexité de I’analyse des grammaires catégo-
rielles abstraites et il présente des algorithmes d’analyse pour ce formalisme. Les grammaires catégorielles
abstraites ont été introduites par Philippe de Groote [dG01] comme un cadre formel pour I’étude du lan-
gage et des liens entre ses diverses dimensions. Les grammaires catégorielles abstraites utilisent comme
bases formelles la logique linéaire et le A-calcul linéaire.

Une partie substantielle de ce travail est consacrée a I’étude du filtrage dans le A-calcul linéaire; la
conception des algorithmes d’analyse proposés est issue pour une bonne part de cette étude.

Mots-clés: logique linéaire, A-calcul, filtrage, grammaires catégorielles, analyse, linguistique computa-
tionnelle.

Abstract

This thesis presents detailed results about complexity of parsing in abstract catégorial grammars
and parsing algorithms for those grammars. Abstract categorial grammars were introduced by Philippe de
groote [dGO01] as a framework for modeling natural language and the connections between its dimensions.
Abstract categorial grammars are based on linear logic and linear A-calculus.

An important part of this work is dedicated to the study of matching in the linear A-calculus. Most
of the ideas involved in the design of the parsing algorithms we present come from that study.

Keywords: linear logic, A-calculus, matching, categorial grammars, parsing, computationnal linguistics.
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Introduction

Les langues parlées par les étres humains & travers la planéte sont d’une grande diversité. Les linguistes
répertorient, catégorisent et comparent les diverses formes qu’ils rencontrent dans cette multitude et par
dela cette masse hétérogéne en apparence, ils étudient la faculté de langage de I’étre humain. Dans chaque
langue, les phrases se construisent en respectant une certaine régularité, une certaine structure. Pour
modéliser ces régularités et ces structures, les linguistes édictent un ensemble de régles & partir desquelles
on doit pouvoir construire toute phrase dans une langue et analyser chaque énoncé formulé dans cette
langue. L’analyse de ces régles fait apparaitre des similitudes d’une langue & une autre. Intégrer ’ensemble
de ces similitudes, trouver un moyen suffisamment général pour pouvoir décrire tous les phénomeénes que
I’on peut rencontrer 3 travers toutes les langues, c’est ce & quoi s’attachent les linguistes. Le foisonnement
et I’évolution permanente des langues rendent difficile la validation de tel ou tel modéle du langage. Pour
faciliter ses investigations, la tradition linguistique sépare divers aspects du langage, elle distingue les
phénomeénes phonologiques, morphologiques, syntagmatiques, syntaxiques, sémantiques, discursifs... Les
régles énoncées par les linguistes se répartissent dans les diverses dimensions linguistiques. Un modéle
exhaustif de la langue se définit par la mise en rapport de différents modéles pour chacune des dimensions
du langage. Confronter un tel modéle linguistique a la réalité de la langue est d’autant plus ardu qu’il
faut instancier pour chaque dimension un modéle complexe et préciser les relations entre les dimensions.
Il ne s’agit donc pas de vérifier la pertinence d’un modéle syntaxique ou d’un modéle sémantique de la
langue indépendamment ’'un de ’autre, mais de voir si I'interaction de ces deux modéles est pertinente
par rapport a la réalité du langage.

Tout comme pour la physique, les mathématiques ont permis & la linguistique d’objectiver un en-
semble de concepts en leur donnant une définition rigoureuse et qui autorise un débat rationnel sur les
modéles possibles du langage. La formalisation des divers domaines du langage étudiés par les linguistes
a conduit & un nombre important de formulations mathématiques pour chacun d’entre eux. Dans chacun
des formalismes qui ont émergé, les modélisations de la langue sont également d’une grande variété. Les
développements de I'informatique ont permis de créer des logiciels qui permettent dans une certaine me-
sure la validation de certains modéles. Parfois méme ’expérimentation est poussée jusqu’a la construction
de logiciels qui intégrent plusieurs dimensions linguistiques. Mais les choix effectués sont souvent plus des
conséquences des formalismes choisis que celles de réelles motivations linguistiques. De plus, ces approches
ne permettent pas de comparer les divers formalismes et d’expérimenter le rapport entre les modéles de
chaque dimension du langage. Doter les linguistes d’outils qui permettent ’intégration des nombreux
modéles qu’ils proposent, leur donner une flexibilité suffisante pour pouvoir faire interagir différents mo-
déles de différentes dimensions linguistiques, voild ce que se proposent de faire les mathématiciens et
les informaticiens. En retour, les linguistes, en explorant les limites de ces systémes, leur proposent de
nouveaux problémes mathématiques & résoudre. Cette interaction entre ces disciplines fait émerger des
outils d’exploration du langage de plus en plus sophistiqués et permet la création d’applications basées
sur la langue.

Les grammaires catégorielles abstraites [dG01] sont une formalisation mathématique dont 1’ambition
est d’embrasser ’ensemble des dimensions du langage. Ces grammaires se veulent un laboratoire d’expé-
rimentation pour une gamme étendue de formalismes qui modélisent la langue afin d’accomplir le projet
d’unification des diverses dimensions du langage et de permettre I’étude précise de leurs interactions. Les
grammaires catégorielles abstraites utilisent le A-calcul comme moyen pour manipuler les divers objets
employés pour modéliser la langue, qu’il s’agisse de phonémes, de mots, de prédicats, de DRS. .. La théorie
des types apporte une structuration abstraite qui sert de support aux concepts linguistiques. Elle controle
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également l’agencement des \-termes plongeant ainsi les concepts linguistiques dans la syntaxe des lan-
gages. Finalement, et c’est 14 un point central des grammaires catégorielles abstraites, elles utilisent une
notion de lexique qui permet de passer d’une dimension linguistique & une autre. Par 14 elles étendent
a Pensemble du langage une notion que Montague [Mon74] réservait a la sémantique. Cette notion de
lexique permet de voir les dimensions du langage dans un rapport d’abstraction les unes par rapport aux
autres. Ainsi, on peut voir la dimension syntagmatique comme une vision abstraite a la fois des structures
de surface et de la sémantique. On peut également voir les structures de surface comme des abstractions
de la dimension phonologique. Mais ce rapport d’abstraction n’est nullement figé, il peut tout & fait étre
défini différemment. Par ailleurs, la correspondance de Curry-Howard, le rapport qu’elle établit entre
logique et calcul, et la connaissance déja accumulée autour de la théorie de types font des grammaires
catégorielles abstraites un systéme ouvert susceptible d’évoluer suivant les nécessités rencontrées au cours
de la modélisation du langage.

Le présent travail s’intéresse a I’étude mathématique des grammaires catégorielles abstraites. Les ques-
tions de la décidabilité des formalismes, de la difficulté intrinséque des problémes d’analyse et des fagons
dont on peut automatiser différentes taches inhérentes au travail sur le langage... sont essentielles pour
valider mathématiquement un formalisme dédié a la modélisation de la langue. Comment par exemple
considérer un tel formalisme ou la plupart des taches que peut effectuer un étre humain sans trop d’efforts
s’avérent étre indécidables ? On attend des propositions formelles de modélisation du langage qu’elles pos-
sédent des caractéristiques qui rendent compte de la faculté de langage des étres humains. Cette faculté
va de I’apprentissage, & la compréhension relativement aisée en passant le cas échéant par une perception
convenable des phonémes. Il faut donc que les formalismes qui cherchent & modéliser cette faculté aient
des instanciations qui puissent étre apprises (au moins les instanciations qui correspondent & des langues
existantes), il faut également que le processus de compréhension (i.e. ’ensemble des taches qui permettent
d’obtenir un sens & partir d’une phrase ou d’un texte) soit raisonnablement simple.

Afin de montrer que les grammaires catégorielles abstraites sont un outil pertinent pour le traitement
automatique des langues, cette thése s’intéresse au probléme de ’analyse des grammaires catégorielles
abstraites. Pour tout formalisme grammatical ce probléme est central. Tout d’abord, il permet de validité
sa pertinence, car de la complexité de ce probléme découle celle de la compréhension des énoncés, si cette
complexité s’avére trop élevée, il est difficile d’'imaginer que le formalisme proposé permette de modéliser
le langage. Aussi ce mémoire présente-t-il une étude détaillée de la complexité de ’analyse des grammaires
catégorielles abstraites.

Afin de mener & bien cette étude de complexité et obtenir quelques intuitions sur les résultats que
nous pouvions obtenir, il nous a fallu voir le processus d’analyse comme la combinaison de deux processus
distinct.

Le premier de ces processus est la recherche de démonstration dans la logique linéaire. La complexité
de la recherche de démonstration dans les divers fragments de la logique linéaire est en général connu.
Dans le cas des grammaires catégorielles abstraites, les fragments qui nous ont intéressés sont la logique
linéaire implicative et intuitionniste et la logique linéaire implicative exponentielle et intuitionniste. Pour
la premiére de ces logiques la recherche de démonstration est NP-compléte. Quant a la décidabilité de la
seconde elle est liée a la décidabilité de la logique linéaire multiplicative et exponentielle (MELL) qui est
inconnue. On sait en revanche que sa complexité est trés élevée.

Le second processus utile a 'analyse est la résolution d’équations de filtrage dans le A-calcul linéaire.
Lorsque l'on analyse une phrase, on découpe celle-ci en constituants auxquels on associe une catégorie
syntaxique. Par exemple, si 'on considére la régle hors contexte S — NPV NP qui modélise la phrase
simple comme la juxtaposition d’un groupe nominal sujet, d’un groupe verbal puis d’un groupe nominal
complément, alors chercher & analyser une phrase simple w revient implicitement & résoudre 1’équation
XY Z = w ou X représente le premier groupe nominal, Y représente le groupe verbal et Z représente le
second groupe nominal. Pour les grammaires catégorielles abstraites, les équations & résoudre sont plus
complexes et ’étude de ces équations nous a été d’un grand secours pour résoudre la plupart des autres
problémes que nous avons abordés par la suite.

Suite a ’étude consacrée & la complexité de 'analyse des grammaires catégorielles abstraites, il est
apparu qu’une large classe de grammaires catégorielles abstraites ne posséde pas les propriétés de com-
plexité nécessaires a en faire un bon candidat pour modéliser la syntaxe du langage. Cependant nous
avons défini un semi-algorithme qui permet d’analyser n’importe quelle grammaire catégorielle abstraite.



En nous basant sur les résultats de complexité que nous avons obtenus, nous proposons deux autres
algorithmes d’analyse particuliers & deux classes distinctes de grammaires. Le premier de ces algorithmes
s’appuie essentiellement sur un algorithme de recherche de démonstration dans la logique linéaire im-
plicative intuitionniste. Il s’inpire d’une tradition linguistique qui s’articule autour du calcul de Lambek
[Lam58]. Le second de ces algorithmes s’inscrit dans une tradition plus ancienne, issue des travaux concer-
nant 'un des premiers formalismes étudiés pour modéliser le langage, les grammaires hors contexte.

Pour ce type de grammaires le probléme de ’analyse a été étudié depuis leur apparition [Cho56].
Le premier algorithme efficace qui permette de résoudre le probléme de ’analyse de grammaires hors
contexte a été proposé par Cocke, Kasami et Younger ([Kas65], [You67]). Cet algorithme s’exécute en
temps cubique pour les grammaires hors contexte sous forme normale de Chomsky. Bien qu’une grammaire
hors contexte puisse étre mise sous forme normale de Chomsky en temps linéaire, effectuer ’analyse d’une
grammaire transformée ne permet pas un accés directe aux structures d’analyse de la grammaire initiale.
De plus il a également pour défaut de s’exécuter systématiquement en temps cubique. On ne peut espérer
qu’il se comporte mieux dans des cas relativement simples.

Plus tard, Earley [Ear70] a apporté une solution au probléme de I’analyse qui permet d’effectuer une
analyse au plus en temps cubique, et peut dans certains cas s’exécuter en temps linéaire. Cet algorithme
essaie de parcourir la phrase & analyser de gauche & droite et s’arréte lorsque son parcours ne peut plus
poursuivre.

En s’appuyant sur l’idée qui consiste & arréter une analyse dés que l'on trouve une erreur, Tomita
[Tom87] propose de généraliser les techniques jusques-1a réservées a ’analyse des langages de programma-
tion construit & partir de grammaire hors contexte déterministe. Il définit un algorithme LR (de gauche a
droite) généralisé. En théorie cet algorithme ne s’exécute pas en temps cubique, cependant, dans la pra-
tique, il s’avére qu’il fontionne plus rapidement que ’algorithme de Earley. Cet algorithme a été amélioré
par Kipps [Kip91] pour qu’il s’exécute en temps cubique, mais ce nouvel algorithme se révéle étre moins
performant que celui de Tomita. Satta et Nerderhof en s’inspirant d’idées de Kipps [NS96] ont réussi a
améliorer tant en espace qu’en temps les performances de ’algorithme de Tomita, sans pour autant que
ce nouvel algorithme n’ait une complexité théorique qui soit cubique en temps.

Une derniére approche est proposée par Nerderhof [Ned93] et consiste en une analyse LC (Left-
Corner). Ce nouvel lgorithme peut étre moins performant que celui de Tomita, mais il permet de générer
des analyseurs plus petits et plus rapidement. De plus, il permet également d’obtenir des foréts de
dérivations plus compactes.

Depuis leur création, voici prés de cinquante ans, les grammaires hors contexte ont suscité une forte
activité de recherche autour du probléme de leur analyse. Ces recherches ont permis de concevoir des ana-
lyseurs toujours plus performants. Il faut noter que ces grammaires ne permettent de modéliser convena-
blement la langue naturelle [Shi85]. Cependant, I’étude de ces grammaires relativement simples a apporté
un ensemble d’éléments conceptuels qui on permis de concevoir des analyseurs efficaces pour d’autres
types de grammaires.

Cela est particuliérement le cas pour les grammaires d’arbres adjoints [AKJ75]. Les premiers algo-
rithmes proposés pour ces grammaires étaient dans le style de ’algorithme de Cocke-Kasami-Younger
pour les grammaires hors contexte [VSJ85]. Par la suite, il a été possible de définir un algorithme simi-
laire & I’algorithme de par Earley pour les grammaires hors contexte [SJ88]. Cependant cet algorithme ne
présente pas la propriété de validité de préfixe, propriété que I’algorithme de Earley pour les grammaires
hors contexte posséde. Cet propriété permet de contraindre le fait que toute portion de phrase analysée
par Palgorithme puisse effectivement étre produite par la grammaire du moment qu’on la compléte par
son préfixe. Les premiers algorithmes connus qui possédent cette propriété avaient & ce moment une
complexité en O(n?). Nederhof est finalement parvenu & proposer un algorithme en O(n®) et qui posséde
cette propriété [Ned99].

Nous proposons pour une certaine classe de grammaire catégorielle abstraite un algorithme de type
Earley. Cet algorithme est de type Farley en ce sens qu’il se comporte exactement comme 1’algorithme
de Earley pour les grammaires catégorielles abstraites qui codent des grammaires hors contexte. De plus
il permet d’analyser les grammaires catégorielles abstraites qui codent les grammaires d’arbres adjoints
en O(n®). Tout ce travail s’inscrit pour une bonne part dans cette tradition de conception d’algorithmes
d’analyse. Pour y parvenir, il nous a cependant fallu définir des concepts relativement complexes comme
les descriptions syntaxiques ou les types abstraits pointés qui permettent de faire passer & I’ordre supérieur
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des idées qui jusques-14 s’exprimaient simplement, comme les indices utilisées pour délimités les portions
de phrase analysées ou encore la correspondance entre le type d’un pied d’adjonction et ’arbre qu’on lui
substitue pour les grammaires d’arbres adjoints...

Plan de la thése

Logique linéaire intuitionniste implicative et A-calcul

Dans ce premier chapitre, nous présentons rapidement la logique linéaire intuitionniste implicative.
Nous insistons en particulier sur la décidabilité et la complexité de cette logique. Les résultats concernant
ces problémes seront utiles par la suite lors de ’étude de la décidabilité et de la complexité des grammaires
catégorielles abstraites.

Ce chapitre présente également le A-calcul non typé, puis le A-calcul linéaire associés par la correspon-
dance de Curry-Howard & la logique linéaire intuitionniste implicative. Finalement, ce chapitre présente
un algorithme original de recherche de démonstration pour la logique linéaire intuitionniste implicative.
Bien que cet algorithme se base sur le A-calcul, il utilise implicitement la notion de réseau de démonstra-
tion. L’algorithme d’analyse incrémental présenté par la suite se base sur cet algorithme de recherche de
démonstration.

Les grammaires catégorielles abstraites

Partant des grammaires de type logique et de la facon dont elles permettent de relier la syntaxe
et la sémantique, ce chapitre montre comment, en généralisant les idées de Montague dévolues & la sé-
mantique, les grammaires catégorielles abstraites s’articulent par rapport & la tradition des grammaires
catégorielles. Par la suite, nous définissons formellement la notion de grammaire catégorielle abstraite ;
puis nous montrons comment les grammaires catégorielles abstraites permettent d’encoder divers forma-
lismes syntaxiques classiques.

Algorithme général d’analyse

Ce court chapitre présente un algorithme d’analyse général pour les grammaires catégorielles abs-
traites. Les problémes posés par cet algorithme sont & la base de I’étude mathématique qui suit.

Filtrage dans le \-calcul linéaire

Ce chapitre est consacré & ’étude du probléme de filtrage dans le A-calcul linéaire. Le point de départ
de cette étude est le résultat de NP-complétude du filtrage dans le A-calcul linéaire montré par Philippe
de Groote [dG00a]. Ce résultat est affiné pour montrer que méme dans des cas excessivement contraints,
le filtrage reste NP-complet.

Algorithmes de filtrage dans le \-calcul linéaire

Apreés I'étude de la difficulté du probléme de filtrage dans le A-calcul linéaire, ce chapitre présente des
algorithmes de résolution d’équation. Le premier de ces algorithmes est une adaptation de ’algorithme
d’unification d’ordre supérieur de Huet [Hue76]. Afin de réduire 'indéterminisme de cet algorithme dans
le cas ou les inconnues ont des occurrences linéaires, nous proposons une condition nécessaire & 1’existence
d’une solution. Enfin, ce chapitre présente un systéme de typage qui permet de représenter des égalités
dans le M-calcul linéaire. A partir de ce systéme de typage, nous présentons un algorithme de résolution
d’équations de filtrage qui utilise des techniques de tabulation.

Décidabilité et complexité de 1’analyse

Ce chapitre montre qu’en général, la décidabilité de analyse dans les grammaires catégorielles abs-
traites est au moins aussi difficile que celle du fragment multiplicatif et exponentiel de la logique linéaire.



Ensuite, nous donnons des résultats de complexité pour des ensembles de grammaires catégorielles abs-
traites plus ou moins contraints. Nous nous intéressons plus particuliérement aux grammaires lexicalisées
pour lesquelles nous montrons qu’en général ’analyse est NP-compléte. Nous montrons également que
si on considére des grammaires catégorielles abstraites dont les langages abstraits sont du second ordre
alors ’analyse est polynémiale.

Algorithmes pratiques d’analyse

Au début de ce chapitre, nous revenons sur I’algorithme que nous avions présenté au troisiéme chapitre
pour étudier son comportement 3 la lumiére des résultats obtenus au chapitre 6. Nous montrons qu’en
utilisant des techniques de tabulation il termine dans les cas ol on sait ’analyse décidable. Cependant,
cet algorithme demeure peu efficace. Aussi par la suite, ce chapitre est consacré & ’étude d’algorithmes
dédiés & des cas particuliers. Le premier est destiné & ’analyse de grammaires lexicalisées. L’intérét
principal de cet algorithme réside dans la relation étroite qu’il entretient avec des propriétés linguistiques
intéressantes. Le second algorithme permet d’analyser en temps polyndmial les grammaires catégorielles
abstraites dont les langages abstraits sont du second ordre. Pour cela il utilise le systéme de typage que
nous avons développé pour résoudre des équations de filtrage et utilise des techniques de tabulation.
Nous verrons que cet algorithme est une généralisation pour les grammaires catégorielles abstraites de
I’algorithme d’analyse proposé par Earley pour les grammaires hors contexte et qu’il permet également

d’analyser les grammaires catégorielles abstraites qui représentent des grammaires d’arbres adjoints en
O(n®).



Introduction



Chapitre 1

Logique linéaire implicative et A\-calcul

Dans ce chapitre, nous allons présenter les fragments de la logique linéaire qui nous seront nécessaires
pour définir et étudier les grammaires catégorielles abstraites. Nous allons également présenter le A-
calcul et plus particuliérement le A-calcul linéaire simplement typé utilisé par les grammaires catégorielles
abstraites. Enfin, nous allons présenter un algorithme de recherche de démonstration dans la logique
linéaire intuitionniste implicative.

1.1 Logique linéaire intuitionniste implicative

La logique linéaire a été définie par Jean-Yves Girard [Gir87] comme une logique qui permet de
raisonner en termes de ressources. Dans le cadre de la langue naturelle ce type de logique permet de
modéliser la facon dont des ressources grammaticales peuvent se combiner pour en produire d’autres.
Pour définir les grammaires catégorielles abstraites le fragment intuitionniste et implicatif de cette logique
est suffisant. Afin de préciser certaines propriétés combinatoires des grammaires catégorielles abstraites,
il nous est cependant nécessaire d’introduire également le fragment exponentiel de la logique linéaire.

La logique linéaire peut se voir comme une logique obtenue & partir de la logique intuitionniste par
I’abandon des régles structurelles d’affaiblissement et de contraction. Elle conserve cependant la régle
d’échange. Afin de simplifier les notations ainsi que les démonstrations, nous allons procéder de la méme
fagon que Troelstra [Tro92] en codant la régle d’échange dans la structure avec laquelle nous allons
modéliser les contextes.

Aussi, avant de définir la logique linéaire, nous allons nous doter de quelques outils et notations.

Définition 1.1 Un multi-ensemble d’éléments d’un ensemble E est une fonction M de E dans N telle
que l’ensemble des éléments e de E tel que M(e) # 0 est fini.

Souvent nous confondrons les ensembles finis avec les multi-ensembles M tel que pour tout e, M (e) < 1.

Définition 1.2 On dit qu’un multi-ensemble My est inclus dans un multi-ensemble Ms, ce que nous
notons My C My, si pour tout e, My (e) < Ms(e).

Définition 1.3 Une liste sur un ensemble E est une suite finie (ex)re(1,n) d’éléments de E. On dit que
N est le multi-ensemble est associé a la liste (ex)re[1,n) st N (e) = p si et seulement si il existe evactement
p éléments k de [1,n] tels que e, = e.

Définition 1.4 On appelle cardinal d’un multi-ensemble M la quantité |M| définie par :

M| =" M(e)

eelE
Notation 1.1

1. Si (ex)re[1,n) est une liste, alors nous la noterons ey, . .., ey.

7
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2. SiLi=ei,...,en, et Ly =di,...,dp, nous noterons L1, Lo la liste eq, ..., en,d1,...,dp.
3. Etant donné une liste d’indices S = (ik)ic[1,n), MOUS noterons es la liste (e, )re[1,n)-

4. [m,n] représentera, si il n’y a pas ambiguité, la liste des entiers de m a n, (k)pcim,n (et la liste
vide sin < m).

5. Par abus de notation, lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, nous noterons ei,...,e, (resp. es) tout
multi-ensemble associé a cette liste.

6. Nous noterons - ou () le multi-ensemble vide, i.e. -(e) = 0 pour tout e.

7. Nous noterons My, Ms tout multi-ensemble N tel que N(e) = My (e) + Ma(e).

8. Nous noterons My N My tout multi-ensemble N tel que N(e) = min(M;(e), Ma(e)).

9. Si My C M alors nous noterons M1\ Mz tout multi-ensemble N tel que N(e) = Mi(e) — Ma(e).

Définition 1.5 On dit d’une famille de multi-ensembles (I'y)rep1,n) qu’elle est une partition d’un multi-
ensemble I si ' =T1,...,T,.

Nous pouvons maintenant définir la logique linéaire intuitionniste implicative et exponentielle. Nous
allons commencer par définir les formules que cette logique manipule.

Définition 1.6 Etant donné un ensemble fini A, appelé ensemble de formules ou de types atomiques,
l’ensemble des formules ou types de la logique linéaire intuitionniste implicative et exponentielle construites
a partir de A est donné par la grammaire suivante :

Lan=A| (Ls— L4) | 1%4

Notation 1.2

1. Nous noterons les formules de la logique linéaire par o, o, ..., o/ ..., B, ..., 7, ...
2. Nous noterons aq —o ... —o a, —o 8 la formule (a1 — (... —o (ap, — §)...))

3. Etant donnée une liste d’indices, S = (ik)ke[1,n], nous noterons &g —o 3 la formule o, — ... —
o, —o f3, si pour tout k, k' € [1,n], a;, = oy, = a alors nous noterons ce type o —o (3.

Définition 1.7 Un contexte I' de la logique linéaire est un multi-ensemble de formules de ZL4.

Notation 1.3

1. Nous noterons les contextes par I, I';, I'V,..., A, A;, A, ...

2. Si T représente le contexte a1, ..., a,, nous noterons \I' le contexte laq, ..., a,.

Définition 1.8 Un séquent est une paire consituée d’un contexte I' et d’une formule a. Nous noterons
T'F a un séquent constitué d’un contexte I' et d’une formule «.

Définition 1.9 Une démonstration de la logique linéaire intuitionniste implicative et exponentielle est
un arbre de dérivation obtenu a partir des régles de la figure 1.1. On dit qu’un séquent est dérivable ou
démontrable si il existe une dérivation dont il est la racine.

Définition 1.10 On dit qu’une formule o est une tautologie si le séquent - - « est dérivable.

Les formules de la logique linéaire intuitionniste implicative et exponentielle peuvent s’interpréter en
terme de ressources : les formules atomiques représentent des ressources élémentaires ; les formules de la
forme o —o [ représentent une ressource permettant de transformer une ressource de type « en ressource
de type 5; et les formules de la forme !a représentent un nombre arbitraire de ressources de type . Un
séquent «aq,...,q, F «a représente le fait d’utiliser toutes les ressources de type aq, ..., @, que nous
apporte le contexte afin de produire une ressource de type «. Démontrer un séquent dans la logique
linéaire intuitionniste implicative et exponentielle revient & montrer que cela est possible.

La logique linéaire intuitionniste implicative et exponentielle posséde une propriété importante pour
une logique l’élimination des coupures.
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Régles d’identité
Fl = o Qa, FQ FB

Axiome Coupure
aka Iy, Io b
Reégles logiques
Régles multiplicatives
akp I'Fa To,BFxy
o —og
TFa—f TIyDaa—fFny
Reégles exponentielles
TEa«a Lo, lak- g
Promotion —————— Contraction
T Ha Nlak g
(G} Takpg
Affaiblissement ———— Déréliction
Ilatkg I'lakpg

Fi1G. 1.1 - Logique linéaire intuitionniste implicative et exponentielle

Théoréme 1.1 Elimination des coupures Si T - « est un séquent dérivable dans la logique linéaire
intuitionniste implicative et exponentielle alors il existe une démonstration de I' = o qui n'utilise pas la
régle de coupure [Gir87].

La propriété d’élimination des coupures est désirable pour les logiques parce qu’elle implique que si
un séquent est dérivable, alors les séquents qui interviennent dans sa démonstration n’utilisent que des
sous-formules du séquent initial. Cela permet entre autre d’automatiser la recherche de démonstration
d’un séquent. De plus cette propriété permet de raisonner & propos de la logique et de démontrer ses
propriétés théoriques.

Enfin, la propriété de la sous-formule nous permet d’isoler des fragments de la logique linéaire in-
tuitionniste implicative et exponentielle en imposant des contraintes syntaxiques sur les formules qui
interviennent dans les séquents.

Définition 1.11 FEtant donné un ensemble fini de formules atomiques A, la logique définie par la gram-

maire de formules suivante :
Ia=A|Zs—oTx

est la logique linéaire intuitionniste implicative, notée IILL (Intuitionnistic Implicative Linear Logic).

Définition 1.12 Etant donnée une formule o de T4, la complexité de o est donnée par la fonction p
définie par :

1. pla)=0siaec A

2. pla — ) = p(a) + p(B) + 1
SiS=a,...,a, b« est un séquent construit a partir des formules atomique de A, on note :

n

p(S) = p(a) + > pla)

i=1
Définition 1.13 Etant donnée une formule o de T 4, Uordre de o est donnée par la fonction ord définie
par :
1. ord(a) =1siae A
2. ord(a — () = max(ord(«a) + 1, ord(3))
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Définition 1.14 La logique qui ne manipule que des séquents de la forme 'I'; A - « ot les formules de T,
celles de A et a sont des formules de T 4 est la logique linéaire intuitionniste implicative et exponentielle
simple notée SITELL (simple Intuitionnistic Implicative and exponential Linear Logic).

Théoréme 1.2 Le probléme de savoir si un séquent est dérivable dans IILL est NP-complet [Kan92].

La décidabilité de la recherche de démonstration de ITELL est encore inconnue, elle est équivalente &
la décidabilité de la recherche de démonstration de MELL, un fragment plus large de la logique linéaire.
Cependant nous avons montré, avec Philippe de Groote et Bruno Guillaume, qu’elle pouvait étre reliée 4
celle de sITELL.

Théoréme 1.3 ITELL est décidable si et seulement si la dérivabilité dans sSITELL des séquents de la
forme IT' - 3 avec 8 atomique est décidable [PdG04b].

1.2 )A-calcul et typage

Le MA-calcul est un formalisme de représentation des fonctions. Il a été inventé par Alonso Church
dans le but d’avoir un langage simple de description et de manipulation de fonctions [Chu41]. Etant une
théorie sur les fonctions, le A-calcul a des implications fortes en théorie de la calculabilité. Il s’avére que
toutes les fonctions calculables sont représentables & ’aide du A-calcul. Par ailleurs, ces liens avec diverses
logiques en ont fait un formalisme largement étudié.

Aprés avoir présenté le A-calcul, nous allons voir comment il est relié & la logique linéaire intuitionniste
et implicative. Pour cela nous introduirons le A-calcul linéaire simplement typé et nous verrons comment
les A-termes permettent de représenter des démonstrations de la logique linéaire intuitionniste implicative
4 travers la correspondance de Curry-Howard.

1.2.1 Le )-calcul

Définition 1.15 Etant donnés un ensemble infini dénombrable de variables V, un ensemble infini dé-
nombrable d’inconnues X et un ensemble fini de constantes C, les termes du \-calcul, les A-termes, sont
donnés par la grammaires suivantes :

T:=V|X|C|\VT|(TT)
Un \-terme est dit atomique si il est égal 4 une variable, une inconnue ou une constante.

Notation 1.4

1. Nous noterons les variables x, z;, ©’, ..., vy, ..., 2, ..., [, ..., les inconnues X, Y ..., les
constantes a, a;, a’, ..., b, ..., ¢, ..., et les termes seront notést, t;, t', ..., u, ..., v, ..., W,...
2. Nous noterons tu; ... u, le terme (... (tuy) ... uy) et étant donnée une liste d’indices S = iy,...,in

nous noterons tug le terme tu;, ... u;, . Sin =0 ou si la liste S est vide, les notations tu; ... u, et
tug représenteront le terme t.

3. Nous noterons Axy...x,.t le terme A\xy.... \x,.t et étant donnée un liste d’indices S = i1,...,0,
nous noterons \Tg.t le terme Ax;, ...x;, .t. Sin =0 ou si la liste S est vide, les notations Axy ...xn.t
et \Tg.t représenteront le terme t.

Définition 1.16 Un contexte est un A-terme contenant un trou. Les contexrtes sont définis suivant la
grammaire suivante :
Clls=01xz.C[ | CIT [ TC]]

Etant donné un conteste C[| et un terme t, on note C[t] le terme obtenu en insérant t dans le trou de

al.

Nous noterons les contextes C[|, C;[], C'[], - - -
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Définition 1.17 On dit qu’un terme u est sous-terme d’un terme t si t = Cu]. On dit que deux termes
sont indépendants si ils ne sont pas sous-terme l'un de l'autre.

Définition 1.18 La longueur |t| d’un terme t est définie inductivement par :

1 |zl =1

2. =1

3. Azl = Ju|+1

4 lurug| = lus| + |uzl

Définition 1.19 Etant donné un \-terme atomique h, on note |t|;, le nombre d’occurrences de h dans t.
On définit |ty inductivement par :

1. |hlp=1
2 [W|h=0sih'#h

_f |ulp= sih#x
F. Pauln = { 0 sinon

4. Jurualn, = |luilp + |uzln

Définition 1.20 Un terme t est dit pur si il ne contient pas d’inconnues, i.e. si pour tout X € X,
[t|x = 0. Si un terme contient des inconnues, alors ce terme est dit impur.

Lorsque nous ne préciserons pas si un terme est pur ou impur, c’est qu’il est pur. Les inconnues nous
serviront a représenter des termes indéfinis. Si nous sommes amenés a les distinguer des variables, c’est
que dans le cadre du A-calcul linéaire, les A-variables sont soumises & des restrictions syntaxiques qui ne
sont pas forcément souhaitables pour les cas ot on voudrait qu’elles représentent des termes indéterminés.

Définition 1.21 On dit d’un terme t qu’il est lexicalisé si il contient des constantes, i.e. il existe c € C,
[t|c > 0.5% un terme n’est pas lexicalisé, nous dirons qu’il est non-lexicalisé.

Définition 1.22 Le multi-ensemble At(t) des atomes d’un \-terme t est le multi-ensemble tel que pour
tout terme atomique h, At(t)(h) = |t|n.

Définition 1.23 Etant donné un \-terme t, on note FV (t) lensemble des variables libres dans t. Cet
ensemble est défini inductivement sur la structure de t :

1. sit=cetceC alors FV(t) =10

2. sit=xetxeV FV(t) ={z}

3. sit=x.u alors FV(t) = FV(u)\{x}

4. sit = (uruz2) alors FV(t) = FV(u1) U FV (uz)

Définition 1.24 L’ensemble de \-termes linéaires est inductivement défini comme il suit :
1. si h est un terme atomique alors h est un A-terme linéaire
2. sit est un \-terme linéaire et x € FV (t) alors Ax.t est un \-terme linéaire

3. sity et ty sont des \-termes linéaires et FV (t1) N FV (t2) = 0 alors t1to est un A-terme linéaire.
Les A\-termes linéaires sont linéaires dans le sens que si z € FV (¢) alors |t]|, = 1.
Définition 1.25 On dit qu’un terme t est clos si FV (t) = 0.

Nous allons considérer que les termes sont équivalents modulo a-conversion (i.e. modulo renommage
des variables liées). Cependant ’a-conversion est une relation d’équivalence difficile & mettre en ceuvre.
Entrer dans les détails des substitutions explicites [dB72] nous éloignerait de beaucoup du sujet de ce
mémoire. On ne peut pourtant pas écarter les difficultés posées par 1’a-conversion, surtout lorsqu’il est
question de décrire des algorithmes précis. Aussi nous adopterons la convention usuelle que les variables
liees d’un terme sont deux & deux distinctes, propriété que I’a-conversion permet toujours d’obtenir. Plus
formellement, cette propriété s’exprime de la fagon suivante :
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Définition 1.26 Etant donné un A-terme t, on note BV (t), Uensemble des variables liées de t. Cet
ensemble est défini inductivement sur la structure de t :

1. sit=h et h est un terme atomique alors BV (t) =0
2. sit= Az.u alors BV (t) = BV (u) U {z}
3. sit = (uyuz) alors BV (t) = BV (u1) U FV (ug)

Définition 1.27 On dit d’un terme t que ces variables liées sont deux o deux distinctes si :
1. t est un terme atomique

2. t = tita, siles variables liées de t1 sont deux o deux distinctes, si il en est de méme pour les variables
liées de to et si BV (t1) N BV (t2) =0

3. t = Xx.t', si les variables liées de t' sont deuz & deux distinctes et si x ¢ BV ().
Nous pouvons maintenant définir une notion centrale pour le A-calcul, la substitution.

Définition 1.28 Une substitution est une fonction de VU X dans T telle que l’ensemble des variables x
et des inconnues X pour lesquelles o(x) # x et 0(X) # X est fini; cet ensemble est appelé le support de
la substitution. Etant donnée une substitution o, t.o, Uapplication de o au terme t, est définie par :

1. z.0 =o(x)
2. X.o=0(X)
3. co=c

4. (\x.t).c = Ax.t.o si pour tout y dans le support de o, y # x, x ¢ FV(o(y)) et si pour tout X dans
le support de o, x ¢ FV (c(X)) (grice a Ua-conversion, il est toujours possible de renommer x pour
remplir cette condition,).

5. (tlﬁg).a’ = t1.0't2.0’

Notation 1.5

1. nous noterons les substitutions par o, o;, ..., o’

, o ..

2. étant donnée une substitution o, nous noterons 2 (o) le support de o.

3. st P(0) = {z1;...;2n; X1;...; X}, nous noterons o par [x1 := o(x1);...;2, = o(z,); X1 =
U(X1>; D e U(Xn>]

4. 8t 0 = [z :=t1;... T 1= ], nous noterons o par [xy = tx|}_, ou si, étant donné un ensemble
d’indices S = {i1;...;in}, 0 =[xy = tiy;. .. @i, = t;, ]|, nous noterons o par [z := tg]res-

5. sio=[Xy :=t1;... X, = ty], nous noterons o par [Xj 1= t;]}_, ou, si étant donné un ensemble
d’indices S = {i1;...;in}, 0 = [Xiy =ty .. Xy, :=t;, ], nous noterons o par [Xj := tg]res-

Définition 1.29 On appelle renommage, une substitution de la forme [z}, := x|k o) et telle que xj =

PR S
x’; implique i = j.

Définition 1.30 On dit qu’un terme t; se S-contracte en ta, ce que 'on note t; —g ta, si :
t1 = Cl(Ax.t)u] et to = Clt[x := u]]

Les termes de la forme (Ax.t)u sont appelés des 5-redex (ou simplement redex lorsqu’il n’y a pas d’ambi-
guité), et tlx := u| est appelé le contracté de (\x.t)u.

Définition 1.31 On dit que t; se (-réduit en n pas @ to, ce que l'on note t1 35 ta, st il existe une
famille de n + 1 termes (ur)rejo,n) tels que u; —p w1 pour i € [0,n — 1], t1 = ug et ty = uy,.

Définition 1.32 La relation de [(-réduction, Lg est la cloture réflexive et transitive de la relation de
(-contraction.
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Définition 1.33 La relation de (3-conversion, =g est la cloture réflexive, symétrique et transitive de la
relation de (3-contraction.

Définition 1.34 On dit qu’un terme t1 se n-contracte en t2, ce que l’'on note t1 —, ta, i :
t1 = CAx.(tz)], t2 = C[t] et x ¢ FV(t)

Les termes de la forme \x.(tx) sont appelés des n-redex (ouw simplement redex lorsqu’il n’y a pas d’ambi-
guité).

Définition 1.35 On dit que t1 se n-réduit en n pas a to, ce que l'on note t1 ﬂ’n ta, si il existe une famille
de n+ 1 termes (ur)reo,n] tels que u; —, uipy pour i € [L,n — 1], t1 = ug et to = up.

Définition 1.36 La relation de n-réduction, Ln est la cloture réflexive et transitive de la relation de
n-contraction.

Définition 1.37 La relation de n-conversion, =, est la cléture réflexive, symétrique et transitive de la
relation de n-contraction.

Définition 1.38 On note —g, l'union des relations de [3-contraction, et de n-contraction. On note res-

pectivement 3;577, i»gn et =gy, la relation de n pas de contraction, la cloture réflexive et transitive, la
cloture réflexive, symétrique et transitive de — g,

Définition 1.39 On dit qu’un terme t est sous forme normale pour une relation —g si il n’existe pas
de terme u tel que t —x u. Le terme t est alors sous forme R-normale.

Définition 1.40 On dit qu’un terme t est fortement normalisable pour la relation —x si il n'existe pas
de suite (ug)gen telle que u; —g u;+1 pour tout i € N et t = uy.

Les relations — 3 et — g, lorsqu’elles sont choisies comme sémantique opérationnelle du A-calcul, font
du A-calcul une théorie des fonctions en ce sens que I’on peut considérer que les A-termes définissent des
résultats uniques. La notion d’unicité du résultat n’est pas triviale puisqu’elle tient compte du fait qu’il
peut y avoir des réductions infinies. Elle est exprimée par la propriété de Church-Rosser.

Théoréme 1.4 Propriété de Church-Rosser Quelque soit la relation —r€ {—p;—pn}, si t1 SR to
et t1 LR ts alors il existe ty tel que ty i>7g ty et ts i>7g ta

1.2.2 La correspondance de Curry-Howard et le A-calcul linéaire

Un des intéréts fondamentaux du A-calcul est sa capacité a représenter les démonstrations des logiques
intuitionnistes. Sa sémantique opérationnelle permet de rendre compte des transformations que ’on peut
faire subir aux démonstrations, notamment lorsque I’on élimine la régle de coupure. Dans ce qui va suivre,
nous supposons donnés un ensemble infini et dénombrable de A-variables V ainsi qu’un ensemble infini
dénombrable d’inconnues X'.

Définition 1.41 Une signature linéaire d’ordre supérieur ¥ est un triplet (C, A, 7) ot C est un ensemble
fini de constantes, A est un ensemble fini de types atomiques et T est une fonction de C dans I 4.

Définition 1.42 On dit qu’une signature . est d’ordre n si pour tout ¢ € Cx, ord(ms(c)) < n.

Notation 1.6

1. Nous noterons les signatures par ¥, X;, ..., X/, ...

2. Etant donnée une signature ¥ = (C, A, 7), nous noterons C par Cx, A par As, T par s et Iy,
l’ensemble des formules de T 4.
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Définition 1.43 Etant donnée une signature X, un contexte I' d’assignation de types a des variables sur
Y est un ensemble fini x1 : a1, ..., %, : o 0U les xy, sont des A-variables deux & deux distinctes et les oy,
sont des formules de ZIs;.

Définition 1.44 Etant donnée une signature Y, un contexte I' d’assignation de types a des inconnues
sur X est un ensemble fini X1 : aq,..., X, : a, ot les Xy sont des inconnues deux & deux distinctes et
les ay, sont des formules de ZIs;.

Notation 1.7

1. Etant donnés un ensemble fini d’indices S = iy,...,%,, un ensemble de variables (ry)rcs, et un
ensemble de type (ar)res, nous noterons Tg : ag le contexte x;, : qyyy. .., 24, @ Q.

2. Etant donnés un ensemble fini d’indices S = iy, ..., i,, un ensemble d’inconnues (X})res, et un
ensemble de type (ay)res, nous noterons Xg : ag le contexte X, : vy, ..., Xy, ¢ v,

3. Etant donné un contexte d’assignation de type a des variables T’ = T[1,n] : O[1,n], ON TOtE T l’ensemble

T[1,n] €t on note T Uensemble Q10

4. Etant donné un contexte d’assignation de type d des inconnues I' = X(1,n] : O[1,n] ON NOte T len-

semble X1 ,,) et on note T Uensemble Q10

5. Etant donnés deux contextes, lorsque mnous écrirons I'1,'a, nous supposerons que I't N Ty = ().

Définition 1.45 On dit qu’un A-terme t est typable dans une signature ¥ si il existe un contexte d’as-
signation d’inconnues ', un contexrte d’assignation de variables TV et a € Iy, tels que T';T Fx t : o est
dérivable a Uaide des régles de la figure 1.2. Nous noterons Ts; l’ensemble des termes typables sur 3.

Notation 1.8 Lorsque nous typerons des termes purs, dans une signature Y. qui sera claire d’aprés le
contexte, nous noterons I' -t : « les séquents de typage.

Le lemme suivant montre que les termes typables sont des termes linéaires.
Lemme 1.1 Si ;T Fx t: « est dérivable alors t est un A-terme linéaire.

Le systéme de typage des A-termes défini par la figure 1.2 permet de voir que les A-termes codent bel
et bien les démonstrations de la logique linéaire implicative.

Théoréme 1.5 Correspondance de Curry-Howard
1l existe un terme linéaire t pur et non lexicalisé tel que I' bx t @ o est dérivable si et seulement si
T'F « est dérivable dans IILL. _

1l existe un terme linéaire t pur tel que I' Fx t : « est dérivable si et seulement si \I's,I' F « est
dérivable dans SITELL avec I's = 7s:(c[1 ) 86 Cs = C[1 -

Ce théoréme et le théoréme 1.3 permettent de conclure qu’il est aussi difficile de chercher un terme
ayant le type o dans un contexte I' et une signature ¥ que de rechercher des démonstrations dans MELL.

Lemme 1.2 Si ;A s t: « est dérivable alors FV (t) = A.

Ainsi, si ¢ est un terme clos et pur, on pourra parler d’un terme ¢ de type o dans la signature ». Si
3 est claire d’aprés le contexte, on parlera seulement d’un terme clos de type a.

Une des conséquences de la correspondance de Curry-Howard est que, tout comme pour sITELL, on
peut dériver tout séquent sans utiliser la régle de coupure.

Théoréme 1.6 Elimination des coupures Si I'; A Fs t : a est dérivable alors T'; A bFs t 1 « est
dérivable sans utiliser la régle de coupure.

De plus ’ensemble des termes de type o dans un contexte I' et sur une signature X est clos pour les
notions de réduction.
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Régles d’identité

o €Iy iThbFsu:a Tiz:algbst:
— Axiome Coupure
Diz:absz:a Ty, Tobx tfz:=u]: 3

() =a a €Ty
7() Const Inc
I''Fye:a I'X:a;-Fs X«

Reégles logiques

i z:akFst:f Tibst:a—p sy u:a
—or —F

iV ks Azt:a—pf Ty, Iobstu: g

F1G. 1.2 — Typage des A-termes linéaires

Théoréme 1.7 Réduction du sujet Etant donnés deuz \-termes t1 et to et un contexte I tels que
[T byt : o est dérivable et t1 — gy, ta, alors T;TY Bty o est dérivable.

Enfin, une propriété fondamentale des calculs associés & des logiques cohérentes est que tous les termes
typables sont fortement normalisables.

Théoréme 1.8 Les A-termes linéaires sont fortement normalisables pour la relation — g,.
Enfin, un terme ¢ posséde un unique type dans un contexte donné.
Théoréme 1.9 Unicité du type SiT; Abxt:a et T'; A bs t: 0 sont dérivables, alors o = (3.

Théoréme 1.10 Unicité de typage des sous-termes Soit t un terme tel que I'; A Fx ¢ @ « soit
dérivable (les variables lies de t sont deux & deux distinctes), si t = Clu|, alors il existe un unique
contexte A et un unique type (3 tels que T'; A s u : B soit un séquent qui intervienne dans la dérivation
del'; Abx t: . Ainsi siu est un sous-terme de t et que I'; A Fxy t @ « est dérivable, nous pourrons parler
du type de u ainsi que de son contexte de typage relativement a t.

Une derniére notion importante et dont nous nous servirons beaucoup est la notion de forme n-longue
d’un terme.

Définition 1.46 Soit t un terme tel que I'; A bFx t : « est dérivable, on dit que t est sous forme n-longue
si pour tout contexte C[| et tout terme u tel que t = Clu], si u est un sous-terme de t de type 5 —o ~,
alors u = Az’ ou C[] = C'[[Jv].

Théoréme 1.11 Sit est un terme tel que I'; A by t : « est dérivable et que t est sous forme n-longue,
alors si t —p t', alors t' est sous forme n-longue [Hue76].

Notation 1.9 Etant donné un terme t, nous noterons t 1" le terme t' tel que t =, t' ett' est sous forme
n-longue.

L’intérét de formes n-longues est qu’elles permettent d’utiliser seulement la relation de (-conversion
pour comparer des termes modulo On. Pour cela, il suffit de comparer modulo 3 des termes sous forme
n-longue.

Les A-termes linéaires nous permettent de représenter des structures de données simples comme les
arbres ou les chaines de caractéres. Comme les grammaires catégorielles abstraites ont pour vocation
d’analyser les textes, elles utilisent le A-calcul pour modéliser les chaines de caractéres. Nous allons voir
rapidement comment cela se fait.



16 Chapitre 1. Logique linéaire implicative et \-calcul

Définition 1.47 Etant donné un ensemble fini de caractéres L, on définit la signature Xy, = (L, {*},7L)
des chaines sur L avec pour tout ¢ € L, 11,(c) = x —o *. Une chaine sur ¥j, est un terme clos de type
* —o . L’opérateur de concaténation de chaine est le terme de type (x+ —o *) —o (¥ —o x) + = Azyz.z(y(2)).
La chaine vide est le terme de type x —o x \x.x.

Les lemmes suivants montrent que Y; modélise bien le monoide libre construit sur L puisque la
concaténation est associative et que la chaine vide est I’élément neutre de la concaténation.

Lemme 1.3 Etant donné un ensemble fini de caractéres L, sitq, to et ts sont des chaines sur X1, alors
on a +t1(+t2t3) =3 +(+t1t2)t3.

Lemme 1.4 Etant donné un ensemble fini de caractéres L, sit est une chaine sur X, alors +t(\x.x) =g
+(Az.2)t =g, t.

Notation 1.10
1. Nous noterons le terme +t1(+ ... (+tn_1tn)...) part1 + ... + ty.

2. Nous noterons ¢ la chaine vide sur toute signature de chaine.

3. Nous noterons a™ la chaine a+ ...+ a.
—_———

n

1.3 Algorithme de recherche de démonstration dans IILL

Dans ce qui suit, nous supposerons donnée la signature ¥ = (C, A, 7) et nous n’utiliserons que des
termes non-lexicalisés.

Nous allons ici présenter une technique de recherche de démonstration dans ITLL qui utilise la cor-
respondance de Curry-Howard. En effet, si on cherche & démontrer le séquent I' I- o, cela est équivalent
& chercher un terme pur et non-lexicalisé ¢ tel que A F ¢t : o avec A = I'. On peut restreindre cette
recherche au cas o t est un terme clos et sous forme (-normale et 7n-longue. Ainsi, étant donné une
formule «, l'algorithme que nous allons présenter cherche & construire un terme clos, S-normal et 7-long
de type a. Cet algorithme s’inspire d’idées provenant de la théorie des réseaux de démonstration de la
logique linéaire notamment de [dG0O0Ob]. Mais alors que dans [dG00b], l’algorithme de recherche de dé-
monstration construit le A-terme associé a la démonstration de haut en bas, ici, ’algorithme de recherche
de démonstration le construit de bas en haut.

Lorsque ’on cherche & démontrer un séquent, I' - a dans ITLL, on peut savoir & ’avance, et ce dans
toute démonstration éventuelle, quelles formules pourront intervenir & droite du séquent et celles qui
pourront intervenir & gauche. Cette discrimination entre la gauche et la droite du séquent correspond en
logique classique & la distinction entre hypothéses et conclusions et en logique linéaire entre ressources
disponibles et ressources & produire. Formellement, pour traduire ce fait on introduit la notion de polarité.
Les formules qui se trouvent toujours & gauche du séquent sont considérées comme négatives alors que
celles qui se trouvent toujours & droite du séquent sont considérées comme positives.

Définition 1.48 L’ensemble des formules polarisées est T4 x {+;—}. On notera o la paire (a,¢). La
formule polarisée o™ (resp. o™ ) est appelée occurrence positive (resp. négative) de .

Nous allons superposer aux termes cette notion de polarité; les termes que ’on cherche & produire
seront des inconnues et les termes dont nous disposons seront des termes purs.

Définition 1.49 Un terme positif est un terme 3-normal de la forme X1 ). L’inconnue X est la téte
de ce terme.

Définition 1.50 Un terme négatif est un terme 3-normal de la forme xt[, ). La variable x est la téte

de ce terme. On dit qu’un terme négatif n'est pas instanci€ si il est de la forme X1, et on dit qu’il est
totalement instancié si il est pur.
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Définition 1.51 Siu est un terme positif et t est un terme négatif, on dit que u domine t (resp. t domine
u), ce que l'on notet < u (resp. w < t), si X (resp. x) est la téte de u (resp.t) et |t|x =1 (resp. |ul, = 1).
On note <* la cloture réflexive et transitive de <.
Définition 1.52 Un triplet (T'; A; S) est une pré-structure de démonstration si :
1. T est un contexte d’assignation de types & des inconnues
A est un contexte d’assignation de types 4 des variables
S un ensemble de paires t : af
pour tout t : o€ € S, il existe A; tel que Ay C A et I'; Ayt : « est dérivable.

sit:a™ €8 alors t est un terme positif et sit: o~ € S alors t est un terme négatif.

G e e

Définition 1.53 Etant donnée une pré-structure de démonstration (I'; A; S), on dit qu’elle est arbores-
cente si :

1. il existe t : o€ € S la racine de S, tel que pour tout u : g e S,t<*uetuAt.
2. pour tout u: 5 € S qui n'est pas la racine de S, il existe un unique v:~< tel que v < u.

3. si X € T nest pas la téte de la racine alors il existe uniquement deus paires u : oS et v : a5’ dans
S telles que |ulx = |v|x =1 et de plus 1 = + si et seulement si e; = —.

4. six € A nest pas la téte de la racine alors il existe uniquement deus paires u : of' et v : oy’ dans
S telles que |u|, = |v|. =1 et de plus e = + si et seulement si ea = —.

Une pré-structure de démonstration arborescente est appelée une structure de démonstration.

Définition 1.54 Sit:a™ (resp. t : ™ ) est la racine d’une structure de démonstration T, on dit que T
a une racine positive (resp. négative).

Définition 1.55 On dit qu’une structure de démonstration T = (I'; A; S) est un pré-réseau de démons-
tration si pour tout t: a= € S, t est un terme négatif non-instancié.

Définition 1.56 On dit qu’un pré-réseau de démonstration (I'; A;S) est un un probléme de recherche
de démonstration si il vérifie les propriétés suivantes :

1. sa racine est positive.

2. sit:af €8 alors a est une formule atomique.

Définition 1.57 Etant donné un type o, on associe d o le probléme de recherche de démonstration
P, =Tt(X:a;X:at) ou It est définie par :

1. THT; At (g — a)t,S) —p IHT; A w s s : af te: af , S) avee v ¢ A

2. TH(T; At (g — )™, 8) —p IHD, Xt ap; A; X s af , tX sy, S) avee X ¢ T

3. It(T; A;S) — 1 (T5A;S) si pour tout t: o € S, « est atomique.

La fonction It n’est pas déterministe et le résultat dépend du choix que ’on fait des inconnues ou des
variables pour construire la structure de démonstration.

Nous allons voir que (I'; A; S) est égal & [t(X : o;-; X : a™) si et seulement si ce triplet est un probléme
de recherche de démonstration.

Lemme 1.5 Etant donné un pré-réseau de démonstration T = (I'; A; S), l'une des propriétés suivantes
est vérifiée :

1. T=(X:a;5X:a™)

2.T=(;z:a;2:a")

3. S=tzx:at,x:57,9

4. S=tX:a";X:48",9
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Démonstration. On procéde par induction sur le nombre n des paires qui constituent S. Si n = 1
alors évidemment, ou bien T = (X : ;45X : aT)oualors T = (52 : sz : a”). Sin = n+ 1,
supposons que la racine r de T soit positive (si elle était négative, on procéderait de fagon similaire),
alors r = Xz ... 2, : o, comme T est un pré-réseau de démonstration, il s’ensuit qu’il existe v : 3~ € S
tel que la téte de v est x,. Si v = x,, on peut conclure, sinon soient S” = {u : v¢ € S|v <* u},
I"={Y:vyeTl|Fu:vye S |July >0} et A" ={y:v € AlFu:vy € §"|uly > 0}. Nous allons voir que
(T”; A”; S") est un pré-réseau de démonstration. Bien évidemment, les éléments de S” constituent un
sous-arbre de T, nous avons donc simplement & vérifier que pour tout y € A” (resp. Y € T”) si y # x,, il
existe exactement deux éléments u : v+, w: 7'~ de S tels que |u|, = |w|, =1 (resp. |uly = |w|y = 1).
Siy e A” (resp. Y € "), c’est qu’il existe u : a¢ tel que |ul, = 1 (resp. |uly = 1), si e = +, alors il
existe w : v~ € S tel que |w|, = 1. Il s’ensuit que v < w, et comme v <* u, on a que v <* w et donc
w:y” €8”.Sie=— alorsil w:~" € S tel que |w|, =1 et il vient que w < u. Comme y # z,, u # v
onav=<*w<uetw:y €95, O

Lemme 1.6 Si T est un pré-réseau de démonstration dont la racine est positive alors It(T) est un
probléeme de recherche de démonstration et il existe X et o tels que It(X : a; ;X : a™) S T.

Démonstration. Nous allons démontrer ce lemme en deux temps. Tout d’abord nous allons voir que
It(T; A; S) est un probléme de recherche de démonstration. Pour cela on procéde par induction sur

t:ac€S)

Si p(S) = 0 c’est que pour tout ¢ : a° € S, « est atomique et donc (T'; A; S) est un probléme de recherche
de démonstration et comme dans ce cas It(I'; A; S) — ¢ (I'; A; S), on peut conclure.

Sip(S)=n+1lalorsS=t:a— 3°€c 5. Sie=+,on obtient que It(T;A;¢ : o — 5, 5") —p
It Az 2 az ™tz 2 B1,97), or il est évident que (I;A;z @ o™tz : $7,5) est un pré-réseau
de démonstration dont la racine est positive. De plus p(x : otz : 3+,S5’) = n, on peut donc utiliser
I’hypothése d’induction et conclure. Si e = —, on conclut de la méme fagon.

Ensuite, nous démontrons que si (I'; A;.S) est un pré-réseau de démonstration, alors il existe o et X
tels que It(I"; A;S) = IH(X : a;-; X : a™). Pour cela, on procéde par induction sur le nombre d’éléments
de S.Si|S]=1alors T = (X : «a;;X : a’) et on peut donc conclure. Si |S| > 1, alors d’aprés le
lemme précédent, S =tz : BT,z : v S et A=z : A (resp. S =tY : 37,Y : v, 9) dans S et
donc It(T; A’; 8t : v — BT) = I#(T'; A; S). Or par hypothése d’induction, il existe X et « tels que
It(X ;X at) —»p THT; A 87) et done TH(X : ;5 X s at) = THT; A5 9). O

Ainsi, nous avons démontré qu’une structure 7' de démonstration était un probléme de recherche de
démonstration si et seulement si 7' = It(X : o; ;X : a™).

Nous allons maintenant voir comment utiliser les structures de démonstration pour construire des
termes clos de type a.

Définition 1.58 Etant donnés un terme positif u = XTp, et un terme négatif totalement instancié t tel
que Tp C FV(t), alors on définit la relation — p sur les pré-structures de démonstration :

()X :ap -a;AZprap;u:at,t:a,8) —p ([A;8.[X = \zp.t])
Nous allons voir que ’ensemble des structures de démonstration est invariant par la relation —p.

Lemme 1.7 Si T = (I'; A; S) est une structure de démonstration et si T —p T avec T' = (I"; A’} S")
et S’ # 0 alors T' est une structure de démonstration.

Démonstration. SiT —p T' c’est que T = (I'; Aju : at,t - @™, 8”) et que t est un terme totalement
instancié et FV(u) C FV(t). Comme T est une structure de démonstration et puisque ¢ est totalement
instancié il s’ensuit qu’il n’existe pas v : v+ € S tel que t < v, si c’était le cas, cela signifierait que ¢
contient la téte de v ce qui contredirait le fait que ¢ est totalement instancié. De plus si il existe v : vy~ € S
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tel que u < v alors v : v~ =t : o~ . En effet, comme T est une structure de démonstration, pour tout
x € FV(u), il existe un unique v : v~ tel que x € FV(v). Or pour tout € FV (u), x € FV (t), et donc
si il existe v : 7~ € S tel que u < v, c’est que u contient la téte de v et doncv: vy~ =t:a”.

Si FV(u) = T[1,,), il s’ensuit que S" = S”[X := AT ,.t]. Si S’ n’est pas vide, c’est donc que S”
ne ’est pas et donc, d’aprés ce qui précéde, u : o™ ne peut étre la racine de T et comme 7' est une
structure de démonstration, il existe un unique v : v~ € S” tel que |v|x = 1. Ainsi, S’ = S%,v: v~ et
S = S% 0.[X := NFpn7-t]. Soit w : 4/t € S3 alors v < w si et seulement si v.[X := XT[,j.t] < w. En
effet, comme ¢ est totalement instancié, & l'exception de X, v contient exactement les mémes inconnues
que v.[X := XZ[1 ].t] et donc si v contient la téte de w, comme celle-ci doit étre différente de X, il vient
que v[X := AZ[j ,).t] contient la téte de w. Réciproquement, si v contient I'inconnue Y, alors il existe
w : " tel que |[w|y = 1. Donc Y est la téte de w et v < w; de la méme maniére que précédemment on
obtient que v[X := AT ,].t] < w. De plus, comme v est négatif, sa téte reste inchangée par la substitution
[X := A\T[7,,).t] donc si il existe w : yF tel que w < v, w < v.[X := ATy ].1].

Pour conclure, il reste & montrer que v[X := AT ,.t] est un terme linéaire, c’est-a-dire que F'V (v) N
FV(t) = 0. Or comme T est une structure de démonstration, pour tout z € FV (t), il existe un unique
w: ' tel que x € FV(w), et e = +.

Ainsi, T” est une structure de démonstration. O

Ce lemme nous permet d’obtenir le fait que si It(X : a; ;X : at) Sp (-;-;0) alors il existe un terme
clos de type a.

Nous allons maintenant voir comme les problémes de recherche de démonstration sont reliés aux
A-termes.

Lemme 1.8 Soit t un terme clos sous forme n-longue, de type o et dont les variables liées sont deuz a
deuz distinctes, alors It(X : a; ;X : at) S (T;A;S) avec A = BV (t) et pour tout sous-terme de t
u = 2V ) de type atomique vy, si v; = \Ts,.w; avec w; de type atomique y; :

1. :CX[l,n] vy e S
2. XT3, 17,7 €8
S r:a, oacA

4. Xj:a; €T

Démonstration. Nous allons simplement montrer comment 1’on dirige 1’évaluation de la fonction It. Pour
cela, on utilise un systéme de réécriture sur les triplets (I'; A; S) ou I' et A sont les contextes habituels
et S est un ensemble de triplets (u, v : a€) ol u est un sous-terme de ¢ et v et le terme que 1’on construit
pour le probléme de recherche de démonstration. On note —%, ce systéme de réécriture et il est défini
par :

1. (T;A; (Azau,v: a0 — 1), 8) =4, (T Az a3 (2,20 7)), (u,vz : 7),5)
2. M;A; (u,v:a0— 37),8) =4, (T;A; (W, Y s at), (ue/,vX : §7),5) si t = Clur]
O

Avec ce lemme on montre comment on peut choisir les noms de variables pour qu’un probléme de
recherche de démonstration utilise les mémes variables qu’un terme donné. On aurait tout aussi bien pu
changer les variables du terme pour qu’elles correspondent avec celles du probléme.

Lemme 1.9 Soit t un terme clos S-normal et n-long de type « (les variables liées de t sont deux a
deux distinctes), soit T = U1, un ensemble de sous-termes négatifs(i.e. de type atomique et dont la
téte est une variable) de t qui sont deux a deuz indépendants et respectivement de type V1, . .., Yn, alors
It(X:a;:X:at) 5p (T;A;9), Vltn] Vg C S et pour tout sous-terme u = V[, de type atomique
v tels que uw ¢ T :

1. -TX[l,n] Yy €S

2. siv; = A\Tg,.w; et w; est de type atomique v; alors X;Tg; : %-‘" es
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—p 2(Az.x12) ™

1Yy : B~ ToYo i~

X R 129 : ]
T2 1«
Xzi29 : at 12

F1G. 1.3 — Exemple : construction d’un terme de type (y — 3) — ((y — ) — a) — «

Démonstration. On procéde par induction sur la longueur cumulée des termes de 7. Si cette longueur
est nulle alors 7 = () et on peut conclure avec le lemme précédent. Sinon soit u = 2Ty ,] un élément de T
de type 7 avec v; = ATg;.w; et w; de type atomique ;. On pose T" = (T'\{u}) U .1, la taille cumulée
des termes qui composent 7" est strictement inférieure & celle de T et on peut appliquer ’hypothése
d’induction et It(X : o;; X : at) 5p (T;A;S) et (I'; A; S) remplit les propriétés voulues. En particulier
on a:

S =1xX[1 :'y_,Xlx_Sl:'yfr,...,Xan:'y;,,wl DY ey Wh Y S

comme pour tout ¢ € [1,n] Tg;, C FV(w;), on a:
(T3 A58) =p (I Ay 20 oy 297, 8")

Ce qui nous permet de conclure. O

A partir de ce lemme, on peut démontrer que si il existe un terme ¢ de type a alors It(X : a™;-; X :
at) Sp (- 0). En effet, si o = Q[1,, — [ ot (3 est un type atomique, t = AT .t et t’ est un terme
négatif. Or du lemme précédent on obtient que It(at;X) Sp {X : ;T L, n]; XT ) 0 Bt
B~} —p (50).

On pourra voir un exemple de construction de terme & la figure 1.3. Nous avons encadré les termes
positifs et négatifs qui sont associés & chaque étape par ’algorithme.

Théoréme 1.12 Le probléme de recherche de démonstration It(X : o; X : a®) Sp (- 0) si et seule-
ment st il existe un terme clos de type «.

La technique mise en ceuvre par cet algorithme peut étre réemployée pour effectuer des recherches de
démonstration et des constructions de A-termes dans d’autres cas. En effet, cet algorithme permet par
exemple de construire des termes bien typés dans le A-calcul linéaire avec types dépendants et permet
dans ce cas de faire I’économie de la résolution d’équations de filtrage difficiles; il s’adapte également au
cas ol on utilise les quantificateurs du premier ordre ou encore le tenseur. Dans le cadre des grammaires
catégorielles abstraites, il nous fournira un moyen de mener des analyses.



Chapitre 2

Les grammaires catégorielles abstraites

Nous avons défini ’ensemble des concepts (logique linéaire et A-calcul linéaire) nécessaires a la défini-
tion des grammaires catégorielles abstraites. Mais avant de définir ces grammaires, nous allons présenter
le cadre dans lequel elles ont émergé. Dans ce chapitre nous verrons comment les grammaires catégorielles
abstraites s’articulent par rapport a la tradition des grammaires catégorielles, en particulier par rapport
a leur formulation la plus moderne, les grammaires de type logique. Les grammaires de type logique
permettent de présenter & travers le prisme de la théorie de la démonstration les idées de Montague
concernant la sémantique des langues. Radicalisant encore ’approche des grammaires de type logique, les
grammaires catégorielles abstraites essaient d’utiliser les idées de Montague pour décrire tant la syntaxe
que la sémantique. Nous verrons ensuite une présentation mathématique des grammaires catégorielles abs-
traites. Pour finir, nous verrons comment certains formalismes grammaticaux sont codés naturellement
dans les grammaires catégorielles abstraites.

2.1 Des grammaires de type logique aux grammaires catégorielles
abstraites

Les grammaires de type logique sont des grammaires ol la notion d’analyse lexicale est interprétée
en terme de démonstration dans une logique bien définie. Ces grammaires prennent leurs origines dans
les travaux d’Adjukiewicz [Ajd36] qui furent repris et améliorés par Bar-Hillel [BH50] sous la forme de
grammaires catégorielles. Le principe de ces grammaires était d’associer aux mots et aux groupes de mots
des catégories qui modélisent leurs propriétés grammaticales. Ensuite on vérifie en ne travaillant plus que
sur ces catégories si ces mots mis bout & bout forment une phrase. Ce premier travail est essentiel, puisqu’il
marque la prise en compte des notions abstraites développées par les grammairiens et qu’il s’attache &
développer une théorie mathématique sur I’agencement de ces notions abstraites.

Un pas supplémentaire est franchi avec la contribution de Lambek [Lam58] qui pour palier aux insuf-
fisances du calcul de Bar-Hillel propose de manipuler les catégories & ’aide d’une logique qui désormais
porte son nom : le calcul de Lambek. Dans ce systéme percent déja, et parfois de facon plus aigiie, les idées
qui conduisirent & l'invention de la logique linéaire. Bien avant la logique linéaire, Lambek avait pensé &
oter les régles structurelles de la logique traditionnelle afin d’y rendre sensible tant la notion de ressource
que celle d’ordre. Ces deux notions sont cruciales pour pouvoir modéliser la syntaxe de langue naturelle,
I’'une pour modéliser la satisfaction de dépendances syntaxiques, 'autre pour modéliser la morphologie
des phrases. Enfin, des extensions du systéme de Lambek ont été proposées et étudiées par Moortgat et
Morrill. Ces extensions peuvent augmenter encore les restrictions structurelles en rendant la virgule qui
sépare les formule ’,” non associative, et ajoutent des modalités d’associativité et de commutativité sur
les formules qui sont le pendant des exponentielles de la logique linéaire vis-a-vis de la contraction et de
I’affaiblissement.

Les grammaires de type logique se fondent donc sur une logique pour définir la notion de correction
syntaxique dans une phrase. Plus précisément leur principe consiste & donner & chaque mot un ensemble
de types, c’est-a-dire de formules de la logique considérée, qui représentent ’ensemble des comportements
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syntaxiques recensés pour ce mot. Cette assignation multiple permet en particulier de rendre en compte
des phénomeénes d’homonymie; par exemple orange en tant que fruit n’a pas le méme comportement
syntaxique que orange en tant que couleur. Vérifier la correction d’une phrase revient a assigner a chaque
mot un des types que lui associe le lexique et & démontrer qu’avec ces types pris dans ’ordre des mots, on
peut démontrer le type associé a la notion de phrase. Pour vérifier la correction syntaxique de le chat boit
le last dans une grammaire de type logique donnée, il s’agit de choisir un type pour le, chat, boit, le et lait,
disons a1, a9, as, ay et as, puis de démontrer, dans la logique utilisée, le séquent a1, g, as, ag, a5 F .S
si S est le type associé & la notion syntaxique de phrase.

Une propriété remarquable des grammaires de type logique est leur adéquation avec la notion de
sémantique développée par Montague [Mon74]. Les travaux de Montague tentent d’associer & une phrase
une formule logique exprimant son sens. Pour cela Montague reprend un principe déja proposé par Frege,
principe qui stipule que le sens d’une phrase est une composition du sens des mots qui la constituent et que
la composition de ces sens s’opére en rapport étroit avec la structure syntaxique de la phrase. Montague
a proposé des approches concrétes pour mettre en ceuvre ce principe et a ouvert la voie & la sémantique
moderne. Pour cela, il associe & chaque nceud d’une structure d’analyse un \-terme qui est appliqué aux
A-termes associés aux nceuds fils etc... Le terme sous forme normal obtenu aprés -réduction représente
le sens de la phrase. Cette approche présente de nombreux problémes techniques qui obligent & élever les
types des termes employés, & utiliser des logiques qui permettent des mouvements de quantificateurs...

Comme les A-termes utilisés par Montague sont simplement typés ils représentent des démonstrations
dans la logique intuitionniste. De plus comme ces termes sont appliqués les uns aux autres en respectant
la discipline des types, en construisant un terme sémantique selon les idées de Montague, on transforme
un arbre syntaxique en une démonstration de la logique intuitionniste. Les grammaires de type logique
ont pour dérivation des démonstrations, or quoi de plus naturel que de transformer une démonstration
en une autre démonstration. Cela est d’autant plus simple que les logiques employées pour construire
des grammaires de type logique sont des logiques plus faibles que la logique intuitionniste et il y a
une méthode canonique pour transformer les démonstrations de ces logiques en des démonstrations de
la logique intuitionniste. Cette méthode consiste & transformer chaque opérateur de la logique utilisée
par la grammaire par ’opérateur de la logique intuitionniste qui lui correspond (la fleche intuitionniste
pour les implications & gauche et & droite de Lambek par exemple) et d’utiliser ’opération structurelle
qui correspond a l'usage de chaque modalité. Cela revient a transformer la démonstration qui tient lieu
d’analyse en une démonstration de la logique intuitionniste en utilisant un homomorphisme.

Pour illustrer quelque peu notre propos, nous allons introduire trés briévement le calcul de Lambek
et la fagcon dont la sémantique de Montague tire parti de ’analyse syntaxique pour associer une formule
logique & la phrase analysée.

Les formules du calcul de Lambek se définissent & partir d’'un ensemble fini de types atomiques A
suivant la grammaire :

La=A|L/L]|L\L
Les démonstrations du calcul de Lambek se construisent & partir de régles du systéme formel suivant :

F'Fra Ao, A'Fpy

= Aziome Coupure
abpa AT.A L C
F,ﬁ,l—‘/l_L’y Al_LO( A"LCY F,ﬁ,l—‘/l_L’y
G G
F,ﬁ/a,A,F/ FLFY F,A,OL\B,F/ FL’Y
Fiabkp B a, 't B8
— /D 7\D
F"L ﬁ/a F"L O(\ﬁ

Il faut remarquer dans les régles précédentes que I' et A sont des listes de formules.

Si on considére le lexique qui & Jean associe np, & et & Marie associe (np\S)/np & aimer , alors
montrer que la phrase Jean aime Marie est syntaxiquement correcte dans le calcul de Lambek revient &
démontrer le séquent np, (np\S)/np,nptr S :
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Axiome — Axiome
npkE np

Ve —— Azxiome
np,np\S F S np - np

G
np, (np\S)/np,np S

La sémantique de Montague profite de la structure des démonstrations associées aux analyses pour
les transformer en des démonstrations de la logique intuitionniste. Pour cela, il suffit de remarquer que
les opérateurs logiques / et \ du calcul de Lambek se comportent d’une maniére similaire a la fleche
— de la logique intuitionniste. Techniquement, ces deux opérateurs sont des fléches linéaires & gauche
et & droite. Ainsi, en transformant & I’aide d’'un homomorphisme H les formules qui interviennent dans
une démonstration du calcul de Lambek d’un séquent I' -1, C, on obtient une démonstration en logique
intuitionniste de H(I') - H(C). Un homomorphisme tel que H est défini par induction sur la structure
des formules :

1. si « est une formule atomique, H(«) peut étre une formule quelconque de la logique intuitionniste.

2. H(B/ar) = H(ar) — H(B)

3. H(a\B) = H(a) — H(B)

Pour définir un tel homomorphisme, il suffit de donner les formules qu’il associe aux formules ato-
miques. Par exemple si on définit H comme I’homomorphisme qui fait correspondre e & np et t & S
, on obtient que H((np\S)/np) = e — e — t. L’homomorphisme H permet de démontrer le séquent
e,e —e—tekt:

Axiome —— Axiome
eke tEt

—

G
e,e >ttt eke

Axiome

e
e,e —e—tekt

a cette démonstration, I'isomorphisme de Curry-Howard associe un terme :

— Azxiome — Aziome
rz:ekbx:e frate 7t

—a — Axiome
ze,f re—th flx:t y:eky:e

-G

r:e, f:e—e—ty:ek fyr:t

Jusqu’ici, nous avons simplement transformé une démonstration du calcul de Lambek représentant
une analyse grammaticale en une démonstration de la logique intuitionniste. Cela ne nous donne pas
pour autant une formule logique pour représenter le sens de la phrase. Les grammaires de type logique
associent en fait & chaque entrée lexicale (i.e. & chaque couple formé d’un mot et d’une formule du
calcul de Lambek) un terme sémantique ayant un type en accord avec celui associé & cette entrée par
I’homomorphisme. Pour notre exemple, on associerait la constante de type e J comme terme sémantique
de Jean, la constante de type e M comme terme sémantique de Marie et le terme Axy.lovey x comme
terme sémantique de aime. Obtenir la sémantique de Montague consiste finalement & remplacer dans le -
terme obtenu avec ’homomorphisme les variables par la sémantique qui leur correspond. Aprés ’analyse
de Jean aime Marie on obtient le terme (\xy.lovey x)MJ, qui aprés S-réduction donne pour sémantique
4 la phrase le terme love J M.

La sémantique de Montague ne se borne pas & obtenir des formules logiques & partir d’analyses
grammaticales, elle incorpore une notion de modéle qui prend en compte les mondes possibles ainsi que
la temporalité et définit ainsi une notion de vérité pour cette phrase analysée. Dans un tel modéle, le
prédicat [ove serait représenté par un ensemble de paires telles que la premiére composante aimerait la
seconde; il nous serait alors possible de vérifier la valeur de vérité de la phrase Jean aime Marie en
vérifiant que la paire formée par les éléments associés aux constantes J et M dans le modéle est bien une
paire de cet ensemble. Bien qu’essentielle, voire centrale, dans la sémantique de Montague, nous ne nous
attarderons pas sur cette dimension.
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Revenons maintenant sur les éléments nécessaires a la construction d’une grammaire de type logique :
il faut choisir une logique pour modéliser la syntaxe, un moyen de transformer les démonstrations de cette
logique, c’est-a-dire les analyses grammaticales, sous une forme sémantique. Au niveau syntaxique, il est
nécessaire de manipuler des chaines de caractéres, au niveau des analyses on est conduit & manipuler
des démonstrations dans la logique que l'on a choisie et enfin au niveau de la sémantique on manipule
des A-termes. Nous avons déja vu que les chaines de caractéres peuvent étre modélisées avec le A-calcul.
L’isomorphisme de Curry-Howard rend possible la représentation des démonstrations, donc des analyses,
sous forme de A-termes. On peut voir les grammaires de type logique comme un formalisme ou on
utilise uniformément le A-calcul tant pour représenter la morphologie, les dérivations syntaxiques et la
sémantique. Le passage de 'une & l'autre de ces dimensions est assuré par des homomorphismes. Si tout
peut étre modélisé par le A-calcul, autant ne plus distinguer formellement les traitements de la syntaxe et
de la sémantique, mais voir ces traitements comme des instances particuliéres d’un probléme plus général.
L’idée sous-jacente aux grammaires catégorielles abstraites part de cette constatation.

Les grammaires catégorielles abstraites utilisent la théorie des types et le A-calcul pour représenter &
la fois la syntaxe & proprement parler, les analyses grammaticales et enfin les structures sémantiques. La
théorie des types fournit une discipline qui permet de structurer mathématiquement les problémes gram-
maticaux; c’est-a-dire un monde abstrait qui s’intéresse avant tout au probléme abstrait des catégories
grammaticales. A I'inverse, le \-calcul s’intéresse & tous les détails morphologiques et permet de transpo-
ser concrétement ’agencement des mots ou des prédicats sémantiques en s’appuyant sur les dépendances
grammaticales. Le couple type et A-calcul fonctionne donc comme celui d’une théorie grammaticale et de
sa réalisation prosodique. Une autre métaphore, peut-étre plus adéquate, nous est donnée par la théorie
de la démonstration. Dans cette théorie un type est vu comme une spécification et le A-terme comme un
programme qui implémente cette spécification. Ici, les types nous donnent une définition formelle de ce
qu’est une phrase, un groupe nominal... et les A-termes I’agencement des mots qui les forment.

Une théorie grammaticale que les types pourraient peut-étre implémenter serait celle de Tesniére
[Tes59] ou le verbe est central et est décrit comme ayant un certain nombre d’actants (prime actant,
second actant, tiers actant et parfois quatriéme actant) et de circonstants (ensemble des circonstances
qui encadrent laction du verbe : adverbes, compléments circonstanciels...). Dans cette théorie, un verbe
transitif est représenté comme un mot nécessitant deux actants : un prime actant, le sujet, et un second
actant, le complément d’objet direct. Pour simplifier les choses, nous considérerons que ces actants sont
des groupes nominaux et qu’il n’y a pas de circonstants. Un type possible pour modéliser les verbes
transitifs serait np — np — S si les types atomiques np et S modélisent respectivement les notions
syntaxiques abstraites de groupe nominal et de phrase. Dans une telle théorie simplifiée, tous les verbes
transitifs auraient pour type np —o np —o S. Ce type trés général pourrait s’appliquer sans difficulté a de
nombreuses langues, ou pourtant la syntaxe des verbes est trés différente comme par exemple le francais
et l’allemand. C’est en ce sens que les grammaires catégorielles abstraites sont effectivement abstraites.
Les types controlent seulement les dépendances syntaxiques sans prendre en compte la fagon dont les
mots s’agencent les uns par rapport aux autres. Modéliser, méme dans notre vision trés simplifiée des
verbes, les verbes transitifs en francais et en allemand & I’aide du calcul de Lambek représente deux taches
différentes. Bien entendu, le fait qu’un tel verbe ait besoin de deux groupes nominaux pour construire
une phrase apparaitrait & la fois dans le cas du frangais et dans celui de ’allemand. Cependant les types
seraient fortement marqués par les nécessités morphologiques. I faudrait qu’en plus des informations
grammaticales, ces types contiennent des informations sur la facon dont les mots sont ordonnés. Dans le
cadre des grammaires catégorielles abstraites, tout cela est relégué au niveau du A-calcul.

Le A-calcul nous offre une grande souplesse pour exprimer les propriétés d’ordre sur les mots. 11
faut garder & D’esprit que lisomorphisme de Curry-Howard induit que cette puissance d’expressivité
suit la discipline des types. Par conséquent, le choix du systéme de typage influe fortement les formes
syntaxiques qu’une grammaire pourra produire. Pour les grammaires catégorielles abstraites, le systéme
de type choisi est celui de la logique linéaire implicative intuitionniste, le A-calcul associé est donc le
A-calcul linéaire. Ce choix n’est bien entendu pas limitatif, le systéme de type peut étre enrichi et de son
choix dépendra ’équilibre entre ’expressivité de la grammaire et la difficulté de ’analyse. Arne Ranta a
créé un tel systéme, the grammatical framework [Ran04], pour la langue naturelle en se fondant sur la
logique intuitionniste d’ordre 2.

Pour ce qui est de notre exemple des verbes francais et allemands, si on choisit de représenter le verbe
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francais boire et le verbe allemand trinken au passé composé et i la troisiéme personne du singulier on
obtiendra alors pour le premier le groupe verbal a bu qui attend un sujet en préfixe et un complément
d’objet en suffixe, nous le représenterons par le A-terme linéaire Axy.x + a bu + y; pour le second on
obtiendra hat getranken qui attend un sujet en préfixe et un complément d’objet entre hat et getranken
on utilisera le A-terme linéaire A\xy.x + hat +y + getranken.

Les grammaires catégorielles abstraites permettent de la sorte de modéliser des propriétés gramma-
ticales de facon simple et abstraite en les séparant bien de la morphologie. De plus, comme la prosodie,
I’analyse et la sémantique sont toutes deux représentées 4 ’aide de A-termes linéaires, et chacune peut
faire & nouveau ’objet d’une analyse. Ces grammaires permettent donc d’effectuer des analyses en cascade
ou de définir des chaines d’analyses qui pourraient & chaque fois s’intéresser a une propriété particuliére
que doit vérifier une phrase. Elles offrent ainsi le possibilité de construire des architectures complexes qui
dans d’autres formalismes nécessiteraient un nouvel effort d’abstraction.

Maintenant que nous avons vu dans quelle tradition linguistique s’inséraient les grammaires caté-
gorielles abstraites, nous allons présenter mathématiquement ce formalisme et montrer sur quelques
exemples son pouvoir d’expressivité en donnant divers exemples de grammaires qu’il permet de coder.

2.2 Définition mathématique

Comme nous venons de le voir, les grammaires catégorielles abstraites se fondent sur le A-calcul linéaire
simplement typé pour modéliser les propriétés syntaxiques et morphologiques des langages et elles utilisent
des homomorphismes pour passer d’une dimension & une autre. Dans le cadre des grammaires catégorielles
abstraites, ces homomorphismes sont appelés des lexiques.

Définition 2.1 Etant données deuz signatures ¥, et Yo, un lezique de ¥y vers Yo est une paire (f,g)
telle que f est une fonction de Cx, dans l’ensemble des termes clos typables dans X5 et g est une fonction
de As, dans Is,. De plus, pour tout c € C, f(c) est un terme de type g(s,(c)) dans .

Définition 2.2 Etant donné un lexique £L = (f,g) de X1 dans o, lextension homomorphique de L,
notée L est la paire (f,g) telle que :

1. f(¢) = f(c) pour tout ¢ € Cx,

2. f(z) ==
3. f(A\z.t) = Az.f(t)
4 fltita) = f(t1)f(t2)

et
1. §(a) = g(a) pour tout o € Ay,
2. §(a — fB) = g(a) — g(B)

Q>

Notation 2.1 Etant donné un lexique £ = (f,g), par abus de notation on notera L(t) le terme f(t) et
L(a) le type §(«).

Une premiére chose & vérifier est qu’un lexique de X, vers Yo transforme les termes bien typés sur ¥
en des termes bien typés sur Xs.

Lemme 2.1 Soient 31 et 3o deux signatures et L un lexique de X1 dans Yo, si t est un terme clos de
type o sur X1 alors L(t) est un terme clos de type L(a) sur Xs.

Définition 2.3 Une grammaire catégorielle abstraite est un quadruplet (31,32, L£,5) ot X1 est une si-
gnature appelée la signature abstraite, Yo est une signature appelée la signature objet, L est un lexique de
31 dans Xo et S est un type atomique Ay, .

Une grammaire catégorielle abstraite définit plusieurs langages, un langage abstrait qui est le langage
des analyses, et un langage objet qui est le langage concret de la grammaire.



26 Chapitre 2. Les grammaires catégorielles abstraites

Définition 2.4 Le langage abstrait d’une grammaire catégorielle abstraite G = (X1, Xa, L, S) est Uen-
semble des termes clos de ¥1 dont le type est S. On note ce langage Abs(G).

Définition 2.5 On appelle langage objet (ou plus simplement langage) d’une grammaire catégorielle
abstraite G ’ensemble :
Obj(G) = {u|3t € Abs(G).L(t) =p, u}

Définition 2.6 Une grammaire catégorielle abstraite G = (31, Xa, L, S) est dite lexicalisée si pour tout
¢ € Cx,, L(c) est un terme lexicalisé.

Définition 2.7 Une grammaire catégorielle abstraite G = (X1, Yo, L, S) est dite semi-lexicalisée si ¢
étant une constante de Cs,, le fait que L(c) soit non-lexicalisé implique que ord(rs, (¢)) < 2.

Analyser un terme u du langage objet revient & trouver un terme du langage abstrait ¢ dont la
transformation par le lexique L(t) est égale & u, modulo Bn-conversion.

Pour définir une grammaire catégorielle abstraite, il faut donner la signature abstraite, la signature
objet, et définir le lexique. Dans la suite, ou bien nous donnerons une définition exhaustive des signatures
et des lexiques ou bien nous donnerons une série de notations abrégées de la forme :

c:=t:«

pour définir que c est une constante abstraite de type « & laquelle le lexique associe le terme objet ¢.

Comme les lexiques sont des homomorphismes, ils peuvent étre manipulés formellement. Si nous avons
défini deux grammaires catégorielles abstraites (X1, Yo, £1,5) et (X2, X3, L2,5) telles que la signature
objet de la premiére est la signature abstraite de la seconde, il nous est alors possible de définir, par
composition des lexiques une grammaire catégorielle abstraite (31,33, £1 o L2, S) ayant pour signature
abstraite la signature abstraite de la premiére grammaire et pour signature objet celle de la seconde.
D’un point de vue pratique, cela ouvre de nombreuses perspectives. Imaginons que I’on veuille élaborer un
systéme de commande par la parole. Il nous est nécessaire d’analyser des phrases constituées de phonémes.
Il est assez facile de faire correspondre aux mots de la langue que I’on veut analyser les phonémes
qui rendent compte de leur prononciation. On peut donc facilement définir une grammaire catégorielle
abstraite dont la signature abstraite est constituée de ’ensemble des mots de la langue considérée et la
signature objet de ’ensemble des phonémes de cette langue, le lexique faisant correspondre & chaque mot
la chaine de phonémes qui représente sa prononciation. D’un autre co6té, on peut définir une grammaire
catégorielle abstraite qui analyse les phrases de la langue considérée & partir des mot qui les composent
c’est-a-dire une grammaire catégorielle abstraite qui a pour langage abstrait l’ensemble des analyses
grammaticales possibles et pour langage objet I’ensemble des phrases. Pour constituer une grammaire
catégorielle abstraite qui analyse directement les suites de phonémes, il suffit de générer automatiquement
le lexique qui est la composition des lexiques qui permettent de passer des analyses aux phrases et des
phrases & leur prosodie. Cette architecture est avantageuse car elle permet de traiter séparément les
problémes grammaticaux de la langue et ceux de sa prosodie, puis de créer automatiquement la grammaire
qui permet d’analyser directement une suite de phonémes. La maintenance d’un tel systéme de dialogue
en est facilitée.

Avoir les lexiques comme éléments de base des grammaires ouvre d’autres possibilités techniques. La
conception de systémes multilingues s’avére facilitée. On peut par exemple utiliser un langage abstrait
pivot qui puisse représenter les analyses grammaticales des différentes langues envisagées. Cette technique
fait la supposition que les langues considérées sont décrites par les mémes structures grammaticales. Cela
est en général vrai pour des langues proches, issues d’'une méme famille, par exemples les langues indo-
européennes, ou parmi ces langues, les langues latines, saxonnes ou slaves. Ensuite, il faut définir une
signature objet pour chaque langue que I’on veut inclure dans le systéme, ainsi qu’un lexique qui permette
de passer du langage abstrait & chacun des langages particuliers. La tache de traduire d’une premiére
langue vers une seconde revient & analyser une phrase dans la premiére pour obtenir un terme du langage
abstrait et transformer ce terme en une phrase de la seconde langue & 1’aide du lexique approprié. Ce
genre d’architecture a été employé avec succés par Arne Ranta et son Grammatical Framework [KNRO3].

Afin d’illustrer ce type d’architecture, revenons a la modélisation en francais et en allemand du verbe
boire au passé composé. Nous donnons une premiére grammaire qui illustre une modélisation pour le
francais :
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1. J:=Jean : np

2. A:=Az.une+x:n —onp

3. Beer := biére : n

4. Drank .= dxyz.x+a+bu+y:np—onp—s

Dans cette grammaire, le terme abstrait Drank J(A Bier) est réalisé par le lexique par le terme
Jean + a + bu + une + biére.

Maintenant, on peut réutiliser la signature abstraite de la grammaire précédente pour obtenir une
modélisation en allemand :

1. J:=Jean : np

2. A:==Xz.ein+x:n—onp

3. Beer := Bier :n

4. Drank := Axyz.x + hat + y + getranken : np —o np —o s

Dans cette nouvelle grammaire, le terme abstrait Drank J(A Bier) est réalisé par Jean + hat + ein +
Bier + getranken. Passer d’une phrase en francais & une phrase en allemand et réciproquement revient
a analyser la premiére dans une grammaire puis & transformer ’analyse obtenue avec le lexique de la
seconde.

Une autre possibilité, toujours pour des applications multilingues, serait de baser une architecture
sur la sémantique de Montague. Pour chaque langue L que I'on veut employer, on définit une grammaire
catégorielle abstraite (X11,32r, L1, Sr) qui traite ses phénoménes linguistiques propres. Les formules
logiques qui modélisent la sémantique des phrases analysées sont définies & ’aide d’une signature X,,,.
Pour chaque langue L, on définit une grammaire catégorielle abstraite Semy, = (X1r,Xr0g; Lrogr, SL)
qui permet de passer des analyses & la sémantique de Montague qui leur correspond. Dans ce cadre, la
traduction d’une phrase d’une langue L; vers une langue L consiste & analyser la phrase dans la langue
L1, lui associer sa sémantique de Montague, analyser le terme de cette sémantique dans la grammaire
Semp, ; cette analyse correspond & ’analyse d’une phrase dans L2 qui a la méme sémantique de Montague
et I’on obtient cette phrase en utilisant le lexique Ly, .

Outre le fait qu’il semble illusoire d’avoir un algorithme qui permette de transformer simplement des
formes logiques en des phrase, ce genre de modéle se heurte aux limites des grammaires catégorielles
abstraites telles que nous venons de les définir. En effet, les termes employés pour la sémantique de
Montague sont rarement des termes linéaires. Il faudrait que les lexiques puissent transformer des types
linéaires en types de la logique intuitionniste. Pour I’exemple que nous venons de prendre, il faudrait un
lexique de la forme suivante :

1. J:=AP.P(j):np

2. A:=APQ.3z.P(x) ANQ(x) :n —np

3. Beer := Azx.bier(x) : n

4. Drank := Aso.s(o(Azy.drankyx)) : np —o np —o s

Et ce lexique ferait correspondre e — ¢t a n, (e — t) — ¢t & np et t & s. En revanche, il ne semble
pas nécessaire sur cet exemple que le lexique transforme la fléche linéaire —o en fléche intuitionniste
—. En effet, le terme : APQ.3z.P(x) A Q(z) peut étre typé avec (e — t) —o (e — t) — t et le terme

Aso.s(o(Azxy.drank y x)) peut étre typé avec ((e — t) — t) —o ((e — t) — t) —o t. Nous n’avons pas vérifié
si cela restait vrai pour une sémantique de Montague plus compléte.

2.3 Expressivité

Un probléme que nous n’avons pas abordé au cours de cette thése, mais qui semble réellement difficile
est ’évaluation de ’expressivité des grammaires catégorielles abstraites. Contrairement & ’intuition que
I’on pourrait avoir, les langages reconnus par les grammaires catégorielles abstraites ne sont pas forcé-
ment semi-linéaires [BGO1]. Nous n’allons donner ici qu’une évaluation qualitative de cette expressivité,
en montrant comment les grammaires catégorielles abstraites peuvent encoder des formalismes gram-
maticaux connus. Les formalismes grammaticaux dont nous donnons I’encodage ont été choisis parce
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qu’ils ont été largement, étudiés et qu’ils nous permettront d’évaluer la complexité de ’analyse des gram-
maires catégorielles abstraites et le cas échéant de mesurer Defficacité d’algorithmes d’analyse. Sinon,
pour une étude plus détaillée de ’expressivité des grammaires catégorielles abstraites, on pourra se ré-
férer a [dGPO03] qui démontre que les grammaires catégorielles abstraites peuvent coder les systémes de
réécriture hors contexte m-linéaires, systémes de réécriture dans lesquels peuvent se coder de nombreux
formalismes grammaticaux (grammaires d’arbres adjoints multi-composantes, grammaires hors contexte
multiples, grammaires minimalistes...).

2.3.1 Hiérarchie des langages

Avant d’aborder les problémes d’expressivité des grammaires catégorielles abstraites, nous allons dé-
finir une hiérarchie assez naturelle des langages qu’elles définissent.

Définition 2.8 Nous noterons L(n,m) l’ensemble des grammaires catégorielles abstraites (X1,%2, L, S)
qui vérifient les propriétés suivantes :

1. 31 est une signature d’ordre n
2. pour tout o € As, (ord(L(a))) <m

Intuitivement, I’emploi de cette classification des langages se justifie par le fait que 'ordre d’un terme
est un indicateur de la complexité des opérations qu’il peut mener. Une simple substitution dans une
chaine de caractéres est une opération du second ordre, une adjonction est une opération d’ordre 3... Cette
classification servira également de support pour I’évaluation de la complexité de ’analyse des grammaires
catégorielles abstraites.

2.3.2 Automates d’arbres et transducteurs linéaires

Dans cette partie, nous allons voir que les grammaires de type £(2,1) correspondent aux langages
réguliers d’arbres. Les langages réguliers d’arbres sont les langages reconnus par les automates d’arbres.

Afin de ne pas introduire de nouvelles notations, nous utilisons les signatures pour définir les ensembles
d’arbres.

Définition 2.9 Une signature d’arbres est une signature X telle que Ay, = {x} et que pour tout ¢ € Cyx,
ord(ts(c)) = 2. Un arbre sur X est un terme clos de type *.

Définition 2.10 On dit qu’une signature d’arbres ¥ est une signature d’états si pour tout ¢ € Cy,
Ts(c) = % —o *.

Définition 2.11 Un automate d’arbres est un quadruplet A = (Xs,Xr, R,q) telle que Yg est une si-
gnature d’état, Y1 est une signature d’arbres, R est un ensemble de régles de la forme qo(fT[1n)) —r1
F@ @) (avee p(ts,.(f)) =n) et q est un élément de Cs;.

On dit qu'un arbre t sur X est reconnu par A si gt 7 t.

Etant donnés un automate d’arbres A = (X5, %7, R, q) et un arbre ¢ sur X7, nous allons construire
une grammaire catégorielle abstraite de £(2,1) G4 dont la signature abstraite est Yr et telle que ¢
appartient au langage de G4 si et seulement si ¢ est reconnu par A. Nous nous bornerons ici & donner G4,
les démonstrations de ces propriétés sont faciles & établir.

La grammaire G4 est définie par le quadruplet (X4,%X7, L4, q) avec :

Cx, =
As, =Csy

si r € R alors 7=, (1) =q[Ln —©qosir= QO(fm) —T f(m)
La(r) = AT - [T si 7= qo(fT) =1 f(@aTm)

pour tout ¢’ € As,, La(q') = *.

ARl
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Nous allons voir sur un exemple comment ce codage fonctionne avec ’automate d’arbres qui reconnait
les formules booléennes dont la valeur de vérité est 1. Soit A = (g, X1, R, ¢1) 'automate défini par :

1. Cor = {N;=;1;0} avec o, (A) =% —o % —o %, T (m) = x —o x et 75, (1) = 75, (0) = *
2. Ces = {a0; 1}

r1 = q(Ary) —a ANa(x))(a(y))
T2 = qo(ATy) —a Ago(®))(q1(y))
r3 = qo(Ary) —a ANa1(2))(q(y))
3 pod ™ = whry) —aNa))(oy)
' 5 = qo(~w) —a ~(q17)
6 = q1(~r) —a ()
7 = ql(l) —A 1
rs = qo(0) =40

1. CEA = {7'1;...;7"8}

2. AEA = Cgs

3. 15,(r) =15,(r2) =75,(13) = T2, (r4) =% —0 % —o x, 75, (r5) = 75, (16) = * — x et 75, (r7) =
75, (rg) = %

4. La(r1) = La(ra) = La(rs) = La(ra) = dxy. A zy, La(rs) = La(re) = Az.—x et L(r7) = 1 et
E(T’g) =0

Le terme A(—(A01))1 est reconnu par ’automate en utilisant la réduction suivante (nous indiquons

au-dessus de la fléche la régle utilisée pour transformer le terme et nous soulignons ot 1a régle est appliquée
dans le terme) :

G (A=A B4 Al(=(A01))(q1(1)))
“a M@ (A0
a4 A=(g(A0)))
Ba4 A=A g(0) @i (1)1
B4 ACA0a ()N

o A=(AO))T

Pour composer le terme abstrait qui correspond & cette réduction, il suffit de construire un terme 3
partir des régles de la réduction conformément & I’endroit ou elles ont pris place au cours de la réduction.
Le terme qui correspond & cette réduction est r (rg(re 75 7))r7, on peut vérifier que le lexique réalise ce
terme par A(=(A01))1.

Pour montrer que les grammaires catégorielles abstraites de £(2,1) ont pour langage des langages
réguliers d’arbres, la réduction est un peu plus technique. En effet, rien n’impose que la signature objet
soit une signature du second ordre et il est possible que les termes associés aux constantes abstraites
par le lexique contiennent des A-abstractions. En fait la transformation d’un terme sous forme normale
par le lexique ne crée pas de redex et ces A-abstractions sont figées. En voyant les abstractions et les
variables comme des nceuds de 'arbre syntaxique on parvient & un automate d’arbres qui reconnait le
méme langage.

Ainsi, les grammaires catégorielles abstraites de £(2,1) correspondent exactement aux automates
d’arbres. Et comme ’appartenance d’un arbre & un langage régulier d’arbres se décide en temps polyno-
mial, analyse des grammaires catégorielles abstraites de £(2,1) s’effectue également en temps polyno-
mial.

De plus les termes de type atomique d’une signature d’ordre 2 sont les éléments d’un langage régulier
d’arbres. Les lexiques qui relient de telles signatures en faisant correspondre & chaque type atomique
un type atomique correspondent & des morphismes linéaires entre langage régulier d’arbres. Tout trans-
ducteur d’arbres peut se voir comme un bimorphisme et en particulier tout transducteur linéaire peut
étre vu comme un bimorphisme linéaire. Si deux signatures d’ordre 2 sont les signatures objets de deux
grammaires catégorielles abstraites de £(2,1), alors les lexiques de ces deux grammaires forment un
bimorphisme linéaire entre ces deux signatures. Il s’ensuit donc que ces deux grammaires catégorielles
abstraites de £(2,1) ayant une méme signature abstraite constituent un transducteur linéaire d’arbres.
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2.3.3 Les grammaires hors contextes

Nous allons voir ici la facon dont les grammaires catégorielles abstraites permettent de représenter les
grammaires hors contexte. Plus précisément, la classe des grammaires catégorielles abstraites de £(2,2)
dont les signatures objets représentent des chaines de caractéres correspond exactement aux langages
hors contexte.

Définition 2.12 Une grammaire hors contexte est un quadruplet H = (N,V, R, S) ot N est un ensemble
fini, les non-terminauz, V est un ensemble fini, ’alphabet, R est un ensemble fini de régles de réécriture
de la forme 0 —g w ot B € N et w est un mot construit sur N UV et S est un élément de N.

On dit qu’un mot w construit sur V fait partie du langage de H si S =g w.

Etant donnée une grammaire hors contexte H = (N,V, R, S), on construit une grammaire catégorielle
abstraite Gy = (X1, X2, £, S) dont le langage est identique & celui de H de la fagon suivante :

1.Cy, =R, As, =Netsir=0—gay...a, et si I ={i|la; € N} alors 5, (r) = a7 — [.
2. ¥, est la signature des chaines sur V'
3. pour tout « € N, L(a) = x —oxet sir = —pg a1...qy et alors L(r) = A\Tr.af + ...+ o, avec

i ;. a; Sia; €V
I ={ilo; € N} et ai{ z; sinon

Si par exemple on prend la grammaire hors contexte suivante H = ({S},{a,b},{S —n aSh; S —p
€}, S), alors la grammaire catégorielle abstraite qui encode ce langage est :

l.rm=Xa+z+b:5—-8
2. r9 =Xz.2: 8

La réalisation du terme r1(...(r17r2)...) est bien le terme a™ + b".

2.3.4 Les grammaires d’arbres adjoints

Les grammaires d’arbres adjoints sont un formalisme grammatical proposé par Joshi [AKJ75]. Ce
formalisme est défini par :
Définition 2.13 Une grammaire d’arbres adjoints est définie par un quintuplet (V,,,V;, S, I, A) avec :
1. 'V, est l’ensemble des non-terminaux
Vi est l’ensemble des terminauz
S est non terminal distingué, le non-terminal de départ

I est l’ensemble des arbres initiaux

S o e

A est l'ensemble des arbres d’adjonction

Les arbres d’adjonctions sont des contextes d’arbres qui viennent s’insérer & la place d’un nceud d’ad-
jonction dans un autre arbre de la grammaire. Ces grammaires utilisent également la substitution pour
mener i bien une analyse, on substitue un arbre initial & une feuille de substitution portant la méme
catégorie. Les grammaires d’arbres adjoints permettent de construire des arbres en utilisant les opérations
d’adjonction et de substitution. Un tel arbre est considéré comme l’analyse d’une phrase si les feuilles
de cet arbre, prises dans leur ordre de gauche & droite forment cette phrase. Nous considérons le cas ou
I’adjonction ne peut s’effectuer qu’au plus une fois par nceud. Pour un codage des grammaires d’arbres
adjoints qui tienne compte des diverses modalités supplémentaires du formalisme, on pourra se référer 4
larticle [dG02].

Nous allons encoder une grammaire d’arbres adjoints (V,,, V4, S, I, A) avec une grammaire catégorielle
abstraite G = (21,39, £, S) de £(2,3) définie par

1. pour tout non-terminal 3 de V,,, il existe deux types atomiques 3 et 3 dans Cyx, . Ces deux types
seront respectivement les représentations abstraites des noeuds d’adjonction et des feuilles de sub-
stitution.
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2.

pour tout arbre t € I U A, il existe une constante abstraite f € Cx, et si ¢ contient des nceuds
d’adjonction de type (31, ..., O, et des feuilles de substitution de type =1, ..., m alors:

(a) sit est un arbre initial de type (3, alors

s, (£) = Bin) — Aim) — B

(b) sit est un arbre d’adjonction de type (8 alors

75, (t) = Bi,n) —° Y1,m) — B

Finalement pour tout type abstrait §, on associe une constante abstraite cg telle que v, (cg) = 3.

Pour ce qui est de la signature objet Yo, elle est définie par :

1.
2.

Azz = {*}

Cs, = V; et pour tout a € Cs, 75, (a) = * —o *

Avant de donner la définition du lexique, nous allons donner une traduction, ¢rag, des arbres d’une
grammaire d’arbres adjoints sous forme de A-termes de la signature objet :

1.

oUW N

drac(B(ti, ... tn)) = 2(dprac(ti) + ... + ¢rac(ts)) ot = est une nouvelle variable de type (x —o
%) —o (x —o x). On dit que x correspond au noeud d’adjonction /.

drac(Bn (tl, cootn)) = orac(t) + ..+ drac(tn).
drac(a) =
¢TAG( ) = \r.z

drac(8) = x ou B est un nceud de substitution et = est une nouvelle variable de type * —o *. On
dit que x correspond & la feuille de substitution 3.

drac(B*) = s ou * est le pied d’un arbre d’adjonction et s est une nouvelle variable de type
x —o *. On dit que s correspond au pied d’adjonction §*.

Pour compléter la définition il nous faut donner la définition du lexique :

1.
2.

4.

pOurﬁGVn,E(ﬁ):(*—o*)—o(*—o*)etﬁ(é):*—o*
si t est un arbre initial dont les noeuds d’adjonction sont (31, ..., et les feuilles de substitution
sont y1, ..., Ym Si bien que
( ) ﬂ[l n] —° 1 [1,m] —° ﬂ

alors

L(t) = NP n¥0,m]-PTAG (1)
avec z; la variable qui correspond au nceud d’adjonction (3; et y; la variable qui correspond & la
feuille de substitution ~; dans la transformation ¢rac(t).
si t est un arbre d’adjonction dont les nceuds d’adjonction sont (31, . .. G, et les feuilles de substitution
sont Y1, ..., Ym Si bien que

T1(t) = Brn — V,m) —° B
alors

L(t) = /\z[l,n]y[l,m]S-QSTAG(t)
avec z; la variable qui correspond au nceud d’adjonction (3; et y; la variable qui correspond & la
feuille de substitution -y, et s au pied de ¢ dans la transformation ¢rac(t).

enfin si § est une catégorie d’adjonction, £(cg) = Azy.(zy).

Ce codage des grammaires d’arbres adjoints dans les grammaires catégorielles abstraites est correct
et complet. Mais plutot que de faire une longue preuve technique pour le prouver, nous allons montrer
un exemple. Nous allons donner la grammaire catégorielle abstraite qui permet de coder la grammaire
d’arbres adjoints dont le langage est L = {a™b"c"d"|n € N*}.

Voyons tout d’abord la grammaire d’arbres adjoints qui permet de générer ce langage :
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Arbre initial Arbre d’adjonction
S Sna
| EIRN
€ a S c
VN
b Sh. d

La grammaire catégorielle abstraite (31, Xo, £, S’) qui permet de coder cette grammaire d’arbres adjoints
est définie par :

1. Ay, ={S;S}

2. Cx, ={e fies}

3. m,(e)=8—o S, n(f) =5 —S5,m™,(cs) =S
4. Ay, = {x}

5. Cs, = {a;b;c;d}

6. 75,(a) = 15,(b) = 19,(c) = 15,(d) = * —o %

7. L(S) = (x —o %) —o (x —o %) et L(5) = * —o

8. L(e) = Myz.y(Az.x)z, L(f) = Ays.a+y(b+s+c)+det L(cs) = \ry.(zy).

Dans cette grammaire, les constantes abstraites e et f représentent respectivement ’arbre initial et
I’arbre d’adjonction. Quant a la constante cp, elle permet d’éliminer une variable qui représente un nceud
d’adjonction de catégorie S si on décide que ce noeud ne doit pas subir d’adjonction.

Pour se convaincre que ce langage code bel et bien la grammaire d’arbres adjoints donnée plus haut,
il suffit de remarquer que tout terme clos du langage abstrait qui a pour type S est de la forme e(f™(cs))
et que L(e(f"(cp))) =a™ +b" + " +d".

Ce codage des grammaires d’arbres adjoints dans les grammaires catégorielles abstraites utilise comme
structure d’analyse les arbres de dérivation des grammaires d’arbres adjoints. Alors qu’habituellement
le passage aux termes sémantiques dans les TAG s’effectue par I'intermédiaire de 'arbre dérivé, Sylvain
Pogodalla [Pog04] a résolu élégamment des problémes de sémantique réputés difficiles pour les grammaires
d’arbres adjoints en utilisant les ACG et donc en construisant les termes sémantiques a partir de 'arbre
de dérivation. Une telle approche démontre la pertinence de ’utilisation des grammaires catégorielles
abstraites comme interface entre syntaxe et sémantique.



Chapitre 3

Algorithme général d’analyse

Ce chapitre présente briévement un algorithme qui permet de déterminer si un terme u appartient
au langage d’une grammaire catégorielle abstraite G = (X1, X2, £, S) . Bien que simple, cet algorithme
est le point de départ de ’étude des grammaires catégorielles abstraites et des questions que nous allons
chercher a résoudre dans la suite de cette thése. Cet algorithme cherche & construire incrémentalement,
du haut vers le bas, un terme abstrait ¢ de type S tel que L(t) =g, u.

3.1 Algorithmes descendants

Dans ce qui suit, nous allons travailler dans le cadre d’une grammaire catégorielle abstraite quelconque
g = (217 227 £7 S) -

Définition 3.1 On appelle probléme d’analyse tout triplet (I';t : «) o :
— T est un contexte d’assignation de variables sur 3
— t est un A-terme linéaire de Yo sous forme B-normale et n-longue.
- « est une formule de Ix,

Afin de mener 4 son terme une analyse, nous transformons les problémes d’analyse en plusieurs autres
problémes d’analyse.

Définition 3.2 Un probleme d’analyse e se réduit a l’ensemble des problémes d’analyse {e1;...;en}, ce
que Uon note e —, {e1;...;en} si l'on se peut utiliser l'une des régles de la figure 3.1.

Définition 3.3 Etant donné un ensemble de problémes d’analyse S, on dit qu’il se réduit a l’ensemble
de problémes S’, ce que l'on note S — 4 S’, si :

e€S,e—q{en;...;ent et 8= (S\{e})U{er;...;ent
On note 2 4 p itérations de la relation — 4 et — 4 sa cloture réflexive et transitive.

La relation — 4 définit un algorithme qui permet d’effectuer des analyses. En effet, {(-;u: S)} =4 0
si et seulement si il existe un terme abstrait ¢ tel que £(t) =3, u.

3.1.1 Correction et complétude

Nous allons montrer que cet algorithme permet d’analyser la grammaire catégorielle abstraite G =
(Zla 225 ‘Ca S) -

Proposition 3.1 $i S %4 0 alors pour tout (Ty;v : Ay) € S il existe un terme abstrait t, de type A,
tel que L(t,) =gy v.

33
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Elimination des abstractions :

(T X O] — B) —a {0 Fia] -l 2 B)}

Utilisation de constante :
(Tst:B) —¢ {(Ty5t1 1) . {Thpjtn  an)}

Cette régle n’est applicable que si il existe une constante a de la signature abstraite ayant pour type
Q[1,n — B telle que L(a)ty ) =p, t. Par ailleurs,on a I' = I'y,..., 'y et pour tout i € {1;...;n},
I; =FV(t).

Elimination de variable :

(Tst:B) —a {(Ty5t1 1) . {Thjtn  an)}

Cette régle est applicable si z : apy ) — 8 € I'et si wt}; ,,) =gy t. Enfin,onal' =T,..., Ty, 2 : Q) — 8
et pour tout i € {1;...;n}, I; = FV(t,).

N.B. : dans toutes ces régles on suppose que (3 est une formule atomique.

Fi1G. 3.1 — Réduction des problémes d’analyse

Démonstration. Nous allons procéder par induction sur p. Si p = 0 alors S = () et on peut donc conclure.
SinononaecS,e—, 8,8 =SS\{ehuS" et S -4 & P50, L’hypothése d’induction a pour
conséquence que pour tout (I'y;v : o) € & il existe t, de type o, tel que L(t,) =g, v. En supposant
que e = (I';u : ), pour montrer que cette propriété est vraie également pour S, il nous suffit de montrer
qu’il existe ¢, de type o tel que L(t,) =s, u. Pour le prouver, nous allons vérifier que cela est vrai quelle
que soit la régle employée pour réduire e en S” :
1. dans le cas de la régle d’élimination des abstractions u = ATy ,.u’ et comme S” = {(I', T[1 1] * ¥[1,n] 5
u' : )}, il existe un terme ¢ tel que £(t) = u'. En posant t, = AT[,].t, on obtient un terme qui
vérifie les propriétés souhaitées.

2. dans celui de la régle d’utilisation de constante il existe a de type o[ ,] — 3, u1,...et u, tels que
u = L(a)u[1,,) et que pour tout i € {1;...;n} (I's,u; : a;) € S”. Donc pour tout i € [1,n] il existe
t; de type a; tel que L(t;) =g, u;. En posant t, = at[; ], on obtient un terme de type (3 avec les
bonnes propriétés.

3. si la réegle est 1’élimination de variable alors on obtient l'existence de t,, de la méme maniére que
dans le cas précédent.

O

Proposition 3.2 Si pour tout (T;u : o) € S il existe un terme abstrait t de type o dans le contexte T et
tel que L(t) =p, u alors S 4 0.

Démonstration. Si S = {{I'1;u1 : a1);...(Cp;un @ ap)} on note 7s = {t1;...;t,} 'ensemble de termes
abstraits tels que I'; - ¢; : a; est dérivable et £(t;) =g, u;. Sans perte de généralité, on peut supposer que
les éléments de 75 sont sous forme [-normale 7-longue. Nous allons démontrer ce lemme par induction
sur |7g| ou :

Ts| =) I

teTs

D’aprés la définition méme de 7, il vient que si |75| = 0 alors S = () et la conclusion est triviale.

Si en revanche |7s| # 0, alors il existe (I'; u : &) appartenant & S. Par hypothése il existe ¢ un terme
abstrait de type a et tel que L(t) =g, u. On distingue plusieurs cas suivant la structure syntaxique de
t:
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Casl:t=c

dans ce cas, en utilisant la régle d’utilisation d’une constante, on obtient que S — 4 S’ ot &’ = S\{('y; u :
a)}. On pose Tsr = T\{t} et ainsi | Ts/| < |Zs|; on peut donc conclure en utilisant I’hypothése d’induction.

Cas 2:t==zx

ce cas se traite comme le cas précédent mais en utilisant la régle d’élimination d’une variable.

Cas 3: t = )\a:[lyn].t'

dans ce cas, comme ¢ et u sont sous forme 7-longue, o = @[y ,,] — [ et u = A\T[| ,].v. La régle d’élimination
des abstractions nous donne que (I'y;u : ay) —4 S" avec S = {(T'w, T o] T Q130 : B)}, L(t') =p, v et
[t'| < |t]. Ainsi, S — 4 S” ou §” = (S\{(Tw, u, ) })US’. Si on pose Ts» = (Ts\{t})U{t'} et |ZTs| < |Ts].

On peut conclure puisque par hypothése d’induction S” = 4 (.

Cas4:t = at[q n]
dans ce cas, pour tout i € [1,n], on pose u; = L(t;) et on a donc que L(a)u[r ] =py u. Ainsi, (I[';u :
a) —q S avec S = {(T'1;ur ta1);. .5 (Tnjtn - an)} et done § — 4 8" avec " = (S\{(T;u : ) })US’. Si
on pose Ts» = (Ts\{t})U{t1;...;t,}, alors on a |Ts| < |Ts|. Par hypothése d’induction, on a S” =4 ()
et donc S 54 0.

Cas 5: t, = U 4]q

pour ce cas on procéde de la méme facon que pour le cas précédent. O

3.2 Conclusion

Ce premier algorithme, permet d’analyser les grammaires catégorielles abstraites. Il reste cependant
de nombreux points que nous n’avons pas encore éclaircis. En particulier, I’opération d’utilisation d’une
constante s’appuie sur le présupposé qu’étant donné une contante a et un terme wu, il est possible de
déterminer si il existe des termes ti, ..., ¢, tels que L(a)t;...t, =p, u. Cela revient & vérifier que

Péquation de filtrage L(a)X;...X, Zu posséde une solution. Enfin, la terminaison de cet algorithme
n’a rien d’évidente, nous verrons d’ailleurs que celle-ci est loin d’étre acquise. De plus, dans les cas ol cet
algorithme termine, il reste & voir si il est efficace ou non.

Aussi dans un premier temps, allons-nous étudier en détail le probléme de filtrage dans le A-calcul
linéaire. Puis nous chercherons & dégager des éléments concernant la décidabilité et la complexité de
Panalyse des grammaires catégorielles abstraites. Enfin, nous verrons dans quelle mesure 1’algorithme que
nous venons de décrire est efficace pour effectuer ’analyse.
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Chapitre 4

Filtrage dans le A-calcul linéaire

Comme nous ’avons vu au chapitre précédent, ’analyse des grammaires catégorielles abstraites met
en jeu des équations dans le A-calcul linéaire. Ce chapitre a pour but de montrer que la résolution de ces
équations est décidable et d’étudier sa complexité.

Plus précisément, les équations que nous allons étudier sont appelées équations de filtrage ; ces équa-
tions ne contiennent des inconnues que dans un seul des membres qui les compose. Nous avons étudié ces
équations dans plusieurs calculs [PdG04a], mais nous ne présenterons dans ce chapitre que les résultats
obtenus pour le A-calcul linéaire simplement typé.

Par ailleurs, le filtrage et plus généralement I"unification (équations ol les inconnues peuvent avoir des
occurrences dans les deux membres) sont des problémes étudiés pour de nombreuses formes du A-calcul.
La résolution d’équations syntaxiques a de nombreuses applications dans des domaines variés allant de
la recherche de démonstration, & la programmation en passant par la fouille de documents. Dans le A-
calcul simplement typé, 'unification est décidable au premier ordre [Hue76], mais devient indécidable &
partir du second ordre [Gol81]. Quant au filtrage dans ce calcul, la décidabilité a été démontrée pour le
premier, le second [Hue76], le troisiéme [Dow94] et le quatriéme ordre [Pad00]. Cependant, au sixiéme
ordre [Loa03], le filtrage dans le A-calcul (modulo ) est indécidable (modulo 37, le probléme est toujours
ouvert). Comparé a tous ces problémes, le filtrage dans le A-calcul linéaire est un probléme de filtrage trés
contraint, il se rapproche plus du filtrage au niveau des contextes d’arbre que de celui dans le A-calcul
simplement typé. Cependant, il a le mérite de mieux dessiner les contours entre problémes de filtrages
polynomiaux et problémes de filtrage que ’on ne sait pas résoudre en temps polynomial.

Nous allons en effet démontrer que de maniére générale le filtrage dans le A-calcul linéaire simplement
typé est décidable et NP-complet, et que méme dans des cas drastiquement simplifiés ce probléme reste
NP-complet. En poursuivant poursuivi I’étude commencée dans [PdG04a], nous avons obtenu que pour
le A-calcul associé a la logique linéaire intuitionniste additive et multiplicative, le filtrage demeurait
décidable, mais surtout que ce probléme était un probléme de NP pourvu que le membre de droite de
I’équation soit sous forme normale, condition qui semble assez naturelle et peu contraignante.

Quant au sujet qui nous occupe, les grammaires catégorielles abstraites, ’étude du filtrage a un impact
profond sur la décidabilité et la complexité de leur analyse, mais également sur les méthodes que nous
allons utiliser pour mettre en ceuvre cette analyse.

4.1 M-calcul linéaire simplement typé

Dans cette premiére partie, nous allons montrer que les équations de filtrage dans le A-calcul linéaire
simplement typé est décidable et plus précisément NP-complet. Ce résultat a été montré par Philippe de
Groote dans [dGO00a).

Mais au préalable, nous allons fixer quelques conventions qui nous permettrons de simplifier les no-
tations. Les termes que nous étudierons seront construits sur une signature ¥ donnée et, afin d’éviter
d’avoir & écrire systématiquement les contextes, nous allons considérer qu’a chaque inconnue et & chaque
variable on associe un type de telle sorte qu’il y a un nombre infini et dénombrable d’inconnues et de
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variables pour chaque type Zsx. En utilisant cette convention, nous pouvons, méme si un terme n’est pas
clos, considérer qu’il a un type unique. Tout au cours de ce chapitre, nous écrirons p(t) pour désigner
pla) sit est de type a.

Définition 4.1 Une équation de filtrage est une paire de termes de type o notée t L u et telle que u est
pur. On dit d’une telle équation qu’elle a pour solution o si le support de o ne contient que des inconnues
et sit.o =g u.

Les résultats qui suivent s’étendent sans difficulté aux équations de filtrage modulo (7-conversion.
Afin de prouver que le probléme du filtrage dans le A-calcul linéaire simplement typé est décidable et
méme NP-complet, nous allons procéder en deux temps :

1. dans un premier temps nous allons borner le nombre de pas de réduction nécessaires & la normali-
sation d’un terme en fonction des types des redex qu’il contient ;

2. dans un second temps nous allons borner la taille d’un terme ¢ en fonction de u et de n si on sait
par ailleurs que ¢ lg U

Comme les bornes que nous allons établir sont polyndmiales, nous pourrons en déduire le résultat. Si nous
insistons sur cette démarche, c’est qu’elle se transpose au probléme du filtrage dans le A-calcul associé &
la logique linéaire sans exponentielles et qu’elle permet de montrer qu’il est dans NP.

Nous allons tout d’abord vérifier que 'on peut majorer le nombre de pas de réduction nécessaires a la
normalisation d’un terme en fonction des types des redex qu’il contient. Pour cela on définit une norme
pour quantifier la complexité d’une application.

Définition 4.2 Etant donnés deux termes t, et ty tels que t1 a pour type o —o 3 et ty a pour type a, on
note o(t1t2) la complexité de Uapplication de t1 a to qui est définie par :

pla— B) sit; = Azt
titg) = .
otrtz) { 0 sinon
La fonction o(.) nous permet de définir une quantité qui mesure le nombre de pas nécessaires pour
réduire un terme.

Définition 4.3 On note p(t) la complexité de réduction du terme t définie inductivement par :

1. p(h) =0 si h est un terme atomique
2. p(Ax.t) = p(t)
3. p(titz) = o(tita) + p(ty) + p(t2)

Un terme ¢ sur lequel on applique une substitution o voit sa norme p croitre (i.e. p(t) < u(t.c)) du
simple fait qu’une substitution peut créer de nouveaux redex. Mais cette croissance peut étre majorée par
le type des termes qui participent & la substitution et le nombre d’occurrence qu’ont dans ¢ les inconnues
ou les variables du domaine de o. Les lemmes suivants vont nous donner une majoration précise de
Paccroissement entre p(t) et u(t.o). Une premiére application de ce lemme sera de nous permettre de
borner le nombre de pas de réduction nécessaires & la normalisation d’un terme. Une seconde sera de
majorer la taille d’un terme qui, ayant subi une substitution, doit se réduire & un autre (i.e. majorer la
taille d’une solution d’une équation de filtrage et donc obtenir la décidabilité du probléme de filtrage).
Cette seconde application de ce lemme ne se fera bien entendu qu’une fois que nous aurons mené & bien
la deuxiéme étape de notre démarche.

Lemme 4.1 Soient t un \-terme linéaire et o une substitution on a alors

pto) <pt)+ Y pla) +pe@)+ D lx(p(X) + po(X))

z€P(o)NFV(t) XeP(o)
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Démonstration. On procéde par induction sur la structure de ¢ :

Cas1:t=Y
si’Y € (o), alors t.oc = o(Y) et donc :
p(t.o) = p(o(Y)
< p+ Y p@+ul@)+ Y [Hx(pX) + p(e(X)))
z€P(o)NFV(t) Xe2(o)
=0 =p(¥)+1u(o(Y)
Cas2:t=y

ce cas se traite comme le cas précédent.
Cas3:t=Yuet o(Y) = Ay.v

dans ce cas, on a :

u(to) = p((Ay.v)(u.0))
= p(Y) + p(o(Y)) + p(u.0)
< p(Y) 4+ pw(o(Y)) + plu) + oo @) @)+ D |ulx(pX) + p(e(X)))
z€P(0)NFV (u) XeP(o)
= )+ Y p@) @)+ Y [tx(pX) + pe(X)))
z€P(c)NFV(t) Xeg(o)
Casd:t=Yuet o(Y) # Ay.v
on a alors :
u(to) = (o) (o)
= p(o(Y)) + p(u.0)
< o) +uw)+ D p@) +pe@)+ D fulx(pX) + pe(X)))
z€P(o)NFV (u) Xe2(o)
< ut+ D, p@ @)+ Y [Hx(p(X) + p(e(X)))
z€P(0)NFV(t) Xe2(o)
Cas 5: t = yu

ce cas se traite comme les deux précédents.
Cas6:t =wjus et ug ZY et ug # vy
on suppose que u; n’est pas une abstraction (’autre cas se démontre d’une maniére similaire) dans ce
cas on obtient le résultat comme suit :
u(to) = p((uruz).0)
= plur.o) + p(uz.o)

< plua) + > p@) +plo(@) + D lurlx(p(X) + p(o(X)) +

z€2(0)NFV (u1) Xeg(o)
puz) + > pl@) +plo(@) + Y |ualx(p(X) + p(a(X)))
z€2(0)NFV (u2) Xeg(o)

= wt)+ D> @) Fpe@)+ Y tx(p(X) + ue(X)))

z€P(0)NFV(t) Xeg(o)
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Cas 7: t = \z.u

on a alors :

p(t.o)

IN
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p((Az.uw).o)

pw(Az.(u.0))

w(u.o

s+ S e o)+ S Julx(p(X) + a(e(X)
z€P(0)NFV (u) Xe2(o)

a4 Y o) tule@) Y Hx(e(X) + u(e(X))
z€P(0)NFV(t) Xe2(o)

O

Le lemme suivant démontre que la norme pu(.) décroit strictement avec la S-réduction, ce qui fait de
cette norme une majoration du nombre de pas de réduction nécessaires & la normalisation d’un terme.

Lemme 4.2 Sit; —p ta alors p(tz) < p(ty).

Démonstration.

Cas 1l: t; = \zv

Ce lemme se prouve par induction sur la structure syntaxique de t; :

dans ce cas, v —g v’ et tog = A\x.v’ et :

Cas 2: tl = V102

pt) = p(v)
u(v") par hypothése d’induction

p(t2)

N

ce cas se divise lui-méme en trois sous-cas (on notera & chaque fois o — 3 et « les types respectifs de vy

et ’Ug) :

1. v = Az.wy et ta = wy [z = vg] et alors p(t1) = p(v1)+p(ve)+p(a — B);mais p(tz) = p(vi [z = va))
et d’apreés le lemme 4.1 p(vi[z := vs]) < pu(vy) + p(va) + p(@) et done p(ta) < p(tr)

2. vy —p wy et ty = viwy alors :

u(t2) = plvr) + p(wz) + p(viws)
< p(v1) + p(vz) + p(viws) par hypothése d’induction
= plvr) + p(v2) + pvrve)
= put)

3. v1 —g wi, v1 N’est pas une A-abstraction et to = wvq. Il y a alors deux possibilités : ou bien w; est
une A-abstraction ou bien w; n’est pas une A-abstraction. Dans le premier cas v1 = (Azy.w))w},
wy = (Ay.w))[x := wh], on suppose que Azy.w] a pour type S —o (2 et :

p(t) = p(vive)

= u

I
=
—~ A~~~
—
>
K
<
g
o~
g
o~
~
_"_
=
—
<
V)
~



4.1. A-calcul linéaire simplement typé 41

mais on a également que :

p(t2) = p(((Aywh)lz = wh))vs)
1((Ay.wy) [z == ws]) + p(va) + p(B2)
< pQyawy) + plwsy) + p(ws) + p(v2) + p(B2) lemme 4.1
= pQryw)) + p(ws) + p(Br) + p(va) + p(Ba)
< pQzyawh) + p(ws) + p(Br — B2) + p(ve)
(

t1)

Si w; n’est pas une A-abstraction, alors on procéde de la méme fagon que dans le cas qui précéde.
O

"

Nous venons de borner par un polynéme le nombre de pas de réduction nécessaires & la normalisation
d’un terme et par la nous achevons la premiére partie de notre étude du filtrage dans le A-calcul linéaire
simplement typé. Nous allons maintenant borner en fontion de n et de la taille de u la taille de tout terme
t tel que t lg u. Nous allons commencer par voir comment la taille d’un terme varie sous ’effet d’une
substitution.

Lemme 4.3 Sit et u sont des A-termes linéaires et si x € FV (t) alors |t[x := u]| = [t| + |u| — 1.

Démonstration. On procéde par induction sur la structure syntaxique de ¢ :

Casl:t==x

alors t[z := u| = u et donc |t[z := u]| = |u|, or |t| + |u] =1 =1+ |u| — 1 = |u|. On a donc bien I’égalité
[t == u][ = [t] + [u] -1

Cas 2: ¢t = t1to

comme t est un A\-terme linéaire, soit = a une occurrence dans ¢; et n’en a pas dans t2, soit = a une
occurrence dans to et pas dans t;. Ces deux cas étant symétriques, nous allons nous contenter de traiter
le cas ol x a une occurrence dans t; et pas dans t5. Dans ce cas

tle :=wu]| = |(tst2)[z := 1|
= |tz := ]| + |tz := u]|
= [|tafz = ]| + [tz
= |t1| + |u| — 1 + |t2] par hypothése d’induction

= [t[+]ul -1
Cas 3: t = \y.t/
dans ce cas on a :
=l = |l =
= Pyt = )|
= |t'[z =]

[t'| 4+ |u| — 1 par hypothése d’induction
Ayt + ul — 1
= |t|+|ul—1

O

Nous pouvons maintenant voir quelles sont les variations de taille d’un terme qui a subi une étape de
[-réduction.
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Lemme 4.4 Siv; —g vg alors |vi| = |va| + 2

Démonstration. Ce lemme se démontre par induction sur la structure de v;. A Pexception du cas ot
vy = (Az.t)u et vy = t[xr := u], tous les cas sont des conséquences directes de ’hypothése d’induction.

Dans ce cas particulier, la conclusion est une conséquence directe du lemme précédent. O
Lemme 4.5 Si vy ~54 vy alors [v1] = |va| + 2n.
Démonstration. Le résultat de ce lemme se démontre en itérant le lemme précédent. 0

Lemme 4.6 Etant donnés deuz \-termes linéaires t1 et to tels que ty Lﬁ ta on a :
[t1] — [ta] < 2(p(t1) — p(t2))

Démonstration. 1l suffit, pour montrer ce lemme, de remarquer que si ¢; 3[3 to alors p(ta) < p(t1) —2n
puisque, & chaque pas de réduction, la mesure u(.) décroit strictement (lemme 4.2). Et le lemme 4.5
permet de conclure que si t; ~53 to alors |t1| = |t2| +2n. La conclusion suit et [t;] — [t2] < 2(u(t1) — u(ta)).
O

Proposition 4.1 Etant donné un probléme de filtrage t Z w dont les inconnues sont {X1;...; X} et
qui admet une solution o avec o(X;) =t; et t; sous forme normale alors :

DIl < Jul + )+ [tlx, p(Xs)
=1 =1

Démonstration. Comme on peut, d’aprés le lemme 4.2, normaliser tout terme en temps polynémial,
sans perte de généralité, on peut supposer que u est un terme sous forme normale. Si o est solution du

probléme de filtrage ¢ Z w alors u est la forme normale de t.o. D’aprés le lemme précédent, |t.o| — |u| <
2(p(t.0)—p(w)), mais comme v est sous forme normale, ce terme ne contient pas de redex et donc p(u) =0
et |t.o| — |u| < p(t.o). D’aprés le lemme 4.1, p(t.o) = p(t) + >0 |tx, (u(t;) + p(t;)). Cependant, sous
Ihypothése que o est une substitution en forme normale, u(t;) = 0, de plus p(t;) = p(X;) et donc
u(to) = plt) + S [Hx,p(Xs) et ;

n

Sl < ol < Jul + p(t.o) < Jul + p(t) + > tx, p(X3)
=1

i=1
U

La proposition précédente démontre que si il existe une solution, elle a une taille polynémiale dans les
données du probléme. De plus, nous avons vu que vérifier qu’une substitution est solution d’une équation
de filtrage est polynomial. De ces deux constatations vient que le probléme du filtrage dans le A-calcul
linéaire est un probléme de NP.

Pour voir que le filtrage dans le A-calcul linéaire simplement typé est NP-difficile, il suffit d’utiliser
une réduction immédiate dans ce probléme du probléme de filtrage dans les chaines de caractéres dont
Dana Angluin [Ang80] a démontré la NP-complétude. Mais nous allons utiliser une technique différente
pour démontrer que le filtrage est NP-difficile. Cette technique nous permettra montrer que méme dans
des cas trés simples, le filtrage est NP-complet.

4.2 Analyse détaillée de la complexité du filtrage

Dans le cadre des grammaires catégorielles abstraites, nous avons & résoudre des équations de filtrage
bien particuliéres. Dans ces équations, les inconnues n’ont que des occurrences linéaires, i.e. si t est le
membre gauche de I'une de ces équations alors |¢t|x < 1 pour toute inconnue X. Nous avons montré dans
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[PAGO3] que la résolution des équations de filtrage dont les inconnues ont des occurrences linéaires et
sont au plus du second ordre est NP-difficile.

La proximité entre ce probléme de filtrage trés restreint et le filtrage linéaire dans les contextes d’arbre
laissait plutot présager que la résolution de ces équations serait polynomiale. En effet les équations de
filtrage linéaires de contextes d’arbre sont connues pour étre solubles en temps polynomial [SSS01]. Les
équations de filtrage dans le A-calcul linéaire ont un espace de solution plus important que les équations
de filtrage de contexte. En effet, considérée comme une équation de filtrage de contexte, ’équation :

Xab=fba

ne posséde pas de solution, alors que considérée comme une équation de filtrage dans le A-calcul linéaire,
elle a pour solution la substitution [X := Azy.f y x]. La souplesse supplémentaire offerte par le A-calcul
linéaire rend le probléme de filtrage NP-complet.

Afin de montrer ce résultat, nous utilisons un probléme particulier introduit par Kilpeldinen [Kil92].
1l s’agit d’une version contrainte du probléme de satisfaisabilité.

Définition 4.4 Etant donné un ensemble fini de variables booléennes A = {ay;...;a,}, Uensemble des
littéraux construits sur A est :
AU{—as;...;-a,}

un littéral de la forme a est dit positif alors qu’un littéral de la forme —a est dit négatif.

Définition 4.5 Une clause sur un ensemble fini de variables booléennes A est un ensemble de littérauz
construits sur A.

Définition 4.6 Une valuation 1 est une fonction de A, ensemble de variables booléennes, dans {0,1}.
Une valuation permet de satisfaire des littéraux, des clauses, ou des ensembles de clauses :

1. un littéral positif a est satisfait par n si et seulement si n(a) =1
2. un littéral négatif —a est satisfait par n si et seulement si n(a) = 0.
3. une clause C est satisfaite par n si et seulement si il existe un littéral | de C' qui soit satisfait par n

4. un ensemble de clauses C est satisfait par n si toute clause de C est satisfaite par n

Définition 4.7 Un probléme de statisfaisabilité sur un ensemble de clauses C consiste a déterminer si il
eziste une valuation n qui satisfasse C.

Théoréme 4.1 Le probléme de satisfaisabilité est NP-complet [Coo71].
On définit le probléme 1-neg-sat comme il suit :

Définition 4.8 Etant donné un ensemble de variables booléennes A, et un ensemble de clauses C cons-
truites sur A, un probléme 1-neg-sat sur C est un probléeme de satisfaisabilité sur C tel que pour toute
variable a de A, il existe une et une seule clause C de C telle que —a € C.

La restriction apportée au probléme général de satisfaisabilité consiste & n’autoriser qu’une et une seule
occurrence d’un littéral négatif par variable booléenne intervenant dans le probléme de satisfaisabilité
considéré. La linéarité des occurrences des littéraux négatifs nous permet de faire le lien avec la linéarité du
A-calcul linéaire. Cette restriction ne rend cependant pas les problémes 1-neg-sat plus simples & résoudre
que les problémes de satisfaisabilité :

Lemme 4.7 Le probléeme I-neg-sat est NP-complet.

Démonstration. Comme 1-neg-sat est une restriction du probléme de satisfaisabilité, il nous faut sim-
plement montrer que ce probléme est NP-difficile. Dans ce but nous allons réduire le probléme de satis-
faisabilité & 1-neg-sat.

Etant donné C un probléme de satisfaisabilité défini 4 partir des variables booléennes A = {ay, ..., a,},
nous définissons un ensemble B = {b1,...,b,} ou les b; sont des variables booléennes distinctes de celles
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de A. On définit D lensemble de clauses |J;_, {{ai,b;}, {—a;, =b;}}. Pour tout i € [1,n], D définit un ou
exclusif entre la variable a; et la variable b;, et ainsi, il est évident que si une valuation 7 satisfait D alors
n(a;) = 1 si et seulement si 7(b;) = 0.

Ainsi, pour toute valuation qui satisfait D, b; se comporte comme la négation de a;. Il ne nous reste
donc plus qu’a remplacer toutes les occurrences de —a; par b; dans C pour obtenir C*. Le probléme C*UD
est, par construction, un probléme de 1-neg-sat. Si une valuation 7 satisfait C* U D alors elle satisfait
aussi C. Et si il existe une valuation 7 qui satisfait C, alors la valuation n’, définie par n’(a;) = n(a;) et
7' (b;) = 1 si et seulement si n(a;) = 0, satisfait C* U D.

Résoudre un probléme de 1-neg-sat est NP-difficile et donc ce probléme est NP-complet. 0

Nous allons maintenant faire correspondre & tout probléme de 1-neg-sat une équation de filtrage
dans le A-calcul linéaire dont les inconnues sont du second ordre et dans laquelle elles ont de plus des
occurrences linéaires.

Etant donné un probléme de 1-neg-sat un ensemble de clauses C = {C1,...,C,,} défini & partir d’un
ensemble de variables booléennes A = {aq,...,a,}, on définit une fonction neg qui associe & chaque
variable de a; la clause de C qui contient —a; :

neg(a;) = Cj si et seulement si —a, € C;
De la méme facon, on définit la fonction pos qui associe & chaque variable a; ’ensemble des clauses
de C qui contiennent le littéral a; :
pos(ai) = {CJ € C|az S Cj}

Pour tout i € {1,...,n}, soit m; le cardinal de pos(a;), et soit 1; une fonction telle que :

pos(ai) = {Cwi(l)v ey Cwi(mi)}

Dans le cas ou m; est nul on convient de définir 1; par la fonction vide. Les fonctions 1; servent &
désigner sans ambiguité un élément de pos(a;).

Afin de définir ’équation de filtrage associée a C, nous allons utiliser la signature X = (C, {a},7) ou
C et 7 sont donnés par :

L C={a; f;C1;...;Cp}

2. 7(a) = «

3. 7(f)=a" -«

4. pour tout i € [1,m], 7(C;) = a™ —o

Pour construire ’équation de filtrage, nous allons également utiliser m? inconnues X1y, ..., Xim, - .-,
X1y - -y Xmm de type a et une inconnue X de type o —o a.
Pour (i,5) € {1,...,n} x {1,...,m}, nous définissons les termes suivants :

R — Cd,i(j)a...asijgmi
> 71 a sinon

Alors, pour tout i € {1,...,n}, nous définissons :
Ri = neg(ai)Ril . Rzm
Finalement, I’équation de filtrage que nous considérons est L¢ Z R¢ avec :

Le =X(C1 X1y ... Xim) oo . (ConXont -+ - Xom)

et
Re=fRy...R,

Par cette réduction, on cherche 4 faire correspondre & chacun des R; la variable booléenne a;. Si a; = 0,
alors la clause neg(a;) est satisfaite, sinon, c’est 'ensemble des clauses de pos(a;) qui est satisfait. Or
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I’équation de filtrage consiste & aller chercher parmi les sous-termes qui composent R¢, m sous-termes dont
les tétes sont les constantes C;, mais avec la contrainte que ces sous-termes sont deux & deux indépendants.
Pour trouver ces sous-termes il faut choisir parmi les R; et les R;;. Opter pour I'un des R; empéche ensuite
de choisir R;; puisque R;; est un sous-terme de R; et le faire reviendrait & violer la contrainte imposée
par ’équation ; réciproquement, si on choisit I’'un des R;; il devient pour les mémes raisons impossible de
choisir R;. On retrouve 1 la dichotomie induite par les valeurs des variables booléennes : si on choisit un
terme R; on choisit un terme qui commence par la constante neg(a;) (i.e. on affecte implicitement 0 a la
variable a;) et si on n’effectue pas ce choix, on peut choisir n’importe lequel de R;; dont la téte est 'une
des constantes associées aux clauses de pos(a;) (i.e. on affecte 1 & la variable a;).

C’est sur cette base que nous allons démontrer que I’équation L¢ z R¢ posséde une solution si
et seulement si le probléme 1-neg-sat sur ’ensemble de clauses C est satisfaisable. Puisque 1’équation

.
Le = Re a une taille polynémiale par rapport & celle de C, nous pourrons conclure que résoudre des
équations filtrage dont les inconnues sont du second ordre et ont des occurrences linéaires dans 1’équation
est NP-difficile.

Correction de la réduction

Nous allons tout d’abord démontrer que si C est satisfaisable alors ’équation L¢ . R¢ admet une
solution. La satisfaisabilité de C donne ’existence d’une valuation 7 telle que pour tout ¢ € [1,m], il existe
j tel que ou bien a; € C; et n(a;) =1, ou bien —a; € C; et n(a;) = 0. De cela on obtient I’existence d’une
fonction ¢ qui & chaque clause de C associe un littéral satisfait par n. C’est une fonction de [1,m] dans
[1,n] telle que :

ou bien n(ag;)) = 1 et ag;) € Ci, ou bien n(agyi)) = 0 et mayq) €C;

Du fait que chaque littéral négatif apparait dans une et une seule clause, si jamais deux clauses C; et
C; sont satisfaites parce qu’elles contiennent toutes deux le littéral —ay, et que n(ax) = 0 alors i = j.
Transposé dans nos notations cette propriété s’écrit :

#(i) = ¢(j) et n(ag)) = 0 implique 7 = j

La fonction ¢ va nous servir de guide pour construire une solution & I’équation L¢ z Re¢. Suivant intuition
que nous avons donnée, nous allons sélectionner le sous-terme R; si ¢(i) = j et n(a;) = 0, et le sous-terme
Rjk si d)(l) = j, T](CL]') =1let dJ](k) =1.

Commencons par construire le terme qui sera substitué & X ; pour cela, on se dote d’un ensemble de
variables de type a {x1;...; %, } et on définit la famille de termes (S;);c[1,n) :

[ =z sin(a;) =0 et siil existe j tel que ¢(j) =i
* | neg(a;)Si1...Sim sinon

avec, dans le deuxiéme cas, la famille (Sy;)ic(1,n] je[1,m) définie par :

g. 1% si n(a;) =1, il existe k tel que ¢(k) =i et ;(j) =k
| Ryj sinon

finalement, le terme que ’on associera & X sera :
S=Xr1...2p.fS1...5,
Une premiére chose & vérifier pour que S puisse effectivement étre employé pour construire la solution

d’une équation de filtrage dans le A-calcul linéaire, est que S est bel et bien un A-terme linéaire. Les
quelques lemmes qui vont suivre vont dans ce sens :

Lemme 4.8 Pour tout j € [1,m], x; € FV(S4(j)).
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Démonstration. On distingue deux cas en fonction de la valeur de n(ag(;)) :
Cas 1: n(ad)(j)) =0

alors par définition, Sy(;) = z; et donc z; € Sy(;)

Cas 2: n(agjy) =1

alors, par définition de ¢(j), C; € pos(ag;)). Il existe donc k tel y(;)(k) = j et il s’ensuit que, par
définition de Sij, Sy(j)r = x5, et donc x; € FV(S4(;)). Dans tous les cas on a z; € FV (Sy(;)). O

Lemme 4.9 Pour tout i € [1,n] et tout j € [1,m], si x; € FV(S;) alors ¢(j) = i.

Démonstration. A chaque fois que S; ou S;j est égal & xy, on a comme condition que ¢(k) = i, la
conclusion est donc immeédiate. O

Lemme 4.10 Pour tout i € [1,n], et pour tout C; € pos(a;), il existe un unique k tel que v;(k) = j.

Démonstration. Ce lemme est une conséquence immédiate de la définition de ;. O

Lemme 4.11 S = Axy...20.fS1...5, est un A-terme linéaire.

Démonstration. Démontrer que S est un A-terme linéaire revient & montrer que pour tout j € [1,m]
il existe une unique occurrence de x; dans fSi...Sp. Le lemme 4.8 permet de savoir que pour tout
j € [1,m], z; posséde au moins une occurrence dans f51 ...S,. Le lemme 4.9 permet de dire que toutes
les occurrences de x; dans fS1...5, se trouvent dans Sy(;y. Il y a alors deux possibilités :

— ou bien S; = x; et alors z; a bel et bien une unique occurrence dans fS;...S,

— ou bien S; = neg(a;)S;1 ... Sim et il existe k tel que Six = z; et ¥;(k) = j. Or d’aprés le lemme

4.10 ce k est unique et donc x; a une unique occurrence dans S; et donc dans fSi...S,.

Dans tous les cas z; a une unique occurrence dans fS; ... .S, et on peut conclure que Az ... &y,.fS1...5,
est bien un A\-terme linéaire. O

Maintenant que nous savons que S peut participer & la solution de L¢ z R¢, nous allons compléter la
solution en fournissant les termes que nous allons substituer aux inconnues X;;. Pour cela, on remarque
que pour tout ¢ € [1,m], ou bien il existe k tel que S = x;, ou bien il existe k et [ tels que Si; = x;. On
définit donc la famille (75;);c[1,m] je[1,m] de la maniére suivante :

T. Ry siil existe k tel que S; = x;
Y1 asiil existe k et [ tels que Sy = x;

. . . ?
Nous allons maintenant montrer que nous avons bien construit une solution pour L¢ = Re.

Proposition 4.2 Soit C un probléme 1-neg-sat et L¢ < Re Uéquation de filtrage qui lui est associé. Si C
est satisfaisable, alors L¢ Z Rc admet une solution.

Démonstration. Comme C est satisfaisable, on peut construire les A-termes linéaire S, T;; comme nous
I’avons décrit précédemment. Nous allons prouver que :

Le[X = S|[Xy5 = T'j]EL;n:l =5 Re

En effet, on a :

Lc[X = S][XU = Tu]m ™ = S(aTll e Tlm

i=1j=1

*

). (ConTons -+ - Toum)
B (fSlSn)[z] = @le

ij]}”:l
Il nous reste & montrer que pour tout 7 € [1,n] on a :
Si[.’L'j = @le “ee ij];-nzl = Ri

Il y a deux possibilités & explorer :
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1. SZ = Tk
dans ce cas, n(a;) = 0, ¢(k) = ¢ et donc neg(a;) = Cf ; de plus Ty = Ry ce qui nous conduit & :

Si[SCj = @le e ij]m == Z'k[SCj = @le N ij]m

=1 =1
= zplzg = CiR;1 .. .Rim)
= CiRi1...Rim
= neg(a;)Ri1 ... Rim
= R;
2. S; = neg(a;)Si1 - - - Sim
pour démontrer que Si[v; = C;Tj1...Tjm|jL; = R;, il nous suffit de montrer que pour tout

jel,m]: o
Sijle; = CiTh ... ij];-”zl = R;j
il y a alors deux possibilités :
(a) ou bien Sj; = z; et par définition | = ;(k), Rix = Cy,(ya...a et Tj; = a pour tout j € [1,m].
Par conséquent :

xylz; = @le Tyt = wfa = Cy,ma. .. a]
= Owi(k)a. .. Q
= Ry

(b) ou bien S;; = R; et donc on a bien le résultat voulu.

Complétude de la réduction

Nous allons maintenant démontrer la propriété réciproque, a savoir que si il existe une solution &
I’équation L¢ = R alors C est satisfaisable. Il s’agit dans un premier temps de décrire la forme générale
des solutions de L = R¢ pour pouvoir ensuite extrapoler une valuation qui puisse satisfaire C.

Lemme 4.12 Si l’équation L¢ 2 Re admet une solution o alors o substitue ¢ X un terme de la forme :
)\.1'1 . --Tm-fUl N Un
ot les U; vérifient :
1. ou U; = xy, avec k € [1,m] et dans ce cas, neg(a;) = Cg,
2. ou alors U; = neg(a;)Us ... Uy, et les Uy vérifient :

(a) ou bien U;; = xy, avec k € [1,m] auquel cas Cy, € pos(a;),
(b) ou alors U;; = R;;.

Démonstration. Supposons que o soit définie par :

{ o(X)

U
o(Xij) = Vi
Nous avons alors que :
UCVir- - Vim) - (CoiVint - - Vinm) —p fR1... R,
et donc U est forcément de la forme :
1l s’ensuit que pour tout i € [1,n] :
Uilzj == CjVji ... Vim]joy =5 R

De 14 découlent deux cas pour chacun des U; :
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1. Uz = Tk
dans ce cas, on doit avoir :

Tl = @Va_l Vimlity = Ry
Ckal . Vkm = Ri

et donc neg(a;) = C.
2. Ui =CyUn ... Ui
dans ce cas, C}, doit étre égal & neg(a;) et de plus pour tout k € [1,m] :

Uik[l'j = U]le . V]m] Lﬁ Rik

et si U;, = x; alors on a :
CiVir ... Vim = R,

ce qui implique que C; € pos(a;)- Sinon, on doit avoir :
Uik = Ri

O

La forme d’une solution de L¢ = R¢, nous permet de repérer quels sous-termes ont été sélectionnés.
Leur position nous indique une valuation qui satisfait C suivant le principe que nous avons vu plus haut.

Proposition 4.3 Etant donné un probléme 1-neg-sat C et Uéquation de filtrage qui lui est associée L <
Re, st Le ~ Re posséde une solution, alors C est satisfaisable.

Démonstration. D’aprésle lemme 4.12si L¢ s R¢ admet une solution o, alors le terme U que o substitue
a4 X est de la forme :
)\.1'1 . .xm.fUl N Un
avec :
1. ou bien U; = xj, pour k € [1,m)]
2. ou alors U; = neg(a;)U;1 ... U;

On définit alors une valuation n de la maniére suivante :

N _ J 0siU; = pour j € [1,m]
n(a:) = { 1 sinon

Etant donné une clause Cj :

1. ou bien il existe ¢ € [1,n] tel que U; = x;, alors d’aprés le lemme 4.12, neg(a;) = C; i.e. a; € C;, et
donc 7 vérifie C;

2. ou alors, puisque U est un A-terme linéaire, il doit exister k € [1,n] et [ € [1,m] tels que Uy, = ;.
Selon le lemme 4.12 C; € pos(ax) et donc aj € Cj. Il vient que C; est satisfaite par 7.

La valuation 7 satisfait donc toutes les clauses de C. 0

De 1a provient le fait que le filtrage dans le A-calcul linéaire au deuxiéme ordre et avec occurrence
linéaire des inconnues est NP-complet. Ce résultat nous permet de dessiner avec précision les cas pour
lesquels le probléme de filtrage est polynémial et ceux pour lesquels il est NP-complet. En particulier, ce
résultat de complexité tient & la condition qu’il y ait des inconnues dans les arguments des inconnues du
second ordre. Si jamais ces arguments étaient purs, alors on serait confronté a4 une équation de la forme

Xt1...t, 2 t et la résoudre revient 3 vérifier que 'union des multi-ensembles des sous-termes des t; est
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incluse dans le multi-ensemble des sous-termes de ¢. Aussi résoudre de telles équations (dites équations
d’interpolation du second ordre) est-il polynomial.

Cependant, le fait que 'inconnue soit du second ordre est nécessaire pour assurer cette polyndmialité.
En effet, & partir du troisiéme ordre, la résolution des équations d’interpolation devient NP-compléte
[Yos05]. De plus larticle [Yos05] donne des compléments sur la complexité du filtrage avec d’autres
restrictions.

Comme les équations de filtrage dans le A-calcul linéaire simplement typé sont décidables, nous sa-
vons que l'algorithme général d’analyse peut étre rendu effectif. Mais pour cela, il nous faut avoir des
algorithmes de résolution des équations de filtrage dans le A-calcul linéaire simplement typé.
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Chapitre 5

Algorithmes de filtrage dans le A-calcul
linéaire

Maintenant que nous avons vu que le probléme de filtrage dans le A-calcul linéaire est décidable et
NP-complet, il nous reste & construire des algorithmes pour résoudre ces équations. Ces algorithmes
viendront compléter ’algorithme général d’analyse, ce qui donnera un algorithme effectif pour analyser
les grammaires catégorielles abstraites.

Dans ce chapitre, nous proposons deux algorithmes de résolution d’équation de filtrage. Le premier
est celui présenté dans P'article [dG00a], il dérive de I’algorithme de résolution d’équation d’unification
d’ordre de Gérard Huet [Hue76]. Le second algorithme est plus spécifique ; il résout seulement les équations
linéaires de filtrage, c’est-a-dire les équations dans lesquelles les inconnues n’ont que des occurrences
linéaires. Il se base sur un systéme formel, les descriptions syntaxiques, que nous avons introduit pour
permettre de résoudre efficacement des équations de filtrage en utilisant la technique de tabulation.

5.1 Algorithmes de résolution de problémes de filtrage

Nous allons présenter ici un algorithme de résolution d’équations de filtrage dans le A-calcul linéaire
simplement typé. Cet algorithme est une adaptation de I’algorithme de résolution d’équations d’unification
dans le A-calcul de Huet [Hue76]. Il se présente comme un systéme de réécriture sur les paires constituées
d’un ensemble d’équations et d’une substitution. Nous allons présenter cet algorithme de fagon similaire
a la facon dont nous avons présenté I’algorithme général d’analyse. Nous commencons par construire un
systéme qui permet de transformer une équation de filtrage en une paire formée d’un ensemble d’équations
et d’une substitution. Ce systéme nous permet ensuite de définir le systéme général pour les paires
constituées d’un ensemble d’équations et d’une substitution.

Dans cette partie, nous gardons les conventions que nous avons utilisées au chapitre précédent, c’est-
a-dire que 'on considére que les variables et les inconnues sont implicitement typées et que pour chaque
type, on posséde un nombre infini et dénombrable de variables et d’inconnues.

Définition 5.1 Etant donnée une équation de filtrage e, on dit que e se réduit a la paire (S,0), ce que
lon note e —.q (S,0), 04 S est un ensemble d’équations de filtrage et o est une substitution, si on peut
utiliser une des régles de la figure 5.1 pour transformer e.

Définition 5.2 Etant donnés un ensemble d’équations S et une substitution o, on dit que (S, o) se réduit
a (S',0') si il existe e € S telle que e —pg (Se,0¢) et

1. o' =0.00

2. 8" ={flil existe " € (S\{e})U S, telle que f est la forme normale de f’.c.}

Cet algorithme permet de résoudre aussi bien les équations de filtrage modulo =g ou modulo =g,,.
Pour résoudre les équations modulo =g,, il suffit de mettre les termes sous forme 7-longue.
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Reégles de Simplification :

2 ? ?
ati...th =auq ... Uy —eqg ({t1 =uis. . ;tn = un}t, Id)

Azt = Az —eq ({t = u}, Id)
Régles d’imitation :

X1 ..ty = auq ... up —eq {Xitg, = ui;... ;Xp@ =up}, [ X = A1 ... 2,.0(X17q,) . . . (XpTQ,)])
avec (Q;);e,p) Partition de [1,n] et pour tout i € [1, p], X; est une nouvelle inconnue.

Xty ..oty = Aru —eq (Yat1.. .ty =u}, [ X = Azzr ... 2. Yoz, ... 2])
et Y est une nouvelle inconnue.

Reégles de projection :

Xty .oty =u —eqg {te(Yitq,) ... (Yptg,) =u}, (X = Az1 ... 2p.2:(Y1Z0,) - .. (YpTQ,)])
ott (Qi)ie[1,p est une partition de [1,n]\{k} et pour tout i € [1,p], Y; est une nouvelle inconnue.

F1G. 5.1 — Définition de la relation —,

5.1.1 Correction

Lemme 5.1 Sie —¢q (Se,0c) et sio est solution de chacune des équations de S, alors oo, est solution
de e.

Démonstration. 1l suffit de démontrer cette propriété pour chacune des régles qui définissent la relation
—eq- 11 s’agit simplement d’effectuer des B-réductions pour obtenir & chaque fois le résultat. O

Lemme 5.2 Si (S,0) —pq (5,0 00) et si T est solution de l’ensemble des équations de S’, alors, Too’
est solution des équations de S.

Démonstration. Si (S,0) —gg (S',0' 00) c’est qu'il existe e € S tel que e —¢q (Se,0”). Il vient ensuite
que S’ est ’ensemble des équations sous forme normale de o’(S\{e}) U Se. Soit ¢’ une équation de S, ou
bien e’ = e, et dans ce cas, comme 7 est solution des équations contenues dans S., le lemme précédent
nous permet de conclure que 7o o’ est solution de e; ou bien ¢’ # e, alors oe(e’) € o' (S\{e}), 7 est donc
solution de o’(e’) et 7 o o’ est solution de ¢’

Lemme 5.3 Si ({e},1d) Spq (0,0) alors o est solution de Iéquation e.

Démonstration. 1l s’agit simplement d’itérer le lemme précédent. O

5.1.2 Terminaison

Nous allons démontrer que I’algorithme défini par la relation — g termine. Adjointe & la propriété
de correction puis & celle de complétude que nous allons bient6t montrer, cette propriété nous donne une
nouvelle démonstration de la décidabilité du filtrage dans le A-calcul linéaire simplement typé.

Pour cela, nous avons besoin de définir quelques normes sur les termes, les équations de filtrage et les
ensembles d’équations de filtrage.

Définition 5.3 On note prnc(t) la somme cumulée des complexités des types des inconnues qui ont des
occurrences dans t. Cette fonction est définie inductivement comme suit :

1. pinc(h) =0 si h est un terme atomique et n'est pas une inconnue.
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2. pine(X) = p(X)
3. p]Nc()\l‘.t) = pINC(t)
4. prnc(tite) = princ(t1) + pine(t2)

Définition 5.4 On note ||t L u|| la paire (Ju|, prnc(t)). Etant donné S un ensemble d’équations, on note

[IS]| la paire :
(S ul, 3 pine(®)
tZueS  tZueS
Définition 5.5 On note (n1,n2) < (m1,ma) la propriété suivante :
ny < mp ou, ny =my et ng < me

Théoréme 5.1 La relation < sur les paires d’entiers est un ordre bien fondé.

Lemme 5.4 Si e —.q (Se,0c) alors ||Se|| < ||e]| et pour tout ensemble d’équations S, ||lo.(S\{e})|| <

1S\ {e} |-

Démonstration. Pour établir cette propriété, il suffit de la vérifier pour chacune des régles qui définissent
la relation —. q. O

Ce lemme montre que si S —gg S alors ||S|| < [|57]], il s’ensuit que l’algorithme défini par cette
relation termine.

5.1.3 Complétude

Lemme 5.5 Etant donnés deux termes sous forme normale t et u, et une substitution o, si t.o =3 U
alors il existe S, o’ et o” tels que :

1. t;’u—)eq (S,0")
2. 0co" =0
3. " est solution de S

Démonstration.
Nous allons distinguer plusieurs cas suivant les structures syntaxiques de ¢ :

Casl:t=aty...t,

dans ce cas, on a t.o = a(t1.0) ... (tn.0) =g u et donc u est de la forme auy ... u,. Ainsi t = u —¢,
({t1 = u1;...;tn = un}, Id) et il suffit donc de choisir ¢’ = o.
Cas 2: t = A\z.t/

on procéde de la méme maniére que dans le cas précédent.
Cas 3: t =Xty ...ty

alors il nous faut distinguer un ensemble de cas selon la forme syntaxique de o(X). Si par exemple
o(X) = Azy ... zpzaw, alors c’est que u = Az, il est clair qu’en utilisant une imitation, on parvient &
conclure. Il en va de méme pour les cas ott 0(X = Az1...2p.a01...0p. Si 0(X) = Ax1 ... 2. ThV1 - . . Vp,
il faut utiliser la régle d’imitation pour conclure. O

Lemme 5.6 Etant donnés un ensemble d’équations S et deux substitutions T et o, si o est solution de
S alors il existe S’, o’ et o’ tels que :

1. (S,7) —gq (5',0")
2. 000" =0

3. " est solution de S’
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Démonstration. 1l s’agit d’une simple application du lemme précédent. O

Proposition 5.1 Si o est solution de ’équation de filtrage t L w alors il existe o' et o tels que :

1. ({¢ z u}, Id) i>EQ (0,0

2. c=0"00"

Démonstration. 11 s’agit d’appliquer itérativement le lemme précédent tant que I’ensemble des équations
n’est pas vide. Comme le systéme de réécriture — g termine, il est nécessaire que I’ensemble des équations
devienne vide & un moment. O

Le systéme de résolution d’équations de filtrage que nous proposons est trés indéterministe, certains
petits ajustements permettent de réduire cet indéterminisme. L’article [dG00a] propose certaines heuris-
tiques. Il propose notamment d’utiliser préférentiellement les régles d’imitation et il définit un critére a
I’aide des variables libres pour déterminer en partie la facon dont les partitions doivent étre effectuées
dans ce cas.

Nous allons compléter ces heuristiques pour le cas des équations de filtrage dans lesquelles les inconnues
ont des occurrences linéaires. Pour cela nous donnons une condition que ces équations de filtrage doivent
vérifier pour avoir une solution. Cette condition peut se vérifier en temps polyndmial et permet ainsi de
réduire ’espace de recherche.

5.1.4 Condition nécessaire a l’existence de solution pour les équations de
filtrage linéaires dans le \-calcul simplement typé

Dans le cadre des grammaires catégorielles abstraites, nous nous intéressons plus particuliérement aux
équations dans le A-calcul linéaire simplement typé et dont les inconnues ont des occurrences linéaires.
Par ailleurs, nous cherchons & résoudre ces équations modulo (5 et 7, ce qui nous conduit & n’utiliser que
des termes sous forme 7-longue. Nous définissons une relation = entre les termes ¢ et u; pourvu que ¢
soit un terme dans lequel les inconnues ont des occurrences linéaires, la condition que ¢ soit en relation
avec u est nécessaire au fait que ’équation ¢ Lu posséde une solution. Si jamais t et u n’étaient pas mis
en relation par = alors ’équation ¢ L une posséderait pas de solution.

Tout d’abord, il est assez évident, compte tenu de la linéarité du calcul, que le multi-ensemble des
constantes ou des variables contenues dans le membre de gauche d’une équation de filtrage doit étre
contenu dans celui du membre droit. Il reste que cela est un critére relativement pauvre pour déterminer
si une équation n’a pas de solution. On voudrait par exemple pouvoir montrer simplement que ’équation

X(Az.bla(x))) < Az.a(b(x)) ne posséde pas de solution. Et le seul critére fondé sur les occurrences de
constantes n’est pas suffisant pour montrer que cette équation n’a pas de solution. La relation = a pour
but d’enrichir ce critére pour tenir compte d’informations structurelles sur les termes. Cette relation est
définie inductivement de la maniére suivante :

1. aty ...ty = auy ... u, si pour tout i € [1,n], t; = u;

2. Art = drusit=u

3. Xty...tn = usi UL, At(t;) € At(u) et si pour tout i € [1,n] si t; est de type yf, ,; — 7" il existe

C;[] et u; tels que :

(a) u = C;[u;] et u; de type
. %= u; ot t', est la forme normale de ¢; X% ... X! et ol pour tout j € [1, p;] X% est une nouvelle
b) ¢ u t} est la fi le de ;X7 ... X], et tout 1,pi] X est 11
inconnue.

Lemme 5.7 Si l’équation de filtrage t L w admet une solution alors = u.

Démonstration. On procéde par induction sur la structure syntaxique de ¢ :
Casl:t=aty...ty,out = A\v.t/

dans ce cas la conclusion provient directement de ’hypothése d’induction.
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Cas 2: t =Xty ...t,

comme ’équation posséde une solution, il existe une substitution o telle que (Xt ...t,).0c =g, u. Si on
utilise une nouvelle inconnue Y, qui est hors du domaine de o, alors le terme

(th e tklekthrl .. .tn).O'

a pour forme normale le terme vy, et vx = Cp[Yyw} ... wf, . Siwy est la forme normale de (tx.0)w} ... wk ,

alors la forme normale de v[Y} := t;.0] est Crlwi] et on a donc Cilwy] = u. Si on note ¢, la forme

normale de ;X% ...X* | il existe une solution & l’équation ¢} Z wy, cette solution est la substitution

TTTPR?
oo ([X¥ := wl]iep p,))- Ainsi par hypothése d’induction on a ¢}, = wy. Or cela est vrai pour tout k € [1,7]
et donc on a bien que ¢ > u. O

Afin de se rendre compte que ’on peut vérifier en temps polynoémial que les termes ¢ et « d’une équation
de filtrage linéaire dans le A-calcul simplement typé vérifient cette relation, il suffit de programmer cet
algorithme en utilisant un tableau dont les colonnes sont indexées par les sous-termes de u de type
atomique et dont les lignes sont indexées par les sous-termes de ¢. On note dans chaque case quels sont
les sous-termes de t, appliqués & de nouvelles inconnues dans les cas ol cela est nécessaire, et de u qui
sont mis en relation par >=. Pour remplir ce tableau on commence par les plus petits sous-termes de t et
de u et on remonte. On peut ainsi vérifier que I'on peut voir si ¢ 3= u en O(|t||u|?).

Bien entendu, il est assez simple de trouver des cas pour lesquels ¢ = u et ’équation ¢ 2 wne posséde
pas de solution. Ainsi ’équation

2

X(Az.a(b(x)))(Az.a(b(z))) = c((Az.a(b(x)))(Az.b(a(z)))

ne posséde pas de solution alors que ’on peut vérifier que ces deux membres sont en relation par »=.
Ce critére nous sera utile pour réduire également l'indéterminisme de ’algorithme d’analyse incré-
mental que nous aborderons plus tard.

5.2 Calcul des descriptions syntaxiques

5.2.1 Présentation

Dans cette partie, nous allons introduire un systéme formel, le calcul des descriptions syntaxiques, qui
nous permettra de définir un algorithme de résolution d’équations de filtrage efficace basé sur la technique
de tabulation. En méme temps, cet algorithme nous donnera une vision plus précise de la complexité du
filtrage dans le A-calcul linéaire. I1 nous permettra de caractériser des ensembles de problémes dont la
résolution s’effectue en temps polynomial. Pour cela nous définissons une nouvelle notion, les descriptions
syntaxiques.

Dans ce qui suit, nous travaillerons dans une signature ¥ = (C, A, 7).

Définition 5.6 L’ensemble des descriptions syntaziques sur la signature X est donné par la grammaire
suivante :
Du={Tx:Za} | D—oD|VV:I4.D

Définition 5.7 On appelle type sous-jacent d’une description d le type d défini inductivement par :

1. {t:a} =«
2. dy —ody=d; —ody
3. Vx:ad=d

Définition 5.8 Un contexte de descriptions est un multi-ensemble de descriptions. Etant donné un multi-
ensemble d’indices S, nous noterons dg le contexte tel que pour tout k, ds(dy) = S(k).

Définition 5.9 L’ensemble des variables libres, F'V (d), d’une description d est définit inductivement
par :
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1. FV({t:a}) = FV(t)
2. FV(dy —odg) = FV(dy) U FV(ds)
3. FV(Vz: a.d) = FV(d)\{z}

Notation 5.1 Etant donné un multi-ensemble de descriptions A = dy,...,d,, nous noterons FV(A)

l’ensemble de variables U Fv(d

i=1

Définition 5.10 Un contexte d’assignation de descrzptzons a des wvariables est un ensemble de paires
z :d ou = est une variable et d est une description. Etant donné un ensemble d’indices S = i1, ..., in,
nous noterons xs : dg le contexte x;, : d;,,...,x;, : d;

n n*

Définition 5.11 Etant donné un contexte d’assignation de descriptions a des variables T’ = T(1,n] * A[1,n)s
on note T lensemble de variables {z1;...;2,} et T le contexte dy, ..., d,.

Définition 5.12 Etant donné un contexte I' =z : d, et un type o, nous noterons ¥z : o.I' le contexte
xp : dy avec :

J - { Vo @ a.dy six € FV(dy)
E7 dy, sinon
k

Définition 5.13 FEtant donnés deuz contextes d’a_ssignation de descriptions o des variables Ty = x1 :
di,...,Tp :d, et 'y = Y€, .., Ypep, siI'1 NIy = 0 alors on note I'1, Ty le contexte x1 : dy,...,2n
dn, Y1 : 61, cesYp i ep. A chaque fois que nous écrirons I'y, Ty, nous supposerons que I'1 N Ty = (.

Définition 5.14 Nous noterons I';TV; A bp t : d les séquents du calcul des descriptions syntaziques, ot :
1. T et I"” sont des contertes d’assignation de types o des variables
2. A est un contexte d’assignation de description a des variables.
8. T =FV(d)\FV(t)
4. TV =FV(d)NFV(t)
5. A=FV(t)\FV(d)
On dit qu’un séquent I;TV; A Fp t - d est dérivable si il vérifie ces propriétés et si il peut étre dérivé avec
les régles de la figure 5.2.

Notation 5.2 Etant donné un contexte d’assignation de types (resp. descriptions) & des variables T' =
1:d1,...,&y ¢ dy, et un ensemble de variables V inclus dans {x1,...,z,}, on note Ly le contexte :

{z:dlx:deT etxeV}
Définition 5.15 On associe 4 une description syntazique d dans un contexte d’assignation de types a
des variables T tel que FV(d) =T un ensemble de \-termes [d]r défini inductivement par :
1. [{t:a}r ={v[T' Fp v: « est dérivable et v =p t}
2. [di —o da]r = {v|Vw € [[dl]]F\FV(dl)'Uw € [[dg]]F‘FV(dz)}
3. [Vx : adr = {v|VAVw.ANT =0, A+p w est dérivable et v € [d[x := w]]ar}
L’ensemble [d] est appelé sémantique de d.

Définition 5.16 Etant donné un séquent I';T; Tt dpn Fp t:d, on dit que ce séquent est valide si
pour toute famille de termes (ty)rep ) telle pour tout k € [1,n], tp € [d] alors t[xy =

tkli=y € [drr-

F\FV(dk)’F\,FV(dk)

Lemme 5.8 Correction Si le séquent I';T; A bp t : d est dérivable alors il est valide.
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Reégles de construction des descriptions

I'kpt:a I'tFpdy: Type T'1,T'sbpds: Type
FFD {t:a}:Type 1"1,1"2 l_D d1 —odg:Type

I'z:abkpd: Type
I'p Va:a.d: Type

Reégles de construction des termes

Régles d’égalité

Fkypt:a I;To,z:0AFpt:{u: 5}
Ref A-eq
5Ty Fpt:{t:a} I';To; Ve aAbp Azt {zu: a— 3}
I'i;Tos;Arbptri{vi:a— 8} TsTg; Ao bp ity {ve: a} A
pp-€q
1,359, Ty Ay, Ag Fp tita{vivs - B}
Reégles logiques
I'kp d: Type
Ax-desc
Iiox:dlFpx:d
Fl,ZCZOé;FQ;AI_DtZd Fl;FQ;A,dell_Dfidg
V-desc A-desc
'y TV :aAbpt:Ve:ad 'y To;Abp Axt i dy —ods
;Do ArbEptyidy —ody D'g;Ta;Agbp e idy
App-desc

I\Ty; T2, Ta; A1, Ao Fp tita : do

F1G. 5.2 — Calcul des descriptions syntaxiques
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Démonstration. Ce lemme se démontre par une induction directe sur la dérivation de I'; T'; A Fp ¢ : d.
O

Ce lemme de correction donne une sémantique aux descriptions. A travers elle, les régles qui définissent
le typage de A-termes linéaires se comprennent mieux. Le systéme de typage des descriptions est un moyen
abstrait d’exprimer des égalités modulo [-conversion entre des A-termes du méme type, en supposant
Iexistence de termes ayant certaines descriptions. Les termes dont ’existence est supposée sont les va-
riables auxquelles sont assignées des descriptions par le contexte. Dériver le séquent I'; TY; A bp t: {u: o}
revient & montrer que si il existe des termes correspondant aux descriptions associées aux variables de A,
alors en les substituant dans ¢, on obtient un terme S-équivalent & u. On peut dire que ¢ et u sont égaux
dans le contexte I';T”; A. Les régles d’égalité s’expliquent directement & travers cette métaphore. Si ¢;
est égal & u; dans un certain contexte et que o est égal & us dans un autre contexte alors t1t, est égal &
uruz dans la réunion de ces contextes. Il en va de méme pour ’abstraction et la régle de réflexivité.

Les régles logiques du calcul des descriptions correspondent & celles du A-calcul linéaire simplement
typé et sont sans réelles surprises. Le systéme présenté ici est une version simplifiée d’un systéme plus
général. En particulier, nous avons supprimé la régle de quantification universelle & gauche et ’avons
incorporée directement dans les régles V-desc et A-eq. La raison pour laquelle nous avons procédé ainsi
est que le systéme de la figure 5.2 est trés proche des algorithmes pour lesquels nous avons défini les
descriptions. A notre sens, il aurait été inutile d’entrer dans les détails du systéme plus général d’autant
plus qu’il est assez facile de s’en faire une idée précise a partir de la figure 5.2.

Cependant, pour ne considérer que des égalités qui contiennent le plus d’information sur la fagon dont
un terme se réduit & un autre, nous introduisons la notion de description compléte.

Définition 5.17 On dit qu’une description d est sous forme [-normale n-longue si :
1. d={t: a} et t est sous forme S-normale n-longue.
2. d=d; — ds et dy et dy sont des descriptions sous forme (-normale n-longue.
3. d=Vx:a.c et e est une description sous forme B-normale n-longue.

Définition 5.18 Etant donnée une description d, {u : o} est appelée la conclusion de d si :
1. d={u:a}
2. d=dy —o dy et {u: a} est la conclusion de do

3. d=Vz:a.e et{u:a} estla conclusion de e.

Définition 5.19 On dit qu’une description d est compatible avec {t : 5} si :

1. sid=dp —o {u:a} etsit=Clul.

2. sid=Vx:.e et siil existe une variable y telle que e[x := y| est compatible avec {t : 5}.
Définition 5.20 On dit qu’une description d est compléte si elle est sous forme B-normale n-longue, si

d = VT[] T Q[ p]-€[1,n] —© {t : a}, si pour tout i € [1,n] e; est compatible avec {t : a}, si a est un type
atomique et si e; est compléte.

Pour se servir des descriptions syntaxiques, il faut qu’elles puissent modéliser les égalités que 'on
veut. Comme en général nous cherchons & résoudre les équations modulo gn-conversion, nous allons voir
que les séquents dérivables qui utilisent des descriptions complétes et qui typent des termes sous forme
n-longue sont stables par S-expansion. Cela est suffisant car nous avons vu que deux termes étaient égaux
modulo (7 si et seulement si leurs formes 7-longues étaient égales modulo 3.

Lemme 5.9 Etant donnés une liste d’indices S, un terme v sous forme [(-normale et n-longue, une
famille de variables (xs)recs, une famille de types (ar)res et un type atomique 3, si le séquent Tg —as Fp
v : 3 est dérivable, alors il existe une famille de descriptions complétes (d;),ecs telles que pour tout j € S,
il existe une liste C; C S\{j} telle que le séquent :

To; Qg vy o Fp g 17 d;

est dérivable et que pour toute partition P = {S1;S2; S5} de S, si on pose :
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op = [k = T |kes,

ﬁp = )\CL‘_Sd’U

- djp =VT5;nc,; T AsnC;-dj

dp =VTs; T as,.ds, — {v: f}

5 ap=ag, —f0

e v o~

les séquents suivants sont dérivables :

Sl = xSIUSQ : 0451USQ; S d'P FD X Tn: {t'P : Q'P}

Sy = z'sl t 05,3 TS, | 05,8, tdg, p.opptp i dp.op

S3 =, 1 as,;Ts, Q5,3 x5, ds, p.op Fp tp {tp.op : ap}

Démonstration. Nous procédons par induction sur la structure de v; comme v est de type atomique
nous avons que v = ;1 ...v,. Soit P = {S1;52; S5} une partition de S, alors pour tout i € [1,n] et
j €[1,3], on définit : _

Si = {klk € Sj Nxp € FV(vi)}

et .
si=Jsi
j=1

On remarque que {S';...;S™} est une partition de S\{;} et que pour &k € [1,3], {S};...; S} est une
partition de S\ {j}.

De plus z; est de type «; et v est sous forme n-longue on a forcément o; = 7 ,,) — 8. Enfin, pour
les mémes raisons, v; est de type v;, v; = /\z_slg.wi et v; = ag; — 0.

Nous avons ainsi que Tgi_s; © aisius; Fp w; @ 0; et donc par hypothése d’induction il existe une famille
(e1)iesius: telle que pour tout [ € Stu 8! il existe une liste B; C (S° U S!)\{l} telle que le séquent :

Tp, cop;xog;-Ep a7 e

est dérivable et pour toute partition P; = {P}; Pi; Pi}, si on pose :
L op, = [zk := 2} ]pep;
2. di,p, = VTP Tapd)
3. ep, = VTping, © Oping,-dp; — {v.op, : Bi}
4. tp, = ATp;-w;
5. yp, = ap; — i

les séquents

Tt QupisTp; : Apg;Tpi © €pi p,-0p, D tp, : dp,.op,
1

et

Tpi Qi Tpy T Op;; Tpi © €pj p, 0P, Fp tp, - {tp,.op, : vp, }

et
Tpinp; - Opiopg; %t dp, o ai 17 {te, e}
sont dérivables.
Si on pose
1. Pi={S%; S5 5!} (avec Si = St U S%)
2. Ps = {Si; Si; 8!} (avec Si =S4 U Si)

on obtient que :
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1. tp{- = )\x_S;wz = = t'PZi

2. Ypi = Vi = Vpi

3. pour tout € S*U S €;,pi = €;,pi, NOus noterons d; cette description.

4. d'pli = dpé-, nous noterons f; cette description et f! et f? les descriptions fi.opé et fi.apg

Aussi, d’aprés ce qui précéde, en instanciant la partition P; par P! et Pi, on obtient pour tout
[ € S"US! la dérivabilité de :

T, ¢ O3 Tsp sy vyt dsy.opp b v S (5.1)

Ty ¢ 05y Ty ¢ sy sy < dspopy o v S (5.2)
W; m,m Fp v; s {viopi Ty} (5.3)
m; W,m Fp i {viops i} (5.4)
Tgi i Qgi; % fitp zi T {vi v} (5.5)

On remarque tout d’abord que, comme la famille (S*)c(1 , est une partition de S\{;}, pour tout
1 € S\{j}, le séquent :
Tg, tap;xia;-Fpap e

est dérivable. La dérivabilité de ce séquent implique celle du séquent :

Tpns,  OBns;, Ts) Qs x i aq;-bp a1 e
a partir de laquelle, en utilisant la régle d’abstraction universelle, on obtient la dérivabilité du séquent :
Tpns; apns; ooy Fp a1 d

11 nous suffit donc de poser C; = B; N S, pour vérifier la premiére conclusion pour tout [ € S\{j}.
I nous reste & trouver d; et C; puis & vérifier les autres conclusions.

On pose dj = f1,,) — {v: B} et C; = S\{j}.

Dérivabilité du séquent Tc, : ac;;z; : a5 Fp oy T7:d;j -

Le séquent -5 : ;- Fp xj : {x; : o} est dérivable, or aj = 7]y ) — [ et donc :
5@y ag; - Fp wg i {xy A — B)
est dérivable. Par ailleurs, nous avons vu (séquent (5.5)) que pour tout i € [1,n], le séquent :
Tgitagi; 52t filbp 2 17 {vi cvi}
était dérivable; par conséquent, en utilisant n fois la régle d’application, on obtient que :
T\ - O\ %5 ¢ 0 2m) ¢ S Fo 220 17 ooz 17 {mgjur . ovn 2 B

est dérivable.
Finalement, en utilisant n fois la régle d’abstraction on a la dérivabilité de :

T\{} O\ 25 1 ogi- b X2, 17 2 fue) — {v: B}

Dérivabilité de S; :
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On a bien évidemment la dérivabilité du séquent :
Tsiag;x:ds, —{v:B}Fpx:ds, — {v:p}
comme par ailleurs, pour tout k € Ss, nous avons la dérivabilité du séquent :
sxkag; - Fpag 17 dg

en utilisant autant de fois que nécessaire la régle d’application, on obtient la dérivabilité de :

T5,US, © W8,0U5,; L5, © Qg5 & ¢ d_g,s —{v:B}Fpxxg, T:{v: [}

et finalement 1’utilisation de la régle d’abstraction sur les variables de S5 nous donne le résultat :

5,08, » WS,US,; 3T : VTg, - 0453.d_53 —{v:B}Fp 1 {ATg;v:ap}

puisque dp = VT3, T as,.ds, — {v: 3}

Dérivabilité des séquents S; et S3 :

Dans ce qui suit, nous noterons ¢’ la substitution [zy := 2} ]res,us;-
Pour obtenir ces résultats, il nous faut distinguer trois cas suivant que x; est dans Sp, S ou S3 :

x; est dans S

Dérivabilité de S :
Nous avons la dérivabilité du séquent :

TG USauss | VS1US»USs; 5T 1 flie) —o {v: B}.o' Fpxj: frn — {v: B}.0’

cela revient & avoir la dérivabilité du séquent :

7 . e / ) I
TG USyUSs | S1US2USs} 5 T dj.o' Fp x;j: f[l,n] — {v.o’: 5}
Par ailleurs, nous savons que pour tout i € [1,n], le séquent :

R e . ) a2
:L'SZL : OCSZL,ZCS% : aS;"TS}L : dsi.(fl '_D v; - fz

est dérivable.
De la sorte, en utilisant n fois la régle d’application, on obtient que :

P P — .
T s, ¢ S1US3 TS, © 555 TS\ {j1USs * dsi\{j}uss-0 > Tj + dj Fp 20 n) : {v.0’ 1 B}

est dérivable. Or ce séquent n’est autre que le séquent,

o a——— ’.
1‘%1US:5 D 8,USs; TS, § S, LS, USs | ds,uss-o’ Fp v {v.e’ B}
En appliquant la régle de A-abstraction a la famille de variables (z)kes, on a que :
- - _ .
T Us, ¢ OS1US5 TS, ¢ 05,3 sy < ds, .0’ Fp tp i (ds, —o {v:B}).0

est dérivable.
Finalement, en utilisant la régle de quantification universelle sur la famille de variables (z},)res, on
conclut que :
— kS —_— k8
xh o LT TRt g di,p.op YFptp i dp.op
est dérivable.
Dérivabilité de S3 :
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Nous avons la dérivabilité du séquent :
m,m; sxjdj.opbpxjidjop
ce qui revient & la dérivabilité du séquent :
m,m; sxydj.op Fp :m —o {v.op : B}
Or nous avons vu (séquent (5.2)) que pour tout ¢ € [1,n] le séquent :

/ . T v . 3 . 2
Tgi t Qg3 Tgi T Qi3 Tgi tdgi.os bp vt f

est dérivable.
On peut appliquer n fois la régle d’application et on obtient la dérivabilité de :

T Qs T5,08; ¢ 05,0855 TS\ {5} | dsi\{j}-OP>Tj : dj.op Fp TV 5 {v.op : B}
ce qui revient & avoir la dérivabilité de :
T, 18,3 TSHUS;s | 5,855 LSy ds;.0p Fp v {v.op : B}
Finalement on conclut en effectuant les abstractions des variables de Sj3 :

T s, T5, T A5, T8, fds, p.op bp tp i {tp.op i ap}

x; est dans Sy

Dérivabilité de S, :
Nous avons que - x; : ay;-Fp @ : {x; : Y] B} est dérivable.
De plus nous avons vu que pour tout i € [1,n], le séquent :

T gy Ty © sy T tdgi.of Fp v;t {vio] sy}

est dérivable.
En utilisant n fois la régle d’application, on obtient donc que :

- ,
1‘%1US:5 D 8,US5; TS, S, TS, USs | ds,uss-o’ Fp v {v.e’: B}
En utilisant la régle d’abstraction sur la famille de variables (zj)res, on obtient la dérivabilité de :
- - _ )
TG Us, ¢ 0810853 TS, | 05,3 sy < ds, .0’ Fp tp i (ds, —o {v:fB}).0

Finalement, on conclut en utilisant la régle de quantification universelle sur la famille de variables
(T ks, :

x’Sl tas,; TS, L Qs,; s, tds, p.op Eptp i dp.op
Dérivabilité de S3 :
Nous avons que -;x; : ay; - Fp @ : {x; : Y[1,n] —o [} est dérivable.
De plus nous avons vu que pour tout i € [1,n], le séquent :

Tgi gy Ty © Qg3 Ty dgi.o5 bp vi : {vi.05 0y}

est dérivable.
En utilisant n fois la régle d’application, on obtient donc que :

T, 1 Qs TS,08; ¢ O8,0855 28, | ds,.op Fp v {v.op: B}
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En utilisant la régle d’abstraction sur la famille de variables (z)kecs, on obtient le résultat :

T s, TS, s, s, ds, p.op Fptp i {lp rap}

x; est dans S3

Dérivabilité de S :
Nous avons la dérivabilité du séquent :

- . / s /
T s, | AS1USs; 5T 1 dj.0’ Bp a1y —o {v:B}.o
cela revient & avoir la dérivabilité du séquent :
/ . - . .orl /.
TG s, P AS1USs; 5T L dj Fp Ty f[l,n] —o {v.o’ : 5}
Par ailleurs, nous savons que pour tout i € [1,n], le séquent :

/ . I vEsa L. . 7 L. 1
:L'Si : Oési,lﬂsé : aS%"TSZL : dsi.a'l l_D v; ot fz

est dérivable.
De la sorte, en utilisant n fois la régle d’application, on obtient que :

v . . D I
T's, 08, ¢ 81085 TS, T OS5 T5,085\ (5} | 451085\ {5}-0 L)+ dj Fp TV ) {v.0’ B}

est dérivable. Ce qui revient & avoir la dérivabilité du séquent :

- ,
foHUSs c (XS US3; TSy - XSy TSUSy - dsluss.dl |_D v {U.O‘ : ﬁ}
En appliquant la régle d’abstraction a la liste de variables (zy)res, On a que :
- . - =— 1 7 . /
T Us, | OUS1USs TS, ¢ 0055525y ds, .0 Fptp i (ds, —o {v:fB}).0

est dérivable.
Finalement, en utilisant la régle de quantification universelle sur la famille de variables (2}, )res, on
conclut que :

x’sl t s3T5, | 05, xs, ds, p.op Fptp idp.op

est dérivable.
Dérivabilité de S3 :
Nous avons que -;z; : ;- Fp 2 : {x; : Y1) —o [} est dérivable.
De plus nous avons vu que pour tout i € [1,n], le séquent :

Tgi Qg3 Ty © Qg3 Ty dgi.o5 bp v {vi.o5 1y}

est dérivable.
En utilisant n fois la régle d’application, on obtient donc que :

T, 18,3 TSHUS; | 5,US55 LSyt ds;.0p Fp v {v.op : B}

En utilisant la régle d’abstraction sur la famille de variables (x)kecs, on obtient le résultat :

T Qs TS, 05, TS, ¢ dsy p.op Fp Mp i {tp tap}
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Corollaire 5.1 Etant donné un terme v sous forme 3-normale n-longue tel que I' Fp v : o est dérivable.
1l existe une description compléte d telle que les séquents suivants sont dérivables :

sTy-Fpo:d
isax:dbpa ™ {v:a}

Démonstration. Sil =Tg, :ag,, et si v = ATg,.w et a« = ag, — [ avec [ atomique. Il s’ensuit que le
séquent :
T$,0S, t as,us, Fw: 3

est dérivable.
D’aprés le lemme précédent il existe une famille de descriptions complétes (di)kes,us, telle que pour
tout i € S7 U Ss, il existe C; C (S1 U S2)\{i} tel que :

Tc, tQc,;Ti o - Fpx; T d;

est dérivable; et que pour toute partition P = {Py, P>, P3} de S1 U Ss, si on pose :

. A
op = [Tk := T ]kep,
djp =VTr,nc, * apnc;-dj

. dp =V7Tp, Tap,.dp, {w: B}

. ﬁp = )\Ew

oo e

5. ap = Qp; —° ﬁ
alors les séquents suivants sont dérivables :

.T/Pl AP TP, PP, Xt dpl,p.a’p l_D tp : dp.O’p,

TpUp, : OPUPy; 52 dp Fp o 17 {tp 1 B}

En particulier si on pose P = {-;51;52},on a:

1. op = Id,

2. tp = A\zg, : ag,. w =,

3. dp = VTs, Tas,.ds, — {w: f}

4. ap = a.
Il s’ensuit donc que les séquents :

5 TS, T Og ;- Fp v dp,
et
Tg, rag;sx:dpbFpa ™ {v:a}l

sont, dérivables.
Comme I' = Tg; T ag;, on peut conclure que les séquents :

5T Fpoidp,
et
Dise:idpbpal™{v:a}
sont dérivables. Il suffit donc de prendre d = dp. O

Lemme 5.10 Soient t1 et to deux termes tels que x € FV (t1) et t1[x := 2] est sous forme 3-normale et
n-longue; si T b t1[x := ta] : [ est dérivable, alors il existe une description compléte d et trois contextes
'y, 'y et '3 tels que :

1. T =T,,T5,T3
2. Ty = FV(ty)
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3. I's;T'y;- Fp ta 17 d est dérivable
4. T1;T09, Ts;x - d Fp t1{t1[x :=t2] : B} est dérivable

Démonstration. On procéde par induction sur la structure syntaxique de t; :
Cas1:t; =Ay.t)

dans ce cas 5 =1 —o By et T,y : B1 -t} : Ba, on conclut par hypothése d’induction qu’il existe e, 'y, T's
et I's tels que :

1L Dyy: B =111,

2. T = FV(t)

3. '3y, Tg;z:ebp ty : {t) [z :=t2] : B2} est dérivable
4. I'3;Tq;- Fp o @ e est dérivable

Il y a ensuite deux possibilités, ou bien, y € FV(e), oubien y ¢ FV (e). Dans le premier cas I's = I's,y : 51
et alors de la dérivabilité de
3Ty Fpiace

on tire celle de :
Fg;l—‘l;- Fpto:Vy: [Gre

puis comme
[T, sz ebp t) : {th[z:=ta] : B}

est dérivable,
[;T9, T2 :Vy : Brebp Ayth - {y.t) : B1 — Ba}
est dérivable. Pour conclure, il suffit de poser d = Vy : 5;.e.
Dans le deuxiéme cas, si « ¢ FV(e) alors 'y =T,y : 1 et comme
[T, sz :ebp t) : {th[z:=ta] : B}
est dérivable,
305, Ta;z e bp Ayth « {wt] 1 31 — Ba}

est dérivable. Pour conclure, il suffit de poser d = e.
Cas2:t1=yvy...vp ety £ x

Comme v est sous forme 7-longue 3 est atomique. De plus, comme x # y il existe un unique k de [1,n]

tel que z € FV(vg). Alors T = Aq,... A,y - @k’[l’n] —o [ et pour tout i € [1,n]\{k}, A; Fp v; est

dérivable et Ay, Fp vi[z := ta] est dérivable. Par hypothése d’induction, il existe e, A¥, AL et A% tels
que :

2. AF = FV ()

3. AR A5 AS 2 dbp v s {vglz i=ta] 1 Bi} est dérivable.

4. Ab; AF; Fp Ty - d est dérivable.

Comme pour tout 7 € [1,n]\{k} A; - v; : 3; est dérivable, il s’ensuit que
A Fp v {vi s Bi}

est dérivable. De méme, le séquent

Y Bpm — B Fpoy:{y: Bun — B}
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est dérivable. Par application successive, on obtient que

A’f;m, AS ARz dEp YO ] YA = ta] .. vt B}
est dérivable. Pour conclure, il suffit de poser d = ¢, I'y = A}, Ty = A )\ (1}, AS et I's = Af.
Cas3:t1 =zv1...0,

Dans ce cas I' =T'1, Ay, ..., A, et I'; = FV(t3) et pour tout i, A; Fp v; : 3; est dérivable.
D’aprés le corollaire précédent, il existe dy, ..., d, tels que :
A Fp vt d;
et
Aji g di bp o 17 {wg 2 B}

sont dérivables.
On pose d = dj1 ,,) — {t2U1 ) : B}, il s’ensuit que :

I'isx:dbFpa: d[l,n] —o {tg’l}[l’n] : B}
et par application successive avec les séquents -; A;;- Fp v; : d;, on obtient que

Ly Apnw i dbEp v {taV . B}

est dérivable. Puis, comme ;T'1;- Fp ta : {t2 : Bj1,) — B} est dérivable, il vient que :

L3 D152, : dian) P taxp )1 17 2 {t2U ) - 6}
est dérivable. Et finalement nous pouvons conclure que :
L3315 bFp AT ) 2T, 17: d
est dérivable. 0

Lemme 5.11 Soient t1 et to deux A-termes sous forme n-longue, d une description et x une variable tels
que :

1. z € FV(tl),
2. T;T; A bp ti[z := ta] : d est dérivable

alors il existe une description compléte e, I'1, T'a, T's, Ty, A1 et Ay tels que :

1. T =T1\I'y

2. TV =T9,Ty

3. A=A, A,

4. T1;Tos Ay ziebpty o d est dérivable
5. Dg;Ty; Ag Fp ta e est dérivable.

Démonstration. Nous distinguons deux cas suivant que ¢t; = 2 ou non. Si t; = x alors I; TV; Abp ts : d
est dérivable. On pose e = d et on obtient que I',I”;-;x : e bp x : d est dérivable. Pour conclure, il nous
suffit donc de poser 'y =T, IV, Ty =, T3 =1, T4y =T", A; = et Ay = A.

Dans le cas ot t; # x, on démontre cette propriété par induction sur la dérivation de I';TV; A +p
ti[x := ta] : d. Tous les cas se déduisent immédiatement de ’hypothése d’induction, & 1’exception d’un
cas qui requiert l'utilisation du lemme précédent. Ce cas est celui o I'; T7; A b p ty[x := t2] : d se dérive
de la fagon suivante :
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F/ I—D tl[l' = tg] Zﬁ
T bp tfr = ta] : {t1[x :=t3] : B}

Comme IV Fp ti[z := 2] est dérivable, d’aprés le lemme précédent IV = T}, T, T% et il existe une
description compléte d telle que :

D05, Thsecdbp ty: {t o :=ta] : B}

et
Iy Fpta 17 d

mais comme ty est sous forme n-longue, to = t2 7" et il vient donc que :

Iy Fpita:d
est dérivable. Pour conclure, il nous suffit de poser I'y =T, T's = T4, 1%, I's =T, Ty =T, Ay = - et
Ag = -. O
Lemme 5.12 Soient t1 et to deux \-termes linéaires sous forme n-longue et soit d une description

compleéte, si ;T Abp ty 2 d est dérivable et si ta —g t1 alors T;T'; A bp to : d est dérivable.

Démonstration. Pour démontrer ce lemme, il faut remarquer que si to —g t1 alors to = C[(Az.v1)v2] et
que 1 = Cv1[z := v2]]. Ensuite, on distingue deux cas : celui o C[] = [] et on peut conclure & I’aide du
lemme précédent. En effet, si C[] = [] alors to = (Az.v1)ve et t1 = v1[x := va], il s’ensuit que :

0T Abp vifr :=w0] : d

de plus comme d est une description compléte et que vy est sous forme n-longue (puisque ty = (Az.v1)v2
est sous forme 7-longue), on peut utiliser le lemme précédent. On a donc l'existence d’une description
compléte e et de contextes I'1, I'y, I's, I'y, A1 et Ay tels que :

1. T =T4\I'y

2. IV =T19,Ty

3. A=A, A,

4. I'1;T9; A,z - ebp vy @ d est dérivable
5. I's;Ty; Ag Fp vs : e est dérivable

En utilisant la régle d’application comme suit, on obtient :
I'y;To;Ay,z:ebpor i d
I'i;To; A1 Fp Azavy:e—od T34 A0bFpug:e
['i\Ty; T2, 745 A1, A2 Bp (Azvp)vs : d

Ce qui démontre que I'; TV; A Fp t5 : d est dérivable.
Dans le cas ou C[] # [], on utilise une induction sur la dérivation de I'; TV; A p ¢; : d. Cette induction
est simple et nous ’omettons. (I

Lemme 5.13 (Substitution) Si T'1;T ;A2 cebpt:d et To;Th; Ay Fp u i e sont dérivables alors
T\TH; T, T Ay, Ag bp ta :=u] : d est dérivable.

Démonstration. On procéde par induction sur la dérivation de I'y;T); A,z :ebpt:d. O

Lemme 5.14 Soit (t1)rc[0,n) une famille de termes sous forme 3-normale n-longue, soit (I} )repo,n] une
famille de contextes, soit (a)ie(1,n) une famille de types et soit u un terme sous forme [3-normale n-
longue. Ces familles vérifient les propriétés suivantes :

1 Az 5w} C FV (1)
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2. pour tout k, k' € [1,n], F_z NI, # 0 implique que k = k'
3. pour tout k € [1,n], I') Fp ty : oy est dérivable.

4- Lo, @[ ) - Q1) P to - o est dérivable.

5. u est la forme B-normale de to[zy = ti]}_,

si et seulement si il existe une famille de descriptions complétes, compatibles avec u : o (di)rep,n) €t
une famille de contexte (I't)rep1 n) telles que :

1. F[Ln];ro; L[1,n] * d[l,n] FD to : {u : Oéo} est dérivable.
2. pour tout k € [1,n], T'y;T};- Fp ty : di est dérivable.

Démonstration. Le second sens de I'implication se démontre en itérant le lemme précédent et en utilisant
le lemme de correction. Il nous reste & démontrer le premier sens.
Tout d’abord, comme le A-calcul linéaire simplement typé vérifie la réduction du sujet, il vient que

T, Fh,n] Fp u: ag est dérivable et donc le séquent :

';FO’Ffl,n]V Fpu:{u:ap}

est dérivable.
Comme to[zy, := tg]}'_, —5 u, en itérant le lemme 5.12, on obtient que :

';F07Ff1,n];' Fp tolek = t)peq : {u: oo}

est dérivable.
Ensuite, en itérant le lemme 5.11, on obtient ’existence d’une famille de descriptions complétes
(dr)req1,n et une famille de contextes (I'})re[1,n) telles que le séquent

Fflyn];Fo;x[l,n] : d[l,n] Fpto:{u:ao}
est dérivable et que pour tout k € [1,n], le séquent :
;T bp ty s dp
est dérivable. _

Ce dernier lemme et le lemme de correction nous donne les outils nécessaires & la construction d}’un
algorithme de résolution d’équations de filtrage. En effet, si on cherche & résoudre une équation ¢ = u,
on cherche a trouver des termes ¢y, ..., t, tels que ¢[X; = t1;...,X,, := t,] =g usiu, t et les ¢;
sont sous forme 7-longue. D’aprés le lemme précédent, cela revient & chercher des descriptions complétes
et compatibles avec u di, ..., d, dont la sémantique n’est pas vide et qui permettent de dériver que
)\m.t[Xk = mk]ke[l,n] : d[l,n] —o {u: a}.

5.2.2 Un algorithme de résolution d’équations linéaires de filtrage

L’algorithme que nous nous proposons d’étudier est en fait un algorithme de recherche de dériva-
tion dans le calcul des descriptions syntaxiques. Nous stockons dans un tableau les séquents que 1’on
peut dériver dans le calcul des descriptions syntaxiques. Afin de passer de ce systéme de dérivation &
un vrai systéme de résolution d’équation, il nous faut affiner encore notre approche. Il nous faut en
particulier prendre en compte ’a-conversion. Comme nous voulons prendre en compte les phénoménes
d’a-conversion, nous n’allons plus utiliser ’a-conversion pour identifier des termes ou des descriptions.
Nous allons considérer également que toutes les variables liées d’un terme sont deux a deux distinctes.
De plus si d = Vz : a.d’ et e = Vx : a.e’ alors la variable x utilisée pour construire d’ et e’ est la méme.

Comme nous aurons & établir qu’il existe un terme qui peut étre typé & ’aide d’une certaine des-
cription mais que ce terme nous est indifférent, nous allons étudier le systéme logique associé au calcul
des descriptions par la correspondance de Curry-Howard. Nous ne donnons pas les démonstrations des
quelques lemmes qui suivent car ils s’établissent avec les méthodes habituellement utilisées pour d’autres
calculs.
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I'kpt:« I'kpt:«
1d-sym — Id-ax
Ti{t:a} b {t:a} ;b {t: o}
A, dy Fig da IyAy Fgdy T, TosAg,da g d Sgy € Sa,
- —°D - G
[yA g dy —o dy [, To; A1, A, dy —oday g d
Dyx:a; Al {u: 5} T3 A1 Fig {ug o — B} T3 Ag byg {us : o}
1d-A 1d-app
Ve A by {zu: o — [} I, To; Ay, Ao big {ugusg : B}

Dx:a;Abpd z € DV(dA)
Ve :aAbFp Ve :ad

1d-v

Fi1c. 5.3 — Logique des descriptions syntaxiques

Définition 5.21 On note S; le multi-ensemble des sous-termes de t. Le multi-ensemble des sous-termes
utilisés par une description, Sy, est défini inductivement par :

1. sid={t:a}, Sa=S8;

Sa,\Sq, 81 Sa, £ L, 81 Sa, # L et si Sg, C Sa,

2. Siddlﬂdg,sd{ | sinon

3. sid=Vz:a.e alors Sqg=3S.
Définition 5.22 Soit d une description, d est bien définie si Sy # L.

Notation 5.3 Si A = d|;,,,) est un contexte de descriptions alors on note S le multi-ensemble de termes
n

U Sa.-

i=1

Définition 5.23 Etant donné un contexte de description A et une description d tels que SA C Sq, on
définit deux ensembles de variables :

1. Vensemble des variables utilisées UV (d, A) = {z|z € Sg\Sa}
2. lensemble des variables disponibles DV (d,A) = {z|x € FV(d)U FV(A) ANz ¢ Sa\Sa}

Définition 5.24 Un séquent de la logique des descriptions est de la forme T'; A by d, ou I’ est un
contexte d’assignation de types a des variables et A est un multi-ensemble de descriptions. On dit qu’un
tel séquent est prouvable si il peut étre dérivé 4 partir des régles données par la figure 5.3.

Lemme 5.15 Si ;A by d est dérivable alors pour tout e € A, S, # L, Sqg # L et SaA C Sy.

Démonstration. On procéde par induction sur la dérivation de S =T ;A Fp d :

Cas 1: S dérive de 1d-sym

dans ce cas, A = {t: a} et d={t: a} et SA = S4, ce qui nous permet de conclure.

Cas 2: S dérive de 1d-ax

dans ce cas, A = - et - = (); la conclusion est évidente.

Cas 3: S deérive de 1d-—p
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dans ce cas, S = ;A kg di —o dy et S dérive de T'; A dy F1q do. Or par hypothése d’induction,
pour tout e € A, S, # L, Sy, # L et Sy, # L et Sa,Saq;, C Sy,- Il s’ensuit que Sy, C Sy, et donc que
Sa = Sy —d, # L. De plus, Sa C 8d2\8d1 =S4, —ody-

Cas 4: S dérive de 1d-—o¢

dans ce cas, S = I'1,['9; A1, A9, dy — da kg d, Sq; C Sa, et S dérive des séquents I'1; A1 Fp
di et T'1,T9;As,ds g d. Par hypothése d’induction, on obtient que pour tout e € Ay, Ay S # 1,
Say, # L, 84, # L Sqg # L, SA, C Sy, et Sa,,Sq, € Sy. Comme Sy, C Sy,, Siy—od, # L. De plus
SALsSAys Sdy—ody = SA,SAySdy \Sdy, or comme Sa, C Sy, et Si; C Sayy Say, San \Say C Sq,- De 1a
vient que Sa,,SA,,Sd;—ody € Sa,,Sa, C Sq.

Cas 5: S dérive de 1d-)\

dans ce cas, S = I';Vz : a.A by {Azu @ o — 8} et S dérive du séquent T,z : a5 A g {u : 5}
Par hypothése d’induction, on a que pour tout e € A S, # 1L et SA C S,. De plus Syz.a.An = Sa et
Srz.w = Su, Az.u et on peut conclure.

Cas 6: S dérive de ld-app

dans ce cas, S =T'1,T9; A1, Ao Fig {ugus : @ — B} et S dérive des séquents I'y; A Fig {ug : @ — 5}
et T'a; Ag g {usa : a}. Ici, on conclut directement grace a ’hypothése d’induction.

Cas 7: S dérive de 1d-V

dans ce cas, la conclusion vient immédiatement de I’hypothése d’induction.
O

Définition 5.25 Un séquent I';TV; A Fp t: d est dit complet si d est une description compléte et si pour
tout x : e € A, e est une description compléte.

Lemme 5.16 Si les séquents complets T'1;T;A1,2 :eabpt:d et To;T%; Ag bFp u i eg sont dérivables
et si FV(e1) C FV(ea) alors T1\I'y; T, T A1, Ao,y e1 —o ea bp tlx :=yu] : d est dérivable.

Démonstration. Comme FV(e;) C FV(ea), il existe I'y tel que I'y; 5y : e1 —o ea Fp y 1 e1 —o es
est dérivable. Ensuite on obtient que T'J\I'5;T%; Ag,y : e1 — ea Fp yu : es est dérivable. Puis par
Papplication du lemme de substitution on obtient que T'1\I'5; T, T%5; A1, As Fp tlz = yu] : eq est
dérivable. O

Lemme 5.17 (E‘limination des coupures) SiT'1; A1 Fpe et T'1,T9;Ag, e biq d sont dérivables alors
Iy, To; Ay, Ag byg d est dérivable.

Démonstration. Ce lemme se démontre de la méme fagon que pour la logique linéaire, par induction sur
la dérivation de I'y,I's; Ao, e g d. O

Lemme 5.18 (Correspondance de Curry-Howard) Le séquent I'; A 14 d est dérivable si et seule-
ment si il existe un terme t tel que I'py(q.ay; Tuv(a,ay; A’ Fp t: d est dérivable, avec A’ = A.

Démonstration. Dans un sens comme dans ’autre cette équivalence se démontre par induction sur le
séquent dont on sait qu’il est dérivable et en utilisant les lemmes 5.17 et 5.16. O

Nous n’avons pas encore étudié dans le détail la complexité de la logique des descriptions. Mais il
semble qu’établir la dérivabilité d’un séquent soit NP-complet. Cependant il y a quelques heuristiques qui
permettent de simplifier cette recherche de démonstration. Par exemple, certaines régles sont réversibles,
comme 1d- —op et 1d-V. De plus, si on doit démontrer un séquent de la forme I';A Fp {u : a}, ou
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Iyobgd [k d Fpt:a
— Ince,q Var, Ref,,
X diTi ke X o d sulseidbeg o d s Feg b {t o}
Id-var, o, =y IET Ty Ayt {u: B} heq
=Yy o beg i {y o} o ILT; T VYt A beg Azt - {Ay.u: o — G} “
oI D T Ay beg by s {ur t oo — B} 0951193 Tos Th; Ag beg by < {ug = o} A
pp_eqe
01,09; 11y, s Ty, To; T, T oy tata = {urug = 5} !
o1 ;T T A Feg tr d —o e 09393 To; T3 Ag beg ta 1 d
App-desc,,

01,09, 11, Io; T \I'y; T, Thi beg tita s €

oI T A iebegt i d
o ILT T Abeg At ie —od

A-desceq

FiG. 5.4 — Systéme formel de résolution d’équations

bien il y a une description de A dont la conclusion est {u : a} et dans ce cas, on applique la régle
ld- —o¢ sur cette description ou bien 'utilisation des régles 1d-\ et 1d-app est réversible. Par ailleurs il
faut maintenir la propriété énoncée par le lemme 5.15. Tous ces résultats permettent, dans une certaine
mesure, de déterminiser la recherche de démonstration dans la logique des descriptions. Dans le pire des
cas, la recherche de démonstration d’un séquent T';- ;4 d s’effectue en O(2°(?) (0w p(d) est le nombre
de symbole — dans d).

Avant de décrire précisément I’algorithme de résolution des équations de filtrage, nous allons spécialiser
le calcul des descriptions syntaxiques afin qu’il prenne en compte toutes les difficultés techniques qu’un
algorithme peut rencontrer, soit essentiellement les problémes d’a-conversion.

Définition 5.26 Etant donnés deuz ensembles disjoints de variables T(1,n] €t Y[1,n), un contexte de re-
nommage sur ces ensembles est un ensemble 0 = 1 :=y1,...,Ty := Yn, de plus on note ¢ la substitution
[X1 = y15.. .5 Tn = Yn).

Définition 5.27 Un séquent de résolution d’équation de filtrage est un séquent de la forme :
o ILT; T Akt o d

ot o est un contexte de renommage, 11 est un contexte d’assignation de types a des inconnues, I' et T sont
des contextes d’assignation de types 4 des variables et A est un contexte d’assignation de descriptions a
des variables. On dit d’un tel séquent qu’il est démontrable si on peut le dériver & partir des régles de la
figure 5.4

Lemme 5.19 Le séquent 0; X1 ) : @1n); U5 T U0 - €[1p] Feq T 2 d est dérivable si et seulement si il
existe une famille de descriptions (di)rep n), deuz familles de termes (vk)rep,n) €t (Wk)rep,p), et quatre
familles de contextes (U'y)pepin), (T} )kenn], (Ar)rerng, (AL)kepn telles que si o' = [Xy = xp])_,
alors :

1. F;F/;y[l,p] Ye,p T[1,m] ¢ d[l,n] Fbp (t.O’).O'/ . d est dérivable.

2. pour tout k € [1,n], Tk; ;- Fp tr : di est dérivable.

3. pour tout k € [1,n], Ag; Al;-Fp ty : di est dérivable.

Démonstration. Ce lemme se montre par simple induction sur les dérivations en utilisant le lemme 5.18.
O
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Lemme 5.20 Etant donnée une équation de filtrage t Z u telle que, t et u sont sous forme [-normale
n-longue, leurs variables lices sont deur a deuz distinctes et X[y p):ap A1t et A, Aok u:a
sont dérivables, alors -; X[y ) @ a1 )3 Do; Ar; - Feg t: {u: a} est dérivable si et seulement si il eviste une
substitution o telle que t.0 =g u (modulo a-conversion).

Démonstration. Ce lemme est la combinaison des résultats énoncés par le lemme précédent et le lemme
5.14. 0

Lors d’une dérivation dans le systéme formel de résolution d’équations, les substitutions sont entiére-
ment déterminées par les autres contextes.

Lemme 5.21 Si o;ILT T Abegt:d et o, IET; IV A beg €2 d sont dérivables alors o =o',

Démonstration. Ce lemme se démontre par induction sur les dérivations. O

Les figures 5.6 et 5.7 montrent une dérivation dans le systéme formel de résolution d’équations qui
démontre qu’il existe une solution & l’équation de filtrage X (Az1.b(Az2.21 (A\x122.Z2122)22) . b(A\x.cxa)
ol a est une constante de type «, b est une constante de type (o« —o &) —o « et ¢ une constant de type
a — a —o « et les inconnues X et Z ont respectivement pour type (((« — o — a) — o — o) —0 ) —o «
et @« — a — «. Dans cet exemple, afin de simplifier les notations, nous avons enlevé les types des
descriptions atomiques et avons noté {t} la description {¢ : a}. Par ailleurs, dans les dérivations des
figures 5.6 et 5.7 nous n’avons pas démontré le séquent x : «;- b4 e, sa démonstration est donnée par la
figure 5.8.

Avant de décrire formellement cet algorithme, nous remarquons qu’aprés avoir effectué une substitu-
tion, les A-abstractions qui donnent naissance & des (G-redex sont déterminées. En fait elles ne dépendent
pas de la substitution. Aussi, étant donné un terme ¢ qui contient des inconnues, si ¢ = C[v] alors on
distingue en deux catégories les variables libres de v : il y a les variables actives qui seront substituées
par un terme aprés qu’on a appliqué une substitution & t et il y a les variables inactives, les autres.
Dans le systéme formel de résolution d’équations, les variables actives seront systématiquement déclarées
dans le contexte de description alors que les variables inactives seront systématiquement déclarées dans
le contexte de renommage. Formellement, cette distinction est faite par la définition suivante :

Définition 5.28 Etant donné un terme t, on définit a l’aide du systéme de déduction suivant ’ensemble
des variables actives et inactives d’un sous-terme de t :

- (A;I,.’L';.’L"U[Ln]): i€ [Ln]

B EV:it)e (AN FV(0;); 10 EV (i) 00);

(A; I dzwv), i€ [1,n] (A L Axv)f i€ 1,n]
(A5 1, a30)” (A 25 L;0)*

(A L; Xvp ,))s 4 € [1,n] (A z; I; 20 p)f 1 € [1,n]
(ANFV(v); INFV(v;);v:) 7" (ANFEV(v;); INFV (v;);0:)7

Dans le cas ou les variables utilisées pour construire t sont deux & deux distinctes, pour tout sous-
terme v de t, il existe une unique partition A,, I, de FV (v) tel que (Ay; L,;v)§ soit dérivable. Ainsi dans

ce cas, nous noterons A, par Al et I, par It.

L’algorithme que nous proposons mémorise les séquents dérivables dans le systéme formel de résolution
d’équations o; IL T T; A by t : d ot ¢ est sous forme n-longue.

Définition 5.29 On appelle état de résolution d’une équation de filtrage t L w un ensemble de séquents
o ILT; I A Feg v o d tels que les descriptions que A associe G des variables sont des descriptions
complétes et compatibles avec u, tels que d est une description compléte et compatible avec u et tels que
v est sous forme n-longue.



5.2. Calcul des descriptions syntaxiques 73

Définition 5.30 Si H est un état de résolution d’une équation de filtrage t < u, alors H —po HU S si
H —¢q S 0 —¢q est la relation décrite par la figure 5.5.

On peut facilement démontrer que si v est un sous-terme de ¢ tel que S = o;IL T TY; A b vt d est

dérivable alors § = eQ H et S € H et réciproquement. Ainsi, d’aprés le lemme 5.20, I’algorithme que
nous venons de définir est correct et complet. Pour ce qui est maintenant de sa complexité, on peut voir
que cet algorithme est en O(|t||u|t9H1) avec

d= max (p(X:))
i€[1,n]

si X[, est exactement 1’ensemble des inconnues qui interviennent dans ¢. En effet, le nombre de fois
que 'on peut appliquer des régles de ’algorithme dépend seulement du nombre de fagon dont on peut
instancier les descriptions associées aux variables actives du sous-terme de ¢ que type ce séquent (le
contexte de substitution étant unique pour une assignation de description donnée), or le nombre des
instanciations possibles de ces descriptions est O(|u|¢). Il faut également tenir compte du fait qu’il est
parfois nécessaire d’effectuer une recherche de démonstration dans la logique des descriptions, ce qui
s’effectue en un temps au plus de O(|u|?). Concernant ces recherches de démonstration, elles peuvent étre
accélérées en remarquant qu’a chaque fois que le séquent S = o; ;T A ¢, v : d est mémorisé, c’est que
I,TV;- k14 d est dérivable. Ainsi, pour ¢ + d borné on obtient une classe d’équations de filtrage que I'on
peut résoudre en temps polyndmial. En particulier, si on utilise seulement des inconnues dont larité est
bornée par un entier k, comme il n’y a pas de variables actives dans le membre gauche de ’équation, on
obtient que 1’équation de filtrage peut se résoudre en O(|t||u|*). De plus si on déroule 1’algorithme dans
ce cas, on obtient une approche similaire & ’algorithme proposé par [SSS01] pour résoudre les équations
linéaires de filtrage de contextes.

La démarche que nous avons adoptée avec les descriptions syntaxiques n’est sans doute pas particuliére
au A-calcul linéaire et semble pouvoir s’étendre au filtrage dans d’autres calculs. On pourrait par exemple
Iutiliser pour concevoir des algorithmes pour les problémes de filtrage avec des contextes d’arbres d’ordre
supérieur. Pour essayer de résoudre avec une technique similaire des équations de filtrage non linéaires,
nous avons envisagé la possibilité d’utiliser un type intersection, mais cela reste & explorer. La théorie des
descriptions pourrait également étre étendue au A-calcul simplement typé et aux équations d’unification.
Pour cela, il suffit de briser la distinction entre membre gauche et membre droit induite par le filtrage
et autoriser que les descriptions dépendent les unes des autres ainsi qu’une régle de symétrie au niveau
des égalités. Ce champ d’investigation permettrait éventuellement de caractériser de nouvelles classes
d’équations de filtrage ou d’unification que ’on pourrait résoudre efficacement.
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Si pour tout i € [1,n], o3; ;T3 T As bp £y {u; » ai} € H, sit = Clatyy )] siu = C'latip )] et siaa
pour type o[ ,] —° a avec « atomique alors H —, S avec :

S =) )i Tingi T gy Apn) Fo atp = {ati, « o}

Si pour tout i € [1,n], o4; 1L;; Ty T3 As bp s {us s} € H, sit = Clatpy )] siu= C'yup ), sizety
ont pour type Q@i ,] —° « avec a atomique et si I = {x} alors H —., S avec :

S =0 2 = Y5 M) g Ty ¥ 2 @] — @5 Apn) Fo @) {yU) « o}

Sioy:=axILT;T,y:Abkpv:{w: B} e H, sit=Cxw],si u=C[\yw|etsi 2(c)=T" alors
H —¢; S avec :
S=0IT;T;Vy : aAFp Azw: {yw:a—ope H

Si o ILT Yy oA,z :dFpuvie€ H,sit=ClAz.v] alors H —., S avec :

S=0IL;T;AFp Azv:d —e

Si pour tout i € [1,n], oy; ;T3 T A Fp ty 2 dy € H, sit = C[Xt}; ] si u = C'[w], si X a pour type

Q[1,n — « avec « atomique, si w est un terme de type « et si dy, Fra {w : a} est dérivable alors
H —¢; S avec :

S =0 Ui ngi Uiangs Ty s Apn) Fo Xy s {w s af

Si pour tout 7 € [1,n], oy; 11 Ty T3 Ay Fp ti 2 di € H, sit = Clatp ) si u= C'[w], si I ={z},siza
pour type @i ,] — «a avec « atomique, si w est un terme de type « et si dj1 ) Frq {w : o} est dérivable
alors H —¢4 S avec :

S = U[Ln];H[Ln];r[lyn];rflm]; A[Ln],x : d[l,n] —o {w : a} Fp .Tt[l’n] : {’LU : a}

F1a. 5.5 — Algorithme de résolution d’équations de filtrage



r:a;-Fpe ¢S
5 Fig Vre {b(A\z.cza)}) Fig {b(Az.cza)}
55 (Va.e — {b(Az.cxa)}) big {b(Az.cza)}
5 Fig (Ve.e — {b(Ax.cxa)}) — {b(Ax.cza)}
X By Feg Xt (Ve —o {b(Ax.cza)}) —o {b(Az.cra)} 5 Z:a? —o ;- Feg A21.b(A22.21 (AD122. 21 19) 20) ¢ (Vae) —o {b(Az.cra)}

X B2 —o s Feg X(A21.b(A22.21 (AT122.Z7172) 29)) : {b(Az.cra)}

e = ({a} — {a} — {caa}) — {z} — {cza}
ﬁ:(((oﬂ—oa)—oa—oa)—oa)—oa

FI1G. 5.6 — Démonstration du séquent X : 3,Z : o —o ;5 Feg X(A21.0(A22.21 (Av122.Z2122)22)) : {b(Az.cxa)}

sonbrxelufs suorydriosep sep more)) °z'¢

G



sobae xo{at kg {x}
x:a;{x} g {cz} < {a} kg {a}
x:a;{a},{z} Fig {cxa}
x:a;{a} Fig {z} — {czxa}
x:a;- g {a} —o {z} — {caa}
SZia? o qzia;ybeg L {a} —o {x} —o {cza}  viiwy o {a} beg 1 {a}

5Z:a? —ax:a;a i {a) Feg Zay s {x} —o {cwal Sy beg k2 {x) Feg 22 {2}

wZ:a? - ;xa;mc {a), v {x) Feg Zaras : {cxal)
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Tia;-bge wZ:o® ooz :a;x:{a) Feg Avo.Zx129 : {2} — {cza}
STzt eleg 21 e Za? o T Feg AT122.Z2122 @ {a} —o {z} —o {cza}
Z:0? —oriaz e Feg 21(Az122.Z2122) : {2} —0 {cza} Zo =Xy oGy beg 22 {a}

zoi=aZia? o xi a2 ebog 21(A\E120.Z122) 22 : {cxa
) 5y ) q

e Feg b {bra—a} Z:a? oz Ve Feg Az2.21(Ax122.Z2122) 22 : {\x.cxa}

5Za? —o ;21 Ve Feg D(A22.21 (AT122. 21 12) 20) ¢ {b(\x.cza)}

5Za? —o ;e Feg A21.b(A2a.21 (AT 9. Z31 2) 22) : (Vae) —o {b(Ax.cxa)}

e = ({a} — {z} — {cxa}) —o {z} — {cxa}

F1G. 5.7 — Démonstration du séquent ; Z : o —o ;-5 Feq A21.b(A22.21 (AT122.Z7122)22) 1 (Va.e) —o {b(Az.cza)}
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z:a;{z} b {z} z:o;{cxa} g {cza}
kg {a} z: a;{x} —o {cxa},{z} g {cra}
x:a;{a} — {z} —o {cxa},{z} Fiq {cxa}
v @ {a} — {2} — {cra} Fa {2} — {cza}

r:a;-bFge

e= ({a} —{z} — {cza}) — {a} — {cza}

FiG. 5.8 — Démonstration du séquent z : a; - Fig ({a} — {2} — {cza}) —o {z} —o {cza}

7
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Chapitre 6

Décidabilité et complexité de 'analyse

La décidabilité de I'analyse des grammaires catégorielles abstraites est un probléme qui résiste encore.
Dans ce chapitre, nous mettons en rapport ce probléme avec celui de la décidabilité de MELL, probléme
encore ouvert. Nous montrons ensuite que si on se limite & des grammaires catégorielles abstraites lexi-
calisées ou encore aux grammaires semi-lexicalisées le probléme de I’analyse est décidable. Nous étudions
également le probléme de la vacuité du langage d’'une grammaire catégorielle abstraite. Finalement, le
reste du chapitre est consacré a 1’étude de la complexité de I’analyse des grammaires catégorielles abs-
traites lexicalisées et semi-lexicalisées. Cette étude fixe les caractéristiques de complexité de ’analyse en
s’appuyant sur la hiérarchie £(n,m).

6.1 Analyse des gammaires catégorielles abstraites et décidabilité

6.1.1 Analyse dans le cas général

Le fait que les constantes abstraites, briques de base pour la construction d’analyses, peuvent avoir
un type abstrait d’ordre supérieur et sont transformées par le lexique en \-termes linéaires dont le type
peut avoir un ordre plus élevé encore permet d’avoir un controdle trés précis sur la structure des termes du
langage décrit. L’influence de l'ordre de ces types sur la capacité des grammaires catégorielles abstraites
a structurer les langages est illustrée par la fagon dont on parvient & coder les langages réguliers, les
langages hors contexte et les grammaires d’arbres adjoints. Dans le cas des langages réguliers, il suffit que
les types atomiques abstraits se réalisent en des types objet atomiques, afin de passer aux grammaires
hors contexte il faut que les types atomiques abstraits se réalisent en des types objet du deuxiéme ordre,
finalement transformer les types atomiques abstraits en type objet du troisiéme ordre permet d’obtenir les
grammaires d’arbres adjoints. On peut méme dédier certaines constantes abstraites du langage au controle
de la structure des termes du langage en faisant en sorte qu’ils ne contiennent pas de constantes objet.
De plus, l'utilisation de I’ordre supérieur au niveau abstrait permet également de fortement structurer
des termes d’analyse et donc le langage objet. Cette capacité de structuration a un coft; en particulier
P’analyse, si elle est décidable, a une complexité démesurée. Nous allons montrer que si ’analyse des
grammaires catégorielles abstraites est décidable, alors MELL est décidable.

Lemme 6.1 Soit A un ensemble de types atomiques, et ¢ une fonction de Ta dans Z;,) définie par
induction sur la structure des types de T, comme il suit :

pla)=1—o1Vae A
plar —o az) = p(a1) —o p(as) Vai, az € Iy

alors quel que soit o € T4, p(a) est une tautologie de IILL.

Démonstration. Pour démontrer ce lemme, nous allons démontrer une propriété plus forte. Nous allons
montrer qu’étant donné un séquent S on a :

1. si S = p(a1),...,o(an), L ¢ alors S est dérivable

79
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2. 51§ =-F p(a) alors S est dérivable.
On démontre cette propriété par induction sur p(S).

Cas 1: p(S8) =0
Dans ce cas, on a forcément S = ¢ - ¢ qui est un axiome.

Cas 2: p(8) >0et S=-F (o)

Dans ce cas, si « est atomique alors ¢(«) = ¢ —o ¢ est donc S est dérivable. Sia=ay — ..., —
avec [ atomique alors comme par hypothése d’induction, p(a), ..., p(an), ¢ F ¢ est dérivable, on obtient
la dérivabilité de S.

Cas 3: p(S) > 0et S=p(ar),...,p(an), Ltk

Dans ce cas, si o, est une formule atomique alors ¢(«,,) = ¢ —o ¢ et comme par hypothése d’induction
olar), ..., p(an-1),t F ¢ est dérivable, on obtient une dérivation de S de la fagon suivante :

(P(CH), "'790(an—1)7bl_b L

50(051)5 AR w(anfl)v L—o1t, 1l e
Si en revanche «,, = 51 — [, par hypothése d’induction, nous avons la dérivabilité de
So(al)7 ey So(an—l)a (10(62)5 L F L

et de - F ¢(f1). On peut donc conclure en utilisant la dérivation suivante :

(o), ..., p(an—1),0(B2),t kv - F @(Br)
olan), ..., p(an—1),0(81) — ©(B2),tF ¢

O

Nous allons maintenant montrer que si I’analyse des grammaires catégorielles abstraites est décidable
alors MELL est décidable.

Proposition 6.1 G = (21, Xo, L, S) étant une grammaire catégorielle abstraite, la décidabilité de 'ap-
partenance & L(G) d’un terme u implique la décidabilité de MELL.

Démonstration. Nous avons vu que la décidabilité de MELL était équivalente & celle de la dérivabilité
dans sITELL des séquents de la forme !II' - 3 ou 3 est atomique.
Etant donné un ensemble de formules atomiques A et un séquent :

S=lag, ..., la, Frvy

tel que pour tout i € [1,n], a; € T4 et v € A, nous allons construire une grammaire catégorielle abstraite
Gs et un terme objet de cette grammaire ug tels que ug appartient au langage de Gs si et seulement si
S est démontrable.
On pose ¥s1 = (C1, A, 71) avec :
- :{91, agn}
— 71 est tel que 71(g;) = a; pour i € [1,n]
On pose ¥gs 2 = (C2, Az, T2) avec :
- A2 = {L}
- Cy=10
L est défini par :
— pour tout o € A, Ls(a) =1 — ¢
— comme, d’aprés le lemme 6.1, Ls(«;) est une tautologie quel que soit ¢ € [1,n], on peut donc
construire un A-terme non-lexicalisé ¢; de type L(a;) dans X5 2. On pose Ls(g;) = ¢; pour l'un de
ces t;.
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Finalement, nous posons Gs = (Xs,1,%s,2,Ls,7) et us = Az.xz. Si il existe un terme abstrait ¢ de
type v tel que Ls(t) =p, us, alors d’aprés la correspondance de Curry-Howard, c’est que le séquent

lag, ..., lay, F 7 est dérivable. Réciproquement, si le séquent !ag,...,!a, F ~ alors il existe un terme ¢
de type ~y construit sur Xs 1, le terme objet Ls(t) est un terme de type ¢ — ¢ qui ne contient pas de
constante on a donc Ls(t) =g, Az.x = us. O

La recherche de démonstration dans MELL permet simplement de coder le probléme de 1’accessi-
bilité dans les réseaux de Petri. Ce probléme est décidable, mais sa complexité est telle que 'on peut
plutot le considérer comme non-indécidable. 11 serait utopique d’espérer pouvoir le résoudre en un temps
raisonnable. Aussi si MELL s’avérait décidable, la complexité de la recherche de démonstration serait
trop importante pour qu’elle puisse étre effective. On peut considérer que ’analyse des grammaires ca-
tégorielles abstraites est au mieux non-indécidable au méme titre que ’accessibilité dans les réseaux de
Pétri.

Nous avions conjecturé que la réciproque (c’est-a-dire, le fait que la décidabilité de MELL implique
celle de I’analyse de grammaires catégorielles abstraites) était vraie, mais nous n’étions pas parvenus 4 le
démontrer. Récemment, en collaboration avec Matoko Kanazawa, Philippe de Groote et Ryo Yoshinaka,
ce résultat a pu étre démontré.

6.1.2 Analyse dans le cas lexicalisé

Il reste cependant que le but premier des grammaires catégorielles abstraites est de modéliser les
langues naturelles. Or la bonne construction des phrases d’une langue tient essentiellement aux mots eux-
mémes et aux interraction qu’ils entretiennent les uns avec les autres. Ainsi pour modéliser les langues
naturelles, n’y a-t-il besoin que de “grammaires lexicalisées”. Ces grammaires sont celles dont toutes les
constantes abstraites sont lexicalisées. De maniére assez évidente, ’analyse de ce type de grammaires
catégorielles abstraites est décidable.

Proposition 6.2 L’analyse des grammaires catégorielles abstraites lexicalisées est décidable.

Démonstration. Soient X1 = (C, A1, 71) et Xo = (Ca, Aa, 72) , deux signatures et G = (X1, Xa, £, S)
une grammaire catégorielle abstraite lexicalisée, et u un terme de Yo de type L£(S), pour montrer la
décidabilité de I'analyse dans G, il nous faut remarquer que si il existe un terme t de type S tel que
L(t) =py, u alors, t contient moins de constantes que u. En bornant le nombre de constantes que peut
contenir un terme abstrait qui serait une analyse de u, on borne la taille d’un tel terme de sorte que ’espace
de recherche pour I’analyse de w est fini. Il s’ensuit qu’une exploration systématique de cet espace permet

de vérifier si u a une analyse ou non. ’analyse des grammaires lexicalisées est par conséquent décidable.
O

6.1.3 Analyse dans le cas semi-lexicalisé

Il n’en demeure pas moins vrai que les entrées non-lexicalisées peuvent jouer un roéle intéressant du
point de vue linguistique. Elles permettent de décrire des schémas généraux et les structures récurrentes
d’une langue. On voudrait, par exemple, pouvoir définir en frangais une phrase simple comme la juxtapo-
sition d’un groupe nominal sujet, d’un groupe verbal et d’un groupe nominal complément sans s’attarder
sur les détails de la nature de ces constituants et sans que cela rende indécidable ou insurmontable
I’analyse. On voudrait pouvoir utiliser des définitions simples comme celle qui suit :

Psimp = Asvc.s+v+c: NP —oV —o NP — S

Autoriser ce genre de définitions risque de nous faire retomber dans le cadre des grammaires ca-
tégorielles abstraites générales dont la décidabilité reste indéterminée, mais dont la complexité, méme
si il s’avérait que 1’analyse soit décidable, serait rédhibitoire. Comme nous ’avons vu, le probléme in-
duit par les entrées non-lexicalisées est qu’elles rendent ’analyse au moins aussi difficile que la déri-
vabilité dans MELL. Un fragment décidable de MELL est celui constitué des séquents de la forme
lag, ..., lag, B1, ..., Bm v ol les a; sont des formules implicatives au plus d’ordre 2, oul les (3; sont des
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formules implicatives et ou v est atomique. Pour propager cette restriction au niveau des grammaires ca-
tégorielles abstraites, nous allons utiliser des grammaires semi-lexicalisées, c’est-a-dire dont les constantes
abstraites non-lexicalisées sont au plus d’ordre 2. Comme ’analyse des grammaires catégorielles abstraites
est équivalente & MELL, il semble raisonnable de penser que la décidabilité de ce fragment de MELL
entraine celle de 'analyse des grammaires semi-lexicalisées.

Pour analyser un terme d’une grammaire semi-lexicalisée, nous procédons en deux temps :

1. tout d’abord, on sélectionne des entrées lexicalisées a1 : a1, ..., an : a, tel qu’il existe un terme
non-lexicalisé s tel que sL(a1) ... L(an) =g, u;

2. on vérifie qu’il existe un terme t de type a; —o ... —o a,, — S construit sur la signature abstraite
tel que L(t) =gy s.

La premiére étape, le choix des constantes lexicalisées, donne lieu & un nombre fini de possibilités. En
effet, le nombre de choix pour une sélection de constantes lexicalisées ay : a1, ..., an : a, telle qu’il existe
un terme non-lexicalisé s tel que sC(a1) ... L(an) =gy, u est fini. De plus, pour chacune de ces sélections,
il n’existe qu'un nombre fini de \-termes s. Si il existe une méthode qui permette systématiquement de
vérifier, étant donné un terme non-lexicalisé s et un type «, si il existe un terme abstrait ¢ de type « tel
que L(t) =gy s, alors il nous est possible de appliquer & chacun des s possibles afin de vérifier si I'un
d’entre eux n’est pas 'image par le lexique d’un terme abstrait ayant un type approprié. Si cela est le cas,
alors on peut en conclure que u est un terme du langage ; dans le cas contraire, on peut bien évidemment
en conclure que u n’est pas un terme du langage.

Nous allons maintenant exhiber un algorithme qui, étant donnée une grammaire semi-lexicalisée G =
(31, 32, £, S) , un terme non-lexicalisé de sa signature objet s et un type abstrait « permet de vérifier
si il existe un terme abstrait ¢ de type a tel que L£(t) =g, s. On peut immédiatement remarquer que
les constantes de la signature abstraite qui interviendraient dans un tel A-terme ¢ sont forcément non-
lexicalisées.

On définit alors deux ensembles 7" et Sg, le premier représente les types que ’on peut associer & un
terme abstrait qui serait sous-terme d’un terme ¢ tel que L£(t) =g, s et le second Sg est ’ensemble des
termes objets qui pourraient étre 'image par le lexique d’un sous-terme de ¢ de type (.

T = {0 | B est une sous-formule de o ou un type atomique de A4;}

Ss = {v € T, |3w.3C[.Clwv] =4, s et v: L(B)}

Pour tout 3, Sg est un ensemble fini. En effet, pour chaque sous-terme s’ de s, il existe un ensemble
fini de solutions & I’équation XY =g, s’. Comme les termes abstraits auxquels nous nous intéressons
sont des sous-termes éventuels d’une analyse de s et qu’ils ont, comme nous ’avons remarqué, un type
contenu dans 7', nous allons seulement considérer les ensembles Sg tels que 8 € T'. On pose donc :

S=1Jss

BeET
en tant que réunion finie d’ensembles finis, S est un ensemble fini.

Parmi les termes qui appartiennent a S, nous allons chercher & repérer ceux qui sont ’image par le
lexique d’un terme abstrait pour essayer de maniére itérative de construire une analyse de s. Pour cela
on procéde par saturation d’un ensemble de termes H. Dans ce qui suit, C| représente I’ensemble des
constantes abstraites non-lexicalisées de X1 ; d’apreés les hypothéses, elles sont au plus d’ordre 2 :

1. siil existe « € T tel que la A-variable z € S,, alors H := H U {z,a}

2. siil existe a € C] tel que a : ] — B et si {(s1,a1);...;(5n,0n)} € H et si L(a)5,] €S alors

H =R U{(L(a)s[n], )}

3. si (z,Q1, — B) €H, si {(vi,1);...;(vn,an)} € H et si a2V, € S alors H := H U {20 ,, B}

4. si(t:az) e H,six:ar € Hsiax € FV(¢) et si Azt € S alors H := HU {(Az.t,01 — a2)}

Le fait que S soit fini nous permet de mener la saturation de H jusqu’a son terme. On appelle H ¢,
le sous-ensemble de S obtenu par cette procédure. La propriété essentielle de Hs;;, est la suivante :
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Proposition 6.3 Etant donnésv € S et o € T, (v,a) € Hyin si et seulement si les conditions suivantes
sont remplies :

1. il existe un terme abstrait t,, de type o tel que L(t,) =p, v.

2. les variables libres contenues dans t, ont un type qui appartient  T'.

Démonstration. Pour montrer la premiére implication, on procéde par induction sur la saturation de H.
Si (v, @) € Hyin alors lors de la saturation de H s, 1'une des régles a permis de l'introduire dans H :

1. si v est une A-variable x ayant pour type L£(«) alors le terme abstrait z : o convient.

2. siilexiste a € C] et vy, ..., vy tels que a : @[ 5] — B, {(vi,1);. .05 (Vn, )} € H et L(a)[1 5] =py
v alors par hypothése d’induction, il existe ¢,, : o; tels que L(t,,) =g, t;. Ainsi, en prenant ¢, =
aty, -..ty, on a bien un terme abstrait ayant les propriétés requises.

3. si {(z,ap ] — B);(v1,01);...;(vn = an)} € H et si v = 2T, alors par hypothése il existe ¢,,,

.., ty, tels que L(t,,) =p, v;. Poser t, = xt,, ...t, permet d’obtenir un terme abstrait de type (3
et dont "image par L est v.

4. si {(v1,a2); (z,01)} CH, & = a1 — ay et v = Az.v; alors par hypothése d’induction il existe t,,
tel que L(t,,) =p, v1. Comme x est libre dans vy, = est libre dans ¢,, et donc ¢, = \z.t,, est un
A-terme linéaire de la signature abstraite, ayant pour type a et tel que L(t,) =g, v

Si en revanche il existe un terme v € S tel qu’il existe un terme abstrait ¢, de type « tel que
L(t,) =pn v. Nous allons montrer par induction sur la structure de ¢, que (v, ) € Hyip :

1. si t, = x alors comme le type de z est L(«) (z,a) € Hyin

2. sit, = aﬂ alors, comme v € S, il existe un terme w et un sous-terme s’ de s tels que wv =g,
s'. Posons v; =g, L(t;) et a; le type de t; (il faut remarquer que comme a est une constante
abstraite non-lexicalisée, par hypothése, a; est un type atomique), pour pouvoir utiliser ’hypothése
d’induction, il nous faut montrer que v; € S. Or si u; = L(aty ... ti—12ti11 ... 1,), il nous suffit de
poser w; = Az.(wu;) pour avoir w;(L(t;)) =py, s'. De plus comme t; est de type o, et que o; € T,
v; € Sa, €t v; est finalement un élément de S. Par hypothése d’induction, il vient que (v;, o) € Hyin
en conséquence de quoi on obtient que (v, ) € H f4n.

3. si t, = zl[ ) alors par hypothése, x est une variable qui a un type dans 7', et comme 7" est clos
par sous-formule, 1, ..., t,, sont des termes qui ont pour types respectifs a1, ..., o, et ces types
sont dans 7. On a donc (m,m —o f3) € Hyin-Comme précédemment on montre que ¢; € Sy, et
I'hypothése d’induction implique que (L£(t;), «;) est dans H ;. Il s’ensuit qu’avec la régle 4 que
(v,a) € Hyin.

4. si t, = Mx.t/, alors « = a1 — «as. Comme o € T et comme T est clos par sous-formule, a7 et
ag sont dans T'. De plus toutes les variables libres dans ¢ ont un type appartenant & 7" et puisque
FV(t') = FV(t) U {x}, les variables libres dans ¢’ ont un type appartenant a 7. Il s’ensuit, par
hypothése d’induction que (L(t'), a2) est dans Hy;, et donc que (L£(t), ) y est également.

O

Ainsi vérifier I’existence d’un terme abstrait ¢ de type « tel que L(t) =g, s revient & vérifier que
(s,a) € Hyin. De 13 dérive la décidabilité de l'analyse des grammaires catégorielles abstraites semi-
lexicalisées.

6.1.4 Vacuité du langage d’une grammaire catégorielle abstraite

Lorsque ’on définit une grammaire complexe se pose rapidement la question de la cohérence du travail
que 'on a effectué. En particulier, de petites erreurs dans les définitions peuvent conduire & la définition
d’un langage vide. Pour aider & la conception de grammaires & large couverture, il peut étre intéressant de
pouvoir automatiquement vérifier 1a vacuité du langage d’une grammaire catégorielle abstraite. Dans cette
partie nous allons montrer que dans le cas général la décidabilité de cette vérification est équivalente a celle
de MELL. Nous verrons également que déterminer la vacuité d’une grammaire de £(2,n) est décidable
et méme polynomial.
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Théoréme 6.1 Soit G = (X1, Yo, L, S) une grammaire catégorielle abstraite, on peut décider si il existe
un \-terme de o qui appartient au langage de G si et seulement si MELL est décidable.

Démonstration. Nous avons vu que la décidabilité de MELL était équivalente & celle des séquents de
la forme IT" - v ou I' est formé seulement de formules implicatives et ou ~ est atomique. Vérifier si
le langage d’une grammaire catégorielle abstraite G = (31,39, £, 5) est vide revient & vérifier que l'on
peut construire un terme de type S sur X; ce qui est équivalent & prouver un séquent de la forme
lag, ..., lan F S ol les «; sont les types associés aux constantes de Cx, par s, . O

Une fois de plus, nous nous trouvons face au probléme si ce n’est de ’indécidabilité au moins d’une
difficulté rédhibitoire. Cependant, dans le cas restreint ot des grammaires catégorielles abstraites de
L(2,n), nous pouvons décider en temps polynomial si leur langage est vide ou non.

Proposition 6.4 La vacuité d'une ACG de L(2,n) est décidable en temps polynémial.

Démonstration. Nous avons déja vu que les termes clos ayant un type atomique et qui ne contiennent
que des constantes du second ordre sont les éléments d’un langage régulier d’arbres. Or, la vacuité des
langages réguliers d’arbres est décidable en O(n3) [CDGT99]. O

6.2 Complexité de 'analyse

Dans cette partie nous allons traiter de la complexité de ’analyse des grammaires catégorielles abs-
traites lexicalisées. La complexité d’un probléme dépend avant tout de ce que I’on considére comme une
donnée du probléme et de ce que ’on considére comme inhérent au probléme. Pour les analyses gram-
maticales, cela donne lieu & deux types de probléme d’analyse; le probléme de ’analyse de n’importe
quelle grammaire et celui de ’analyse d’une grammaire particuliére. De la sorte nous allons montrer que
Panalyse des grammaires lexicalisée de £(2,2) est NP-compléte, puis que I’analyse d’une grammaire par-
ticuliére de £(2,n) est polynomiale (et cela méme si cette grammaire n’est pas lexicalisée), et finalement
nous construirons une grammaire de £(3, 1) pour laquelle ’analyse est NP-compléte. Afin de faire la part
entre le probléme de ’analyse grammaticale et celui de la sélection des items lexicaux nous étudierons le
probléme de Pexistence de ’analyse d’une phrase pour le cas ol les choix lexicaux ont déja été effectués.
Paradoxalement, nous verrons que dans ce cas, on obtient la NP-complétude de ce probléme & partir des
grammaires de £(2,1).

La liste des problémes d’analyse dont nous allons étudier la complexité sont les suivants :

1. Analyse générale : étant donnés une grammaire catégorielle abstraite G et un terme objet u, u
est-il un élément du langage de G ?

2. Analyse générale avec présélection lexicale : étant donnés une grammaire catégorielle abstraite
G, un terme u et un ensemble de constantes abstraites ai, ..., a,, existe-t-il un terme abstrait
contenant exclusivement les constantes aq, ..., a, et dont I'image par le lexique serait u ?

3. Analyse particuliére : pour une grammaire G fixée, étant donné un terme objet u, u est-il un
élément du langage de G 7

4. Analyse particuliére avec présélection lexicale : pour une grammaire G fixée, étant donnés
un terme objet u et un ensemble de constantes abstraites aq, ..., a,, existe-t-il un terme abstrait
contenant exclusivement les constantes ag, ..., a, et dont I"image par le lexique serait u ?

On peut aisément se convaincre que tous ces problémes sont dans NP si la grammaire est lexicalisée.
Si un terme u qui contient n constantes objet est I'image par le lexique d’un terme ¢, comme toutes les
grammaires considérées sont lexicalisées, le nombre de constantes contenues dans ¢ est inférieur & n et
donc ¢ a une taille polynémiale dans la taille de u et des types des constantes qu’il contient. Par ailleurs,
la vérification du fait qu’un terme ¢ est une analyse d’un terme u revient a normaliser I'image de ¢ par le
lexique, ce qui est linéaire.

Ainsi, déterminer la complexité des problémes que nous avons énoncés revient & déterminer si ils sont
polynoémiaux ou NP-complets. La distinction entre les problémes que nous avons qualifiés de généraux
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et les problémes que nous avons qualifiés de particuliers est que dans les premiers, les grammaires font
partie des données alors que dans les seconds elles n’en font pas partie. Ainsi dans le second cas, si
on exhibe des algorithmes qui permettent d’analyser des termes objet et dont la complexité dépend
exponentiellement de paramétres de la grammaire mais non du terme objet, alors, nous considérerons
ses algorithmes comme étant polyndémiaux tandis que dans le premier cas nous les aurions considérés
exponentiels. Cette distinction provient du fait que lorsque I’on écrit la grammaire d’une certaine langue,
nous nous intéressons & la complexité de ’analyse de cette langue en particulier, mais non de celle du
formalisme en général.

Ainsi, bien que la dérivabilité d’un séquent dans le calcul de Lambek soit NP-compléte, du fait que
toute gammaire catégorielle est faiblement équivalente 3 une grammaire hors contexte, le probléme de
Panalyse d’une grammaire catégorielle particuliére est polynomiale. Il suffit pour cela de construire la
grammaire hors contexte qui lui est équivalente (la taille de cette grammaire peut bien entendu étre
exponentielle dans la taille de la grammaire de départ) et on obtient ainsi un moyen de vérifier en temps
polynomial si une phrase admet une analyse ou non. Bien qu’il n’existe pas d’algorithmes qui analysent
les grammaires catégorielles en temps polynomial, chaque grammaire posséde un algorithme qui vérifie
en temps polynomial (dans la taille de la phrase & analyser et exponentiel dans la taille de la grammaire)
si une phrase donnée posséde une analyse.

6.2.1 Analyse générale

Nous avons déja vu que les grammaires de £(2,1) correspondaient exactement aux langages réguliers
d’arbres. Comme il existe des algorithmes polynémiaux qui permettent de vérifier si un arbre appartient
a un langage régulier, ’analyse des grammaires de £(2, 1) est polynomiale. Dans cette partie nous allons
montrer que pour les grammaires de £(2,2) le probléme de ’analyse générale est NP-complet.

On prouve ici que ’analyse d’une grammaire catégorielle abstraite G = (21, X, £, S) est NP-compléte
si les constantes de 3; sont au plus d’ordre 2 et que 'image d’un type atomique de ¥; par £ est un type
d’ordre 2 de Xs.

Nous allons réduire le probléme de I’analyse dans £(2,2) au probléme X3C.

Définition 6.1 Un probléme X38C est une paire (X, B) telle que :
1. X ={a1,...,asn} est un ensemble fini composé de 3n éléments
2. B={By,...,Bny} est un ensemble de m sous-ensembles de trois éléments de X
3. B; ={ai1,ai2,a;3} et on suppose que il < i2 < i3.

Définition 6.2 On dit qu’un probléme X3C (X, B) admet une solution si et seulement si il existe C C B
et C est une partition de X .

Théoréme 6.2 Savoir si un probléme X3C admet une solution est NP-complet. [GJT9]

Etant donnés X = {ay,...,as,} et B = {By,..., By}, on associe au probléme X3C (X, B) la gram-
maire catégorielle abstraite Gx g = (21, X2, £, Do) définie de la maniére suivante :

Définition de 21 = (Cl, Al, Tl) :

1. Al = {Do,...,Dn};

2. E est une constante de type D, ;

3. Pour 0 <k <mn, B;et k1 < ko < ks tels que k; € {1,...,k}, on définit Ep, k, ks ks,k cOmme étant
une constante de C; ayant pour type Dy+1 — Dy .

Définition de Yo = (Co, Ag, 72) :

1. Ay ={1};

2. e est une consante de type (3" —o 1 de Cy;

3. a;,aveci € {1,...,3n}, est un constante de type ¢ de Cs.

Définition de L :
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L(Dy) = 3% — 1

(
‘C(E) = Al1...T3,.€271 .. .T3n

w v =

L(EB; k1 ks ksk) = ANGT1 - - . T3k-G  T1 ... Thy—10i1
Lhi+1 -+ Lho—1A42
Thot1 .-+ Lhy—1053
Thy+1---T3k

Nous allons montrer que © = ea; .. .as, appartient au langage de Gx p si et seulement si le probléme
X3C constitué de X et de B admet une solution.

Lemme 6.2 Tout terme clos de X1 de type Dy est de la forme E,_p(...(E1E)...) ou E; est une des
constantes E; yi i ki (n—iy-

Démonstration. On procéde par induction sur n — k. On a toujours £ < n, ce qui permet de faire une
induction effective sur n — k.

Dans le cas ot n — k = 0, k = n. Or la seule constante dont le type a pour conclusion D,, est F. Le
seul terme clos de ¥; de type D,, est donc E.

Danslecasoun—k=n—k"+1=mn— (k' —1), on cherche & construire un terme de type Dy/_1.
Les seules constantes de ¥; dont le type a pour conclusion Dy, 1 sont les Ep; i, iy ks, (k/—1)- Les termes
clos de ¥; ayant pour type Dy sont donc de la forme Ep, i, i, ks, (k—1)(t) OU ¢ est un terme de type
Dp. Orn— k' <n—Fk +1donc n— k" <n—k, ’hypothése d’induction peut étre appliquée et nous
donne le fait que tout terme clos de X1 de type Dy est de la forme F,,_i/ (... (E1E)...) ol pour tout
i € [1,n — k'], la constante F; est I'une des constantes Ej, ki ki ki (n—i)- 1l s’ensuit donc que tous les
termes clos de ¥, de type Dy/—;1 est de la forme E,,_j41(En—i(...(E1E)...)) ot E,_j/41 est I'une
des constantes Ep, i, i, ks,(k'—1); cela a pour conséquence que tout terme de ¥; de type Dy a la
forme E,,_j11(...(E1E)...) et que pour tout i € [1,n — k' + 1] la constante E; est I’une des constantes
Bk b (n=i)- -

Le lemme précédent permet directement de conclure que tout terme de 31 de type Dy est de la forme
E.(En-1...(E1E)...) ot les E; sont ['une des constantes Ep; ki ki ki (n—i)- Aussi, si il existe un terme
t=FE,(...(E1E)...) de X1 tel que L(t) =g, v alors, C = {B,,,...,Bj,} est solution du probléme X3C
défini par X et B puisque si B;, = {a;,1;a;5,150;,3} alors L(Ep, i xi xi (n—i)) contient exactement une
occurrence des constantes objet aj;1, aj,2 et a;;3.

Nous allons maintenant démontrer la réciproque & savoir que si il existe une solution au probléme
X3C défini par X et B alors il existe un terme ¢ de X, tel que £(t) =g, u.

Lemme 6.3 Etant donné | € [1,n] et {B;,;...; B;,} un sous-ensemble de B tel que :
Vj,k € [1,1].Bs; N B;, =0 si et seulement si j # k

il existe alors E1, ..., E des constantes de X1 et f une bijection d’un sous-ensemble de [1,3n| dans
[1,n — 3] ayant les propriétés suivantes :

1. Ei(...(E1E)...) est un terme abstrait de type D, _;.

2. E(El( .. (ElE) . )) =pBn )\.1'1 . .xgn_gl.etl . .t3n

3. sia; € Uéc:l B;,, alors tj = aj, sinon f est définie en j et t; = wy ;.

Démonstration. On procéde par induction sur /.

Sil =0 alors E est bien de type D,, et L(E) = Ax1...2T3,.€21 ... T3, et il suffit de prendre f(j) = j
pour tout j € [1,n].

Sil =1'+1 alors par hypothése d’induction, il existe des constantes E1, ..., E; de X1 et une bijection
f tels que :

1. Ep(...(E1E)...) est un terme abstrait de type D,,_y .
2. E(El/ ( AN (ElE) .. )) =pn )\:Cl e :an,gl/.etl N tgn
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3. siaj € U2:1 B;,, alors t; = aj, sinon f est définie en j et t; = x(;).

Mais comme, par hypothése, pour tout j € [1,I'], B; N B;, = 0, il s’ensuit que B;, N ngl B;, = 0.
Donc si B;, = {ai,1;a4,2;a;,3} il s’ensuit que f est définie en 4;1, ;2 et 4;3. On prend

B = Ep,, £(i11),£(112),£(i13),(n—1)

et on vérifie les trois propriétés :

1. E; est une constante de type D,,_;41 —o D, or commen—[+1=n—(I—1)=n—1, E; est une
constante de type D,,_y —o D,,_;. Il vient donc que le terme E;(Ey (... (E1E)...)) est un terme de
type Dp—i.

2. Comme L(E}) = A\gx1...030-31.9 T1...2f(51)—10i1 , L(E(Ep(...(E1E)...))) se réduit

Tf((i1)+1 - Tf(4,2)—104,2
Tf(3,2)4+1 - Lf(3,3—14;3
Lf(3,3)+1 -+ L3n—31

a )\$1 .. .$3n_3l€tll ce t;z'

3. deplust; =a;sia; € Uﬁc:l B;, et comme on avait t;;1 = T(;,1), ti2 = Tf(;,2) €t i3 = Tf(;,3) on a
ti1 = i1, to = aij2 €t t] 5 = a;,3. Donc si a; € U;Zl Bi,, alors t’; = a;. Quant a l'existence d’une
bijection f’ d’un sous-ensemble de [1,n] dans [1,3n — 3] telle que si t; # a; alors t; = x(;), elle
est induite par le fait que Axy ...x3,_3€t] ..., est un A-terme linéaire.

(I

La réduction que nous venons d’effectuer repose essentiellement sur la difficulté de la sélection lexicale.
En effet, tout réside dans le fait de choisir les constantes £ Bj, ki ki ki i 1l reste donc & savoir si la difficulté
de 'analyse repose exclusivement sur des choix lexicaux ou si I’agencement des constantes abstraites est
également une source de difficultés.

6.2.2 Analyse générale avec présélection lexicale

La réduction précédente repose essentiellement sur la difficulté d’effectuer les bons choix lexicaux ; nous
allons montrer que la construction d’une analyse & partir d’une sélection lexicale est également difficile et
méme NP-compléte pour des grammaires catégorielles abstraites de £(2,1). Nous nous proposons dans
ce qui suit d’étudier la difficulté de 'analyse dans le cas ot le choix des items lexicaux a déj été effectué.
Le probléme que nous nous posons est le suivant :
étant données les constantes abstraites ay, ..., a, et un terme objet u, existe-t-il un terme abstrait
non-lexicalisé t tel que tai ...a, est de type S et L(tar ...an) =p, u?

Nous allons montrer qu’en fait ce probléme est également NP-complet. Ce résultat vient compléter et
mettre en relief le précédent. Il montre que la difficulté de I’analyse des grammaires catégorielles abstraites
ne réside pas simplement dans le choix des entrées lexicales, mais également dans la difficulté d’agencer
entre elles ces entrées pour construire un terme objet donné.

Pour cela nous allons réduire le probléme de 3-PARTITION & ce probléme d’analyse.

Définition 6.3 Un probleme de 8-PARTITION est une paire ({s1;...;S3m },n) constituée d’un ensemble
d’entiers et d’un entier tels que pour tout j € [1,3m], & < s; < §.

Définition 6.4 On dit qu’'un probléme de 3-PARTITION P = ({s1;...;S3m },n) posséde une solution si
et seulement si il existe une partition (S;)ic1,m) de {s1;...;53m} telle que pour tout i € [1,m] :

La partition (S;)icp1,m) est alors appelée solution de P.

Théoréme 6.3 Savoir si un probléme de 3-PARTITION posséde une solution est NP-complet.[GJT79]
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Lemme 6.4 Etant donné un probléme de 3-PARTITION P = ({s1;...;83m},n), si (Si)ic[1,m) est solu-
tion de P, alors pour tout i € [1,m], |S;| = 3.

Démonstration. Cette propriété vient directement de I'inégalité 7 < s; < 3. O

Etant donné un probléme de 3-PARTITION P = ({s1;...; 83, },n), nous allons construire une gram-
maire catégorielle abstraite Gp = (X1, X9, £, S) a partir de laquelle nous fabriquerons un probléme d’ana-
lyse avec présélection lexicale qui n’aura de solution que si et seulement si P en a une.

Définition de ¥, = (C1, A1, 1)

1. A, ={S}

2. C1 ={A;E;S1;...;53m}

3. 1i(A) = 5" — 5, i (E) =S et pour tout j € [1,3m], 71 (S;) =85 — S.

Définition de X = (Cq, Ag, T2)

1. Ay = {*}

2. Cy ={a,c,e}

3. Ta(a) = ™ —o x, Ta(c) = x —o x et Tp(e) = *

Définition de L :

1. L(S) ==

2. L(E)=¢e

3. pour tout j € [1;m], L(S;) = Azx.c% (z)

4. L(A) = a1 ... .21 ... Ty

Nous allons chercher & analyser le terme ac"(e)...c"(e) en utilisant comme sélection lexicale les
constantes A, FE (m fois) et S1, ... S3m.

Lemme 6.5 Etant donnés ji, ..., j, des entiers de [1,3m], £(S;,(...(S;E)...)) =p, ¢2i=1%i (e).

Démonstration. Simple induction sur p. O

Lemme 6.6 Il existe une solution Py, ..., P, au probléme de 3-PARTITION P = ({s1;...;83m}, M)
si et seulement si il existe un terme abstrait de Gp, t, qui contient exactement, une occurrence de A, m
occurrences de E, une occurrence de chaque constante Si, ..., Ssm et tel que L(t) =g, ac™(e)...c"(e).

Démonstration. Si P = {i1;...;14} est un sous-ensemble de [1, k], on note tp le terme abstrait
Siy (- (S, E)...).

On remarque que ¢ p contient exactement une occurrence de £, de S, , ...et de S;, . Puisque {Py;...; P}
constitue une partition de ’ensemble [1,3m], il s’ensuit que le terme abstrait Atp, ...tp, contient exac-
tement une occurrence de A, m occurrences de F, une occurrence de Si, ...et une occurrence de Ss,,.
Or, d’aprés le lemme précédent, pour tout i € [1,m] L(tp,) =g, c2ier; S (e). Mais, par hypotheése,
> jep, 8§ =n et donc L(tp,) =gy, c"(e). Il vient donc que L(t) =g, ac™(e)...c"(e).

Pour démontrer la réciproque, on part de la constatation que t est forcément de la forme Atp, ...tp,, .
Il s’ensuit, comme pour tout i € [1,m] L(tp,) =g, c"(e), que pour tout i € [1,m], > . p s; =n. Orle
fait que pour tout j € [1,3m] il n’y ait qu’une et une seule occurrence de chaque S; a pour conséquence
que {P1;...; P, } est une partition de [1,3m]. On peut donc conclure que {Pi;...; P} est solution du
probléme de 3-PARTITION défini par ({s1;...;S3m},n). O

Comme la grammaire catégorielle abstraite que nous avons employée et comme le terme que l'on
cherche & analyser ont tous deux une taille polynémiale par rapport & celle du probléme de 3-PARTITION
considéré, le lemme précédent démontre la NP-complétude de l'analyse des grammaires catégorielles
abstraites de £(2,1) avec présélection lexicale.
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6.2.3 Analyse particuliére
Analyse particuliére des grammaires de £(2,n)

Afin de montrer que 'analyse particuliére des grammaires de £(2,n) est polynomiale, nous allons
présenter un algorithme qui effectue 'analyse des grammaires de £(2,7n) en temps polynémial. Il s’agit
d’un algorithme d’analyse ascendante dans le style de celui développé par Cocke, Kasami et Younger
(algorithme de type CKY) pour les grammaires hors contexte. Comme il s’agit d’une analyse particuliére,
certains parameétres de la grammaire dans laquelle on analyse peuvent étre des exposants de la fonction
de complexité. Nous nous contentons ici d’une présentation succincte de cet algorithme afin de déterminer
ses propriétés de correction, de complétude et de complexité. Cet algorithme ne permet pas d’analyser
les grammaires hors contexte ou les grammaires d’arbres adjoints respectivement en O(n?) et en O(n®).
Quelques arrangements techniques permettraient d’affiner son comportement pour qu’il en soit ainsi. Nous
ne les présenterons cependant pas, étant donné que nous développons plus loin un algorithme d’analyse
descendante a la Earley dédié aux grammaires de £(2,n) et qui lui posséde cette propriété. Nous avons
privilégié ce dernier algorithme parce que, contrairement aux algorithmes de type CKY dont la complexité
dans les meilleurs cas est la méme que celle dans les pires, sa complexité dans les meilleurs cas peut étre
linéaire tout comme les algorithmes de type Earley dont il est inspiré.

Nous allons présenter cet algorithme comme un systéme de réécriture sur des ensembles de paires
(d, &) o d est une description compléte et « un type abstrait.

Afin de simplifier la présentation de cet algorithme, nous allons nous placer dans le cas de grammaires
restreintes.

Définition 6.5 On dit qu’une grammaire catégorielle abstraite G = (X1,%2, L, S) est de conclusion ato-
mique si L(S) est un type objet atomique.

On peut toujours ramener I’analyse d’une grammaire catégorielle abstraite 4 ’analyse d’une grammaire
catégorielle abstraite de conclusion atomique.

Théoréme 6.4 Si G est une grammaire catégorielle abstraite alors il existe une grammaire catégorielle
abstraite G' de conclusion atomique telle que pour tout terme u du langage objet de G, il existe un terme
u’ du langage objet de G’ tel que u appartient au langage de G si et seulement si v’ appartient au langage

de G'.

Démonstration. Si G = (¥1,%2,L,85) et si L(S) = P — 7 avec 7 un type atomique. On pose

G =(X,%5,L,5) avec :
1. Csy = Cx, U{E} ol E est une nouvelle constante.
2. Asy = Ay, U{S'} ot " est un nouveau type atomique.

S—oS8sic=FE
3. o (0) = { s, (c) sinon

4. Cs; = Cs, U{ay;...;a,} ot les a; sont des nouvelles constantes.
5. AE’2 = AZZ

i slc=aq;
6. TS, (C) = { ﬁz c=a;

T, (¢) sinon
A\L.2a sic=F
I —_ [1,n]

7. L) { L(c) sinon
Soit u un terme du langage objet de G, alors u’ = uaj ). Si u appartient au langage de G soit ¢ un terme
abstrait tel que £(t) =g, u; Et est un terme abstrait de G’ de type S’ et L(Et) =g, '

Si, réciproquement, u’ appartient au langage de G’ alors forcément tout terme t’ tel que L'(t') =g, u
est de la forme Et, de plus t est de type S et L(t) =3, u. O

/

Définition 6.6 L’ensemble de descriptions DS est un ensemble de descriptions de support o construites
a partir de w. On le définit inductivement sur la structure de o par :
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1. D& = {{v:a}jlu=Cv] Av:a}l, sia est atomique.
2. DY = {dy —oda|dy € DX Ndy € DB} U {Vz : B.d| DI Az € FV(d)}

On note DCS lensemble des descriptions de DS qui sont complétes.

Il faut remarquer que 'ensemble de D est bien défini. En effet, les seules variables qui peuvent étre
libres dans d € D¢ sont des variables de u et donc on ne peut quantifier indéfiniment une description de
Dg.

Définition 6.7 Etant donnée une grammaire G = (X1, %, L, S), on définit I’ensemble de description Dg
par :

u

pi= |J pc{

OLGAZI

Définition 6.8 Etant donnés une grammaire catégorielle abstraite G et un terme objet u, on appelle
élément d’analyse une paire (d, ) telle que d € DY et o est un type abstrait atomique.

Définition 6.9 Soient G une grammaire catégorielle abstraite et u un terme objet, on définit la relation
*)%I?Y sur les ensembles d’éléments d’analyse. On dit qu’un tel ensemble H se réduit en H' si :
1. pour touti € [1,n], (d;, ;) € H
2. il existe dans G une constante abstraite a de type apy ) — a (a étant atomique) et d € DY tels que
- Fp L(a) s djyn) —o d est dérivable
3. H=HU{(d,a)}

g, . . .
Lemme 6.7 Si () lCKuy H alors pour tout (d,«) € H il existe un terme abstrait t de type o tel que

e bFp L(E) : d est dérivable.

Démonstration. Ce lemme s’établit simplement par induction sur n. O

Ce lemme nous donne la correction de ’algorithme. En effet, si G est une grammaire de conclusion

atomique alors le fait que lg}iy H et que ({u: £L(S)},S) € H nous assure de P’existence d’un terme
abstrait ¢ de type S tel que -5 ;- Fp L(t) : {u: L(S)} c’est-a-dire, d’aprés le lemme 5.8, tel que L(t) =3 u.

Lemme 6.8 Etant donnés une grammaire catégorielle abstraite G et un terme u sous forme [-normale
n-longue, sit est un terme abstrait de type atomique o tel qu’il existe d € DY avec -;-;- Fp L(t) : d est

x Gou
dérivable alors ) —cy H et (d,a) € H.

Démonstration. On procéde par induction sur la structure de t. On peut considérer sans perte de gé-

néralité que t est sous forme (-normale et comme ¢ est de type atomique, t = at|;,) et pour tout
i € [1,n], t; est un terme de type atomique ;. Comme -; ;- p L(a)L(t[1,y)) : d est dérivable, d’aprés
le lemme 5.14 il existe d;, ..., d, dans DY tels que pour tout i € [1,n] -;-;- Fp t; : d; et que
5 Tm) i) o L(a)T ] ¢ d ce qui revient & avoir que -5+ Fp AT 4. L(a)T[ ] ¢ dn) —o d est

dérivable, et si L(a) est sous forme 7-longue, cela nous donne que -5+ Fp L(a) : dj,) —o d est déri-

« 9, . .
vable. Or par hypothése d’induction, () HCZY H' et pour tout i € [1,n|, (d;,;) € H'. 1l s’ensuit que
H' =% Het (du) € H. O

Ainsi étant donnée une grammaire catégorielle abstraite de conclusion atomique G, si il existe un
terme abstrait de type S tel que £(t) =g, u alors -;-;- Fp L(t) : {u: L(S)} est dérivable pourvu que ¢ et

u soient sous forme 7-longue. 1l s’ensuit que 0 ngy H et que ({u: L(S)},S) € H.

Cet algorithme est donc correct et complet pour analyser les grammaires catégorielles abstraites de
L(2,n). Il est de plus polynomial ; étant donnés une grammaire catégorielle abstraite de £(2,n) G =
(X1, X9, £, S) et un terme u, si on pose :

p= max (p(L(a)))

OLGAZI
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et

¢ = max (p(rs, (¢)))
alors cet algorithme permet de vérifier si u appartient au langage de G en O(|u[PT9+!) étapes. En effet,
le cardinal de DY est en O(|u|P) si bien que I'on a O(|u|PT97!) facons d’appliquer la régle de réécriture
sur les ensembles d’éléments d’analyse.

Analyse particuliére des grammaires de £(3,1)

Nous allons exhiber dans cette partie une grammaire catégorielle abstraite lexicalisée de £(3,1) dont
le langage est NP-complet. Cela montre que ’analyse particuliére d’une grammaire catégorielle abstraite
lexicalisée de L(n,p) est en général NP-compléte si n > 3. Le principe que nous allons mettre en ceuvre
consiste & associer un A-terme linéaire & tout probléme de 3-PARTITION (c.f. définition 6.3) et ce A-
terme appartiendra au langage de la grammaire que nous allons définir si et seulement si ce probléme de
3-PARTITION posséde une solution.

Commencons par définir cette grammaire par G = (31,33, £, S) ou les signatures d’ordre supérieur
Y1 et 3o sont définies respectivement de la maniére suivante :

1. Ay, ={B1,B2,B;,C,D,E,S}
2. Cx, ={e,€, f1, f2, f3,9,h}
3. la fonction 7, est définie par :
(a) 7,(e)=(B1 —o By B3 —o(C —oD)— S

(b) 7s,(¢')=FE — S
(¢) 75, (f1) =7=,(f2) = 75,(f3) = (B1 —0 By —0 B3 —o C —o D) —o (B; — By —o B3 — C' — D)
(d) ,(9)=E —~FE—F
(e) 5,(h)=(F —oE—-oF—oFE-—-25)—(By— By — B3 —-C —D)
1. As, = {x}
2. Cx, ={a,b,c,d, o}
3. la fonction 75, est définie par :

(a) T9,(a) =% —o % —o %
(b) Ts, (b) = TEQ(C) =T, (d) = % —o0 %
(¢) m5,(0) =%

Il nous reste maintenant & définir le lexique :

1. L(e) =Af.foooo

2. L(e) = Az.dx.

3. L(f1) = Mfzirxexsy.f (bxr)x2 23 (Cy)
4. L(f2) = Afr1xa23y.fx1 (baa) x3 (cy)
5. L(f3) = Afx1ax2x3y.f 2122 (bxs) (cy)
6. L(

7.

L(g) = zy.azy
L(h) =Afzizex3y.f (dxy) (da) (das) (dy)
Etant donné un probléme de 3-PARTITION P, on construit un terme up tel que up appartient au

langage de G si et seulement si P posséde une solution. Avant de donner la définition de up, nous allons
fixer quelques notations :

Notation 6.1

1. Nous noterons tyxty le terme objet aty ta, nous considérerons de plus que l’opérateur x est associatif
a gauche. Nous noterons par conséquent t1 xto *...xt, le terme (... (t1 xt2) * ... xty).
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2. Nous noterons tP le terme défini comme il suit :

tt = ¢
rtl = ke

3. Nous noterons t1 *to le terme abstrait gty to et nous considérerons cet opérateur comme associatif
a gauche.

4. Nous noterons (vX),cn, ot k représente l’une des constantes objet b ou c, la suite de termes définie

inductivement par :
Kk _
{ kvo — Kk
Up+1 = kvn

finalement, la suite de termes (uX),cn est définie par :
ug = dv,lf

Définition 6.10 Etant donné un probléme de 3-PARTITION P = ({s1,...,53m},n), le terme up est
défini par :
up =ul x...oxul ()™

$3m.

Nous allons dans un premier temps montrer que si P posséde un solution, alors il existe un terme
abstrait tp de type S tel que L(tp) =g tp.

Pour cela, nous définissons une suite de famille de termes abstraits (K; ;)i jken de type (B1 —o
By — B3 — C' — D) —o (B; — By — B3 — C' — D) de la maniére suivante :

1. Kooo={Mz12223y.f 1122 23y}

2 Kije={t| ek, rt=p, \fv(fr )}

3. Kijpmpe={t| ek, pt=a, \fv(faf)}

4 K jpp1={t| e K i t=p, \fv(fsf)}

Finalement, on définit l’ensemble de termes G; ;  de type (E — E —0 E —0 E — §) —o S par :

Gijr =t | 30 € Kijp t =gy Af-e(v(hf))}
Lemme 6.9 Pour tout i,j,k € N et pour toutt € G; j on a :
L(t) =pn Af-f Uli) u?— Uﬁ uf+j+k

Démonstration. Ce lemme se montre par simple induction sur i + j + k. O

Nous allons maintenant construire le terme tp tel que L(tp) =g, up. Constatons tout d’abord que si
P posséde une solution (Sk)pe[1,m] alors il existe une permutation de [1,m], 7, telle que :

Sk = {57(3k—3))s 57(3k—2))» S7(3k—1)) }

Apreés avoir posé :

to=¢(T1%... *Tgm *Y1 % ... % Ym)

on choisit pour tout & € [1,m] un terme abstrait v, qui est élément de

G

ST(8k—2))»ST(3k—1))57(3k)
et finalement on pose
{ t1 = vi(A\Tr(1) Tr(2) Tr(3) Y1-to)
thr1 = Ukt (ATr(3k41) Tr(3k42) Tr(3k+3) Yh-Tk)

et pour tout k € [1,m], ¢ est de type S.
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Si maintenant on note :
_ c \k
Wk = W1k * ook Wam k% (Uiy)™ * Yt 1 -+ - % Yy
ol :

Wi,k =

)

u? si il existe j < 3k tel que 7(j) =
x; sinon

on a alors le lemme suivant :
Lemme 6.10 Pour tout entier k compris entre 1 et n, on a :
L(tx) =p wi
Démonstration. Ce lemme se prouve par simple induction sur k. ([l
De ce lemme, on déduit que £(t,,) =g, up et on a donc la propriété suivante :

Proposition 6.5 Etant donné un probléeme de 3-PARTITION P, si P posséde une solution alors il existe
un terme abstrait tp tel que L(tp) =g, up.

Afin d’obtenir la propriété réciproque, nous allons étudier trois ensembles de termes T, Ts et Tp
définis par :

1. Tg est ’ensemble des termes abstraits de type F et dont les variables libres sont toutes de type E.

2. Ts est I’ensemble des termes abstraits de type S et dont les variables libres sont toutes de type E.

3. Tp est ’ensemble des termes abstraits de type By —o By —o B3 — D et dont les variables libres
sont toutes de type E.

Ces ensembles ont les propriétés suivantes :
1. sit € Tg, ou bien t = x avec x une variable de type E, ou bien t = gt t5 avec tq, to € Tg.
2. siteTs,oubient=ect avect' € Tp oubien t =¢€'t' avect € Tg.

3.sit € Tp, ou bien t = f;t' avec ' € Tp ou bien t = h(Axyza2x324.t") avec ¢ € Tg et
{z1; 20523524 C FV ().

A partir de cette caractérisation, on peut conclure que tout terme clos de type S est de la forme :
t1(Oaf ah e ad. (. teOah ab b 2k (v)). )
ol v est un terme de T dont ’ensemble des variables libres est :
{wgs oy ags. ol af; af; o)
et ol pour tout ! € [1, k], il existe 4y, ji, k; € N tels que t; € G, j, k- 1l S’ensuit que
L(t) =Mf.f uli’l u?—t uil Ug, )k

Si t est un terme abstrait tel que L£(t) = up, alors :

t= tl()\xiLl $i1,2 $i1,3 Yiq .tQ(. .. (tm-)‘xim,1 -Tim,z -Tim,s yim.e'(:zjl *.. .;1‘37” ‘;yl *.. -;ym)) .. ))

Avec ce qui précede, on a que i; = s;1, Ji = Si1.2, Ji = Si3 et que i+ ji+ ki =n=s.1+ 52+ s.3. 1l
s’ensuit que la partition (S;)e[1,n) 00 S; = {s1,1;51,2; 51,3} est solution de P. On a ainsi la propriété :

Proposition 6.6 Etant donné un probléme de -PARTITION P, si il existe un terme t tel que L(t) =pn
up alors P posséde une solution.

Il s’ensuit que vérifier qu’un terme appartient au langage de G est NP-difficile.

Proposition 6.7 Si G est une grammaire catégorielle léxicalisée de L(n,p), avec n > 3, alors déterminer
si v est un terme du langage de G est NP-difficile.
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6.2.4 Analyse particuliére avec présélection lexicale

Les deux solutions que nous avons employées pour préciser la complexité des problémes de ’analyse
particuliére ont des implications directes pour ce qui est de ’analyse particuliére avec présélection lexicale.
Dans le cas des grammaires de £(2,n), étant donnés un ensemble de sélections lexicales a1, ..., an,

et un terme u & analyser, il suffit d’énumeérer I’ensemble des solutions de I’équation XL(a1) ... L(ax) Zu
qui est polynomial dans la taille de la grammaire catégorielle abstraite et de vérifier si 'une d’entre elle
peut étre 'image d’un terme abstrait par le lexique.

Pour ce qui est des grammaires de £(3, 1), la réduction que nous avons employée donne lieu a nombre
polynomial de sélections lexicales possible. En effet, si étant donné un probléme de 3-PARTITION P =
({s1,...,83m},n), si un terme abstrait ¢ est tel que L(t) = up, alors ¢t contient 4m — 1 fois la constante
g, une fois la constante €', m fois la constantes e, m fois la constante h, de T a 2 fois chacune des
constantes fi, fo, f3. Ainsi, effectuer une analyse dans cette grammaire en ayant & ’avance choisi les

entrées lexicales laisse le probléme NP-complet.

6.2.5 Complexité dans le cas semi-lexicalisé

Pour ce qui est de 'analyse particuliére de grammaire semi-lexicalisée, on peut montrer que ce pro-
bléme est NP-complet. Cela provient du fait que I’analyse particuliére de £(2,n) est polynomiale, cela
montre que si il existe une analyse d’un terme u, alors il y en a une qui ne nécessite qu’un nombre poly-
nomial d’entrées non-lexicalisées. Il n’y a pas de difficulté & étendre se résultat pour I’analyse particuliére
non-lexicalisée et donc montrer que ce probléme est dans NP. Pour ce qui est du cas général, la question
est un peu plus délicate; il est possible dans le cas semi-lexicalisé que certaines analyses aient une taille
exponentielle par rapport au terme & analyser, cependant, sur les exemples que nous avons étudiés, on
pouvait toujours trouver une représentation polyndmiale de ce terme. Nous n’avons pas été plus avant
sur la question de la complexité de ’analyse dans le cas semi-lexicalisé.

6.3 Reécapitulatif

Dans ce chapitre, nous avons exploré la difficulté de ’analyse des grammaires catégorielles abstraites.
Nous avons montré que, dans le cas général, ’analyse était au moins aussi difficile que la recherche de
démonstration dans MELL. Nous montrons également qu’établir si une grammaire catégorielle abstraite
a un langage vide est équivalent au probléme de recherche de preuve dans MELL. Nous établissons enfin
la décidabilité de I’analyse pour les cas lexicalisés et semi-lexicalisés. Les tableaux suivants récapitulent
les résultats de complexité concernant ’analyse que nous avons obtenus au cours de ce chapitre :

Analyse générale
sans présélection lexicale | avec présélection lexicale
L£(2,1) semi-lexicalisé polynomial NP-complet
L£(2,2) lexicalisé NP-complet NP-complet
L(2,2) semi-lexicalisé décidable NP-complet
L(n,m) n >2 et m > 2 lexicalisé NP-complet NP-complet
L(n,m) n > 2 et m > 2 semi-lexicalisé décidable NP-complet

Analyse particuliére

sans présélection lexicale | avec présélection lexicale
L(2,n) polynomial polynomial
£L(3,1) NP-complet NP-complet
Ln,m)n>3etm>1 NP-complet NP-complet

ce tableau est valable que les grammaires soient lexicalisées ou qu’elles soient semi-lexicalisées.



Chapitre 7

Algorithmes pratiques d’analyse

Ce chapitre a pour objectif de présenter les conditions dans lesquelles les grammaires catégorielles
abstraites peuvent étre utilisées en pratique. Dans un premier temps, nous allons étudier le comportement
de l’algorithme général d’analyse et en particulier ses propriétés de terminaison et de complexité pour des
grammaires lexicalisées ou semi-lexicalisées. Ensuite, nous allons voir un algorithme d’analyse incrémental
des grammaires catégorielles abstraites. Cet algorithme a pour vocation d’analyser des grammaires dédiées
a la langue naturelle et utilise des heuristiques spécifiques. Finalement, nous utiliserons le calcul des
descriptions syntaxiques pour construire un algorithme de type Earley pour les grammaires de £(2,n).

7.1 Algorithme général

Dans un premier temps, nous allons étudier les propriétés combinatoires de ’algorithme général des-
cendant afin de voir dans quelle mesure il peut constituer un algorithme pratique d’analyse pour les
grammaires catégorielles abstraites.

7.1.1 Propriétés de terminaison dans le cas lexicalisé
Notation 7.1

1. Etant donné un probléme d’analyse e = (I';t : ), on note At(e) le multi-ensemble At(t).

2. Etant donné un ensemble de problémes d’analyse S, on note At(S) le multi-ensemble | J, ¢ At(e).

eeS
8. Etant donné un probléme d’analyse e = (I';t : ), on note T, la quantité |t|.

4. Etant donné un ensemble de problémes d’analyse, on note Ts la quantité Y oecs Te

Pour le cas lexicalisé, I’algorithme général termine. En effet, il est aisé de constater que si S —4 S’
alors (|At(S")|, Ts) est strictement inférieur a (| A¢(S)|, Ts) pour l'ordre lexicographique. De plus, dans ce
cas, il est non-déterministe et polyndmial, ce qui correspond & la complexité de ’analyse des grammaires
lexicalisées.

7.1.2 Le cas semi-lexicalisé

Dans le cas semi-lexicalisé ’algorithme d’analyse ne termine pas forcément. Prenons par exemple la
grammaire catégorielle abstraite suivante :

1. A:=Afgz.f(g(x)): S — S — 8§
2. S:=x%—ox

On remarque tout d’abord que (Afgz.f(g(x)))(Az.x)(Ax.z) = Az.x si bien que si I'on utilise systéma-
tiquement la régle utilisation d’une constante on se retrouve toujours & devoir analyser le méme ensemble
de problémes d’analyse :

95
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{(sA0.2:9)} —ma{(; 2 S)} —a {{; Azx: S)}. ..

L’utilisation des ensembles comme structure de données nous prémunit d’un accroissement sans fin
du nombre des problémes d’analyse qui interviennent au cours d’une analyse. En effet, dans ’exemple
qui nous occupe, on obtient & chaque pas 'ensemble {(-, Az.z, S)} comme la réunion de cet ensemble avec
lui-méme. Il reste cependant que rien ne permet dans cet algorithme de détecter les boucles. Ici la boucle
est évidente & repérer, la question est de savoir si on peut toutes les détecter ou non.

La réponse est affirmative. Pour pouvoir obtenir un algorithme qui termine dans le cas semi-lexicalisé,
il faut légérement modifier ’algorithme précédent. Il s’agit d’effectuer la tabulation des résultats, c’est-
a-dire garder en mémoire I’historique de toutes les transformations que ’on a effectuées, pour pouvoir le
cas échéant détecter les boucles. Désormais, la structure de données que nous allons manipuler sera une
paire (G,S) ou G est un graphe dans lequel on mémorise les dérivations que l'on a effectuées et S est
I’ensemble des problémes d’analyse que ’on cherche & analyser.

Définition 7.1 Un graphe de problémes d’analyse est une paire (S, R) ot S est un ensemble fini d’items
et R est un sous-ensemble de S x S. Les éléments de S sont appelés sommets du graphe et ceux de R sont
ses arétes. On dit qu’un probléme d’analyse e domine un probléme d’analyse ¢’ si il existe une famille de
problemes d’analyse epcp1 ) telle que pour tout i € [1,n — 1], (ej,ei41) € Retey =e et e, =€’

Définition 7.2 On dit qu’un graphe de problémes d’analyse (S, R) est acyclique si il n’existe pas de
famille de problemes d’analyse (ex)rep1,n) telle que pour tout i € [1,n — 1], (e;,ei41) € R et (en,e1) € R.
Notation 7.2

1. 851 Gy = (S1, R1) et G2 = (Sa, R2) sont deux graphes de problémes d’analyse, alors on note G1 UGs
le graphe de problémes d’analyse (S1 U S2, R1 U Ry).

2. Etant donné un graphe de problémes d’analyse G = (S, R), si e € S, on note D..c lensemble des
probléemes d’analyse qui domine e dans G.

3. Etant donné un probléme d’analyse e et un ensemble de problémes d’analyse S, on note e x S
lensemble des paires (e,e’) ou e’ € S.

Définition 7.3 Siec S et e —, S, alors :
(G,S) =ar (GU (ScU{e}, e x Se),S\{e} US,)
Lemme 7.1 Si ((S,0),S) 5.ar (G,0) alors il existe un graphe d’items acyclique G” tel que
((S,0),5) Sar (G”,0).
Démonstration. En posant Gy = (S,0), So = S et G,, = G, on suppose que (Go, So) —ar (G1,51) —ar
. = a1 (Gp,®). On démontre ce lemme par induction sur n.

Si G,, est acyclique, alors la conclusion est évidente. Si G;, posséde un cycle alors il existe k tel que

Gy, est acyclique et G4 est cyclique. Si (Gi, Sk) —ar (Grkt1,Sk+1), c’est que e € Sy et e —, S,, le fait

que G4 soit acyclique vient de ce que D, g, N Se # . Soit ¢’ € D, ¢, N Se, soit j, le plus petit entier
tel que e’ € Sj, on pose S} = S;\{e'} et pour i € [j + 1, k], si

(Gi, Si) —ar (Gi U (Se; Ufeit, e x Se, ), Si\{ei} U Se,)
et e; € S/ alors on pose :
(Git1:Sip1) = (GU(Se, Ufes}, ei x Se,), Si\{ei} U Se,)

sinon on pose :
( /i+17 1{+1> :(vasb
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Finalement, on pose (G7,S/) = (G, S!U{e'}), on a (Go, So) > ar (G, S), p <k, Sy C S, et GY est
acyclique. Or en procédant de la méme fagon que précédemment, on peut montrer que (G, Sy) Zar

(GI0) et m < n — k. Il nous suffit donc de conclure avec ’hypothése d’induction. O

Avec le lemme précédent, il est évident que S >4 0 si et seulement si ((S,0),5) Sar (G,0) et
G acyclique. Ainsi, on peut n’appliquer la relation — 47 qu’entre des paires (G,.S) ou G est acyclique
et cet algorithme est correct et complet. Nous allons voir qu’en plus il termine pour les grammaires
semi-lexicalisées.

Pour cela, nous allons montrer que I’ensemble des problémes d’analyse qui peuvent étre présents dans
un graphe au cours d’une analyse est fini.

Définition 7.4 Etant donné un probleme d’analyse e = (T;t : ), la complexité de e, est définie par
p(e) = p(I') + p(a).

Définition 7.5 Etant donnés une grammaire catégorielle abstraite G et un multi-ensemble de constantes
objet €, on définit l’ensemble des problémes d’analyse I ., par :

T = {e|At(e) % A ple) < n}

Lemme 7.2 L’ensemble des problémes d’analyse Ly ,, défini sur une grammaire catégorielle abstraite G
est fini.

Démonstration. Cela provient du fait qu’il existe un nombre fini de démonstrations sans coupure d’un
séquent dans ITLL. O

Définition 7.6 Etant donné un ensemble de probléemes d’analyse S défini sur une grammaire catégorielle
abstraite G, on note Zg l’ensemble de problémes d’analyse Ly (s),n, 0% n = maxces(p(e)).

Notation 7.3 Etant donné un graphe G = (S, R), et un ensemble de problémes d’analyse S’ tel que
S' C S, on note Zs/\G lensemble Ts/\S.

Lemme 7.3 Si e —, Se et que la régle utilisée est soit la régle d’élimination des abstractions, soit la
regle d’élimination d’une variable soit lutilisation d’une constante non-lexicalisée du second ordre alors
At(S.) = At(e) et pour tout ¢’ € S, p(e') < p(e).

Démonstration. Ce lemme est évident pour les cas d’élimination d’abstractions ou d’élimination d’une
variable.

Si la régle utilisée est Iutilisation d’une constante non-lexicalisée du second ordre a, alors c’est que
e = (I';t : «) avec « atomique, et S. = {e1;...;e,} avec e; = (I'y;t; @ «;), or «; est atomique, I' =
I'y,...,Tp et done 3.7 p(e;) = p(e). De plus il est évident que |J-, At(t;) = At(t). O

Définition 7.7 Etant donné un graphe de problémes d’analyse acyclique G = (S, R) et un probléme
d’analyse e € S, on appelle hauteur de e dans G, ce que l’on note h. c, le nombre d’items tels €’ tel que
e c Deljg.

Etant donné un sous-ensemble S’ de S on note hs.c le multi-ensemble d’entiers tel que hs g(n) =p
si et seulement si il y a p éléments de S’ de hauteur n dans G. On ordonne les multi-ensembles hgs g
suivant lordre multi-ensemble.

Définition 7.8 Etant donné un graphe de problémes d’analyse G = (S, R), on note Ag le cardinal du
plus grand ensemble d’arétes R’ tel que R* N R =10 et (S,RUR’) est acyclique.

Définition 7.9 Etant donnés un graphe de problémes d’analyse G et un ensemble de probléemes d’analyse
S, on définit la norme |(G, S)| par :

(G, 9)] = (|AL(9)], 1Zs\Gl, Ac, hs.q)
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Nous allons voir que la norme |(G, S)| diminue pour ’ordre lexicographique sous l’action de la relation
AT -

Lemme 7.4 Soient (G,S) et (G',S’) des couples de graphe de problémes d’analyse et d’ensemble de
problémes d’analyse tels que G et G' sont acycliques et (G,S) —ar (G',S’) (en utilisant une grammaire
semi-lexicalisée) alors |(G',S")| est inférieur a |(G, S)| pour Uordre lexicographique.

Démonstration. On suppose que e est un probléme d’analyse de S, que e —, Se, que G’ = GU(S.,ex S,)
et que S’ = (S\{e} U S.).

Si e —, S, avec la régle utilisation d’une constante et que la constante employée est lexicalisée, alors
|(G’, S")| est bien inférieur & |(G, S)| puisque |At(S")| < |At(S)].

Si il s’agit d’une autre régle, nous avons vu avec le lemme 7.3 que dans ce cas, max.es, (p(e')) < p(e)
et que At(S.) = At(e). Ainsi, Zg, C Z. et donc Zgr C Zg. Si S. n’est pas inclus dans les sommets de G
alors |Zs\G'| < |Zs\G| et comme Zg est inclus dans Zg, il s’ensuit que |Zs/\G’'| < |Zs\G|. Si par contre,
Se est inclus dans ’ensemble des sommets de G, alors on a seulement que |Zg/\G'| < |Z5\G|, mais si
e x S n’est pas inclus dans la relation de G, alors, Ag: < Ag, car en ajoutant des arétes & G, on diminue
le nombre maximum d’arétes que ’on peut lui ajouter tout en le laissant acyclique. Si finalement e x S,
est inclus dans I’ensemble des arétes de G, alors G’ = G et les items de S, sont moins hauts dans le
graphe que e, il s’ensuit donc que pour I'ordre multi-ensemble, hs: ¢/ est strictement inférieur & hg .

Ainsi,dans tous les cas, |(G’,5’)| est strictement inférieur & |(G, S)| pour 'ordre lexicographique. O

Nous avons ainsi démontré que la relation — 47 permettait de définir un algorithme d’analyse qui
termine dans le cas semi-lexicalisé. On pourrait démontrer que pour I’analyse particuliére des grammaires
de L(2,n), cet algorithme est polynémial. Cependant, il n’est pas trés efficace. Pour s’en convaincre, il
suffit d’étudier son comportement pour ’analyse des grammaires hors contexte. Si on suppose que le terme
que ’on cherche a analyser est u alors le nombre de problémes d’analyse utilisés par I’algorithme est en
O(|u|?), ce qui a pour conséquence que le graphe aura une taille en O(|u|*). La complexité en espace de
cet algorithme est donc moins bonne que celle des algorithmes usuels pour les grammaires hors contexte.
De plus, si la grammaire hors contexte que ’on code posséde une régle de la forme o — «; ... ay,, 0Ot pour
tout i € [1,n], a; est un non-terminal alors pour rechercher une analyse, on essaiera tous les découpages
en n portions de la chaine & analyser ce qui aura pour conséquence que ’analyse pourra prendre un temps
en O(|u|™). Aussi en pratique cet algorithme ne pourra pas étre vraiment efficace.

7.2 Algorithme d’analyse incrémentale

L’algorithme que nous venons de voir doit pour fonctionner résoudre des équations de filtrage relati-
vement difficiles. Afin de traiter au plus prés les applications linguistiques pour lesquelles les grammaires
catégorielles abstraites ont été définies, nous proposons un algorithme incrémental d’analyse dédié aux
grammaires catégorielles abstraites lexicalisées et dont la signature objet est une signature de chaines.
Cette approche fait ’économie des algorithmes de filtrage et est inspirée d’un algorithme proposé par
Glynn Morrill [Mor00] pour le calcul de Lambek. Elle semble bien adaptée a l'analyse de grammaires
qui modélisent la langue naturelle car elle permet de modéliser formellement une notion d’acceptabilité.
Un algorithme similaire a été développé pour les grammaires d’interaction et a été implémenté dans
Panalyseur syntaxique LEOPAR [GBO03]. Les résultats obtenus par LEOPAR, dans I’analyse de phrases
relativement complexes et ambigiies sont encourageants.

L’algorithme d’analyse incrémentale repose sur ’algorithme de recherche de démonstration dans IILL
que nous avons vu au premier chapitre. Il cherche également & analyser les phrases de maniére incrémen-
tale, c’est-a-dire en progressant de la gauche vers la droite. Afin de prendre en compte l'ordre des mots,
nous allons utiliser une liste de constantes objet pour pouvoir faire des sélections lexicales au fur et &
mesure de la lecture de la phrase.

Définition 7.10 Etant donné un terme w = ay + ...+ a,, on notera Ly, la liste a1, ..., a,.

Définition 7.11 Un probléme d’analyse sur une grammaire catégorielle abstraite G est un quadruplet
(T; A; S; L;u) ou T est un contexte d’assignation de types abstraits a des inconnues, A est un conterte
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Lexique
Si At(L(a)) C L, alors

(T A5 15 Ly w) —iner (U5 451, L(a) : s, (a); L\{At(L(a))}; u)

Activation
Sixz ¢ A alors
(T; A 1,t:a — BT Liu) —iner (DA, 2051,z  to: 1 Liu)

Si X ¢ T alors
(D;0;1,t: a0 — 75 Liu) —imer (I, X :a; AL X : ot tX 0 375 Ly u)

Neutralisation simple
Siu=X7Zp, Tp C FV(t), [t|x =0 et p(I) + p(car) = 0 alors :

(I,X:ap o a; A, Tprap; Lu:at t:a 5 Liu) —imer (T34 I[X = \Tp.t]; Lu)
Neutralisation de phrase

(T, X, : S;A;1,t: 87, X : 8T Liu) —iner (T3 A;1,t: 5% Liu)

Fic. 7.1 — Régles de réduction de ’algorithme incrémental

d’assignation de types abstraits a des variables, S est un ensemble de couple t : a° ot t est un terme objet
et af est un type abstrait polarisé, L est une liste de constantes objets et u est le terme objet que l’on
cherche a analyser.

Définition 7.12 Etant donné un ensemble I de couples de la forme t : of, la complexité de I est définie
par :

tacel

Définition 7.13 On dit qu’un multi-ensemble de constantes € est en accord avec une liste de constante
L=e1,...,en, ce que 'on note € C L, siey €€ et si € C L. Si % C L, on note L\% la liste obtenue
a partir de L en enlevant les occurrences des éléments de € d’indice le plus faible dans L.

Définition 7.14 On appelle inconnue de départ une inconnue distinguée que nous noterons X;.

Définition 7.15 On dit qu’un probléme d’analyse P se réduit a un probléme P’, ce que l'on note P — ;¢
P’ si on peut utiliser une des régles de la figure 7.1.

Lemme 7.5 Si (X, :S5;X,: 8% Ly;u) Siner (T3 A1 Lyu) alors on a les propriétés suivantes :

1. six: o € A alors il existe exactement deur termes v et w tels que v : B et w : v*2 sont dans I,
x € FV(v) et x € FV(w), de plus €1 # €.

2. si X:a €l et X # Xy alors il existe exactement deuz termes v et w tels que v : B et w : 2
sont dans I, |vjx =1 et Jw|x = 1.

3. pour tout v : o € I, il existe un terme abstrait de type o tel que L(t) =g, v.

Démonstration. Ce lemme se démontre par simple induction sur la dérivation. O

Lemme 7.6 Si (X, :S;:X,: ST Lyiu) Simer (55u: S -5 u) alors il existe un terme abstrait t de type
S tel que L(t) =p, u.
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Démonstration. Ce résultat est la conséquence directe du théoréme de complétude 1.12 de I’algorithme
de recherche de démonstration que nous avons vu au premier chapitre. O

L’algorithme défini par la relation —,. est correct et complet, mais jamais il n’utilise la structure
syntaxique de u, en fait il se contente d’énumeérer les termes abstraits de type S dont l'image par le
lexique contient les mémes constantes objet que u. Il fait cela jusqu’a trouver un terme dont ’image par
le lexique soit égale & u. Afin de le rendre un peu plus efficace, on utilise le résultat suivant :

Lemme 7.7 Si (X, : S; X : ST Lusu) Simer (AT Liu) Siner (55w 2 S5 u) alors pour tout

v:a® €l si FV(v) = Tp alors il existe une solution & ’équation X\Tp.v L.

Démonstration. On procéde par induction sur la réduction. O

Ainsi, afin de tenir compte de la structure de u faut-il essayer de maintenir la propriété nécessaire
exhibée par le lemme précédent. Cependant, cette propriété est relativement difficile & établir, il faudrait
a chaque transformation résoudre une équation de filtrage, or un point fort de cet algorithme est que
justement il évite de résoudre des équations de filtrage. On peut alors se contenter d’utiliser la condition
nécessaire que nous avons présenté au cinquiéme chapitre c’est-a-dire assurer & chaque étape que pour
tout élément v : a de I, si Tp est ’ensemble des variables libres dans v alors XA\zTp.v = u.

Une propriété remarquable de cet algorithme est qu’il permet de modéliser la complexité syntaxique
des phrases. Il donne ainsi un moyen formel de comparer les complexités relatives de deux analyses. Des
phrases difficiles & comprendre auront une complexité élevée. Des phrases ambigiies verront certaines
analyses (et le sens qui leur ait associé) privilégiées par rapport aux autres du fait de leur complexité plus
faible. L’ensemble des paires polarisées qui restent & un instant donné lors de l’exécution de l’algorithme
correspond & ’ensemble des dépendances qui ne sont pas encore satisfaites par ’analyse en cours. Plus
ce nombre est important, plus ’analyse est complexe.

Définition 7.16 Etant donné un ensemble I de couples t : of, le nombre de dépendances positives (resp.
négatives) non satisfaites, noté |I|, (resp. |I|—), est le nombre de couples t : o™ (resp. t : a~ ) contenus
dans I. Le nombre de dépendances non satisfaites de I est défini par |I|._ = |I|4 + |I]_.

Définition 7.17 Etant donnée une réduction :
(Xs : Sy 3 Xs : S+7 Lu, U) —incr (Fly AI, Il, Ll; U) —iner -+« “incr (Fn, An; Iny Ln, U) —incr (, U SO; 3 U)
on appelle complexité de la réduction la quantité

Iile
Z_gﬁ](I l+-)

Nous allons voir sur quelques exemples que cette notion de complexité permet de mettre en évidence
que certains sens d’une phrase peuvent étre préférés & d’autres ou encore que certaines phrases bien
que grammaticales ne sont pas acceptables car trop complexes. Ces exemples sont des adaptations aux
grammaires catégorielles abstraites de ceux proposés par Morrill pour le calcul de Lambek [Mor00]. La
phrase en anglais everyone loves someone peut avoir pour sens le fait que pour toute personne il existe
une autre personne que la premiére aime. Mais cette phrase peut avoir un sens différent, moins immeédiat,
& savoir qu’il existe une personne que tout le monde aime. Nous allons voir que ’analyse qui correspond
au second sens est plus complexe. Pour cela on définit les grammaires catégorielles abstraites suivantes :

1. E = M\f.f(everyone) : (np—oS)—S
= APVy.P(y)

2. Q@ := Mf.f(someone) : (np—oS)—S
= AP.3y.P(y)

3. L = Myx-+loves+y : np—onp—oS8

= Axy.Lovexy
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Les termes abstraits t1 = E(A\x.Q(\y.Lzy)) et t2 = Q(A\y.P(Ax.Lzy)) se réalisent tous deux par le
premier lexique en everyone + loves + someone, mais avec le second, t; se réalise en Vx.3y.Love x y alors
que to se réalise en Jy.Vx.Love x y. Ainsi ces deux analyses correspondent aux deux lectures possibles de
la phrase everyone + loves 4+ someone. Les exécutions de ’algorithme défini par la relation — ;. qui
conduisent aux analyses t1 et fo sont respectivement présentées par les figure 7.2 et 7.3. Afin de rendre
plus compacte la représentation et plus lisible ’exécution, nous n’avons pas représenté les contextes,
nous n’avons pas non plus fait apparaitre les étapes d’activation et nous avons également laissé la trace
du terme abstrait que l'analyse était en train de construire. Nous avons encadré les éléments qui se
neutralisent au cours d’une étape de réduction. On constate que la réduction qui conduit & analyser la
phrase everyone loves someone avec le terme t; a une complexité qui s’éléve & 6 alors que la phrase qui
conduit & I’analyser avec t2 a une complexité qui s’éléve & 7.

Une autre source de complexité dans les phrases est 'imbrication de propositions subordonnées, on
peut ainsi composer une phrase du genre [’éléve dont le devoir que j’ai lu hier soir était mauvais est
votre fils qui n’est pas compréhensible au premier abord mais qui est pourtant grammaticale. Pour se
convaincre que la complexité de cette phrase provient de ’enchissement des propositions relatives, il
suffit d’enlever la relative la plus profonde : I’éléve dont le devoir [... ] était mauvais est votre fils. Or si
on effectue 'analyse d’une telle phrase avec ’algorithme définit par la relation —,,., & chaque fois que
I’on entre dans ’analyse d’une relative, on analyse le groupe nominal sujet, mais celui-ci attend d’étre
neutralisé contre un verbe ce qui est retardé par I’analyse de la relative enchéssée suivante. Ainsi, &
chaque enchéassement de relative on est conduit & avoir un groupe nominal supplémentaire qui doit étre
neutralisé. Si bien que la complexité d’analyse de ce type de phrases est directement lié & la profondeur
des enchassements qu’elles contiennent.

En pratique, on peut borner la complexité des phrases que I’on cherche & analyser. Ainsi, on borne
le nombre de couples polarisés que I’on peut avoir. Cela revient & modéliser plutét qu’une notion étroite
de grammaticalité une notion plus large d’acceptabilité, c’est-a-dire que ’algorithme n’acceptera plus les
phrases qui sont valides seulement parce qu’elles obéissent aux régles édictées par la grammaire, mais
les phrases qui en plus d’obéir & la grammaire sont suffisamment simples pour étre comprises. De plus,
la définition de cette borne est suffisamment simple pour que I’on puisse la moduler suivant les besoins
de l'application. Par ailleurs, en bornant le nombre de couples polarisés qu'une analyse peut manipuler,
on borne la complexité de types utilisés dans le contexte si bien que ’ensemble des couples polarisés qui
peuvent intervenir devient fini et méme borné par un polynéme dont le degré est 1a somme des complexités
maximales que peuvent avoir ces types.

Finalement, borner la complexité des phrases que ’on cherche & analyser permet également de dé-
velopper des heuristiques particuliéres. Par exemple, cela permet d’orienter la sélection lexicale. Celle-ci
doit permettre de neutraliser suffisamment de couples polarisés pour pouvoir poursuivre ’analyse sinon,
on ne pourra pas poursuivre ’analyse sans dépasser la borne. L’utilisation de probabilités pour faire les
meilleurs choix d’appariements ou les meilleurs choix lexicaux en premier serait également une voie &
explorer pour améliorer les performances de cet algorithme. Une telle approche serait d’ailleurs relative-
ment innovante car les approches probabilistes pour le traitement des langues naturelles sont basées sur
des modéles qui ne font dépendre la probabilité de ce qui va suivre que des quelques mots qui précédent.
Ici, ces données seront également enrichies par la connaissance de dépendances & satisfaire, ce qui fait
dépendre la suite de ’analyse de ce que ’on attend pour satisfaire ce qui précéde.

7.3 Algorithme d’analyse a la Earley

L’algorithme d’analyse général utilise deux types d’opérations pour mener & bien une analyse. Ces
deux types d’opérations pourraient échanger des informations pertinentes et le fait qu’elles sont utilisées
indépendamment peut provoquer une perte d’efficacité. D’un coté, il utilise un ensemble d’opérations
qui effectue des démonstrations dans ITLL. Pour ces opérations, la construction d’un terme d’analyse
n’est autre que la construction d’un terme abstrait possédant les bonnes propriétés de typage, ce qui
techniquement revient a la construction d’'une démonstration en logique linéaire. D’un autre coté, il
utilise une opération qui permet de trouver les solutions d’une équation de filtrage linéaire. L’emploi de la
régle utilisation d’une constante fait forcément appel a un algorithme de filtrage puisqu’il faut trouver les
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Nb dépendances
non satisfaites

1

Analyse

lincr

X,: 8T,

lincr

‘ (EX, X everyone,: S°), Xx : ST, x :np~ ‘

(EX, X everyone,: S7)

, Xz : ST, z:np~

lincr
(EX, X everyone,: S°), Xx : ST,
(LZ1Z5,Z1 + loves + 2o : S7), , Zsy :npt
lincr

‘ (EX, X everyone,: S°), Xx : ST, (LxZa,x + loves + Zy : S7), Zs : np™ ‘

lincr

(EX, X everyone,: S°), Xx : St (LaZq,x + loves + Zo : S7),

(QY,Y someone,: S7), Yy : ST,

lincr

(EX, X everyone,: S°), Xx : ST, ‘ (Lzy,z+loves+y:S7) ‘

(QY,Y someone,: S7),| Yy : ST

lincr
(EX, X everyone,: S°), | Xz : ST|,| (Q(\y.Lxzy),x + loves + someone,: S™) ‘
lincr

‘ (E(Az.(Q(A\y.Lxy)), everyone + loves + someone,: S°) ‘

F1G. 7.2 — Analyse de everyone loves someone avec la sémantique Vz.3y.Lovexy
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Nb dépendances Analyse
non satisfaites

:

Ter
4 ‘XS : ST (EX, X everyone,: S7), Xm:S*,x:np"
Liner
7 Xs: St (EX, X everyone,: S7), Xz : ST, |z : np~
(LZ1Z2,7Z1 + loves +Zo : S7),|Zy : np™ |, Zo : np™
Liner
5 X : S1, (EX, X everyone,: S7),| Xz : ST,
‘ (LxZs,z + loves + Zs : S7) ‘, Zs :npt
Liner
3 Xs: ST, (E(A\x.LxZ3), everyone + loves + Zo : S7), Zg : np™
Liner
6 X : ST, (E(A\x.L xZs), everyone + loves + Zg : S™),
(QY,Y someone,: S7), Yy : ST,
Liner
4 X :S*,‘(E(/\:v.ny),everyone+loves+y:S’) ,
(QY,Y someone,: S7), | Yy : ST
Liner
2 X, : 5T, ‘ (Q(\y.E(M\x.L xy)), everyone + loves + someone,: S™) ‘
Liner
0 (Q(\y.E(\x.Lxy)),everyone + loves + someone,: S°)

Fic. 7.3 — Analyse de everyone loves someone avec la sémantique Jy.Va.Lovexy
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termes t1, ..., t, tels que L(a)t1 . .. t, =g, u. Cette opposition entre ces deux types d’opérations conduit &
traiter séparément les informations concernant le langage abstrait (construction d’un terme d’analyse) de
celles concernant le langage objet (résolution des équations de filtrage). Or ces deux types d’information
sont complémentaires. Etant donnée a une constante abstraite de type a; — ... — a,, —o «, dans

le cadre d’une analyse, chercher & résoudre 1’équation L£(a)Xj...X, Z u ne consiste pas seulement &
trouver des termes v; tels que L£(a)vi...vn, =g, u. On cherche plus précisément des termes vy, ...,
v, qui sont respectivement ’image par le lexique de termes ¢1, ..., ¢, ayant pour types abstraits oy,

.., an. Lalgorithme général d’analyse descendante parcourt a priori toutes les solutions de ’équation

L(a)X;...X, < u en vérifiant ensuite pour chacune d’entre elles si les termes qui la composent sont
I'image par le lexique de termes abstraits ayant les types appropriés. Résoudre 1’équation £(a)X; ... X, Z

u en tenant compte du fait que les solutions doivent étre I'image par le lexique de termes abstraits de type
ai, ..., o, semble étre une optimisation intéressante qui pourrait permettre d’éviter d’avoir & analyser
bon nombre de solutions de cette équation.

Cette section est une premiére tentative pour rassembler ces opérations de démonstration et de filtrage
pour améliorer les performances de 'algorithme général. Nous nous basons sur la notion de description
syntaxique pour créer un systéme déductif dont I'objectif est d’unifier les deux opérations nécessaires
lalgorithme général. Pour l'instant ce systéme déductif s’intéresse seulement & ’analyse des grammaires
de £(2,n). Nous espérons que nous pourrons le généraliser pour les autres grammaires. Une conséquence
de cette démarche est que ce systéme déductif permet, pour une grammaire donnée, la construction d’un
algorithme d’analyse polynémial utilisant la tabulation. Cet algorithme est une extension de ’algorithme
4 la Earley pour les grammaires hors contexte et permet d’analyser les grammaires d’arbres adjoints en
O(nb). Cet algorithme se comporte de la méme maniére que I’algorithme de Earley dédié aux grammaires
hors contexte dans le cas ot la grammaire catégorielle abstraite employée correspond & ’encodage d’une
grammaire hors contexte. En revanche, il est quelque peu différent de I’algorithme proposé par Joshi et
Shabes [AKJ92], pour les grammaires d’arbres adjoints.

Le systéme déductif que nous allons définir se fonde sur deux formalismes : tout d’abord sur le systéme
des descriptions syntaxiques que nous avons vu en section 5.2 et ensuite sur le systéme des décompositions
lexicales que nous allons détailler dans la prochaine sous-section.

7.3.1 Les décompositions lexicales

Un des écueils que doit éviter un systéme d’analyse lexicale pour étre efficace est de générer expli-
citement l’ensemble des analyses. Les techniques d’analyse qui se basent sur la tabulation cherchent &
représenter des propriétés sur des morceaux de phrases. L’algorithme de Cocke, Kasami et Younger pour
les grammaires hors contexte utilise comme propriété que le non-terminal « se récrit avec la grammaire en
telle portion de la phrase & analyser. Mais jamais les fagcons dont ce terminal se récrit en ce bout de phrase
ne sont stockées explicitement. Pour ce qui est des grammaires catégorielles abstraites, les morceaux de
phrases seront représentés par des descriptions syntaxiques. Ainsi, nous aurons des informations du genre
“tel bout de terme correspond & telle description syntaxique”. Mais toujours nous éviterons de rendre
explicites les raisons pour lesquelles cette correspondance est effective. En particulier, nous ne stockerons
pas de terme abstrait de type « dont la transformation par le lexique explique pourquoi tel bout de terme
correspond 3 telle description syntaxique.

Définition 7.18 Etant données une grammaire catégorielle abstraite G appartenant a L£(2,n) et une
constante abstraite a de G ayant pour type ap ) — «, st I' = X[y ) : a1, €t to est la forme 3-normale
et n-longue de L(a)X|1 ) alors le couple (I',t,) est une entrée lexicale de type . En particulier, on dit
que (T, t,) est lentrée lexicale associée o la constante abstraite a. Si (I',t) est une entrée lexicale de type
a de la grammaire G, alors on notera (I',t) € G : a.

Le fait d’utiliser des inconnues & la place des A-abstractions nous permettra de travailler modulo une
substitution, ainsi au lieu de stocker une propriété sur la variable de type a pour expliquer comment
I’analyse procéde, on se contentera de prétendre, sans plus de précision, l’existence d’une substitution
justifiant I’analyse. Cela nous permettra d’évacuer des informations inutiles ; informations du méme ordre
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pour I'analyse de grammaires d’arbres adjoints que celles des adjonctions qui ont été nécessaires pour que
tel arbre puisse analyser tel fragment de chaine.

Tout comme nous ’avons fait pour ’algorithme de résolution d’équation de filtrage au cinquiéme
chapitre, nous allons répartir dans deux ensembles les variables liées dans les entrées lexicales, les variables
actives et les variables inactives. Cependant en plus de cette discrimination, nous allons ajouter des
informations de typage abstrait aux variables actives.

En effet, les types des variables actives sont reliés & des types abstraits. Prenons le terme ¢ =
M. f(Azy.azy), si f a pour type (x —o * —o x) —o *, on peut facilement déduire que z et y ont for-
cément le type *. Supposons maintenant que ¢ soit la réalisation par le lexique d’une constante abstraite
dont le type abstrait est a; — a3. On ne peut pas donner un type abstrait aux variables x et y, puisque
oy est un type atomique. Cependant, on sait que quelque soit le terme abstrait u de type ai, si on
applique t & L(u), alors \zy.axy passera en argument de £(u). C’est comme si le terme Azy.axy avait
pour type abstrait d’étre le le premier argument d’un terme de type abstrait ;. Ensuite, au cours de
la [B-réduction, x et y vont étre instanciés. Si on considére que Azy.axy a pour type abstrait d’étre le
premier argument d’un terme de type abstrait oy, on peut considérer que x a pour type abstrait d’étre
le premier argument d’un terme qui est le premier argument d’un terme de type abstrait oy et que y est
le second argument d’un terme qui est le premier argument d’un terme de type abstrait op. Il apparait &
travers cet exemple que 'on peut faire descendre au niveau objet une partie de I'information du typage
abstrait. Les décompositions lexicales font apparaitre cette information et pour cela utilisent la notion de
type abstrait pointé.

Les seules entrées lexicales pour lesquelles la notion de variable active peut varier sont les entrées
lexicales ayant le type de départ de la grammaire dans laquelle on effectue ’analyse. Si une de ces entrées
lexicales est & la téte d’un terme d’analyse alors la A-abstraction avec lesquelles elle débute éventuellement,
ne donneront lieu & aucun redex. Si par contre une telle entrée lexicale est utilisée au coeur d’une analyse,
alors ces abstractions formeront des -redex au cours de la réduction. Ce phénoméne est pris en compte
par le systéme qui permet de caractériser les variables actives.

Définition 7.19 Etant donné un type o et une liste d’entiers L, si o = Vi —© Y (avec v atomique)
alors a.L désigne une sous-formule de o de la maniére suivante :

a st L=-

~vi.L' si L=1i,L" eti € [1,n]
vsL=0

1 sinon

ol =

On dit que « et L sont compatibles si a.L # 1.

Définition 7.20 Dans une grammaire catégorielle abstrait G, un type abstrait pointé est un couple (o, L)
ol « est un type abstrait atomique et L est une liste d’entiers et tel que la réalisation par le lexique de «
et L sont compatibles.

En général, nous noterons le couple (a, L) par o.L.

Définition 7.21 Un contexte d’assignation de type abstrait pointé a des variables est un ensemble de
paires de la forme x : «.L ot x est une variable et a.L est un type abstrait pointé.

Notation 7.4

1. Si T est un contexte xp : Op ou les 0; sont des types ou des types abstraits pointés et si t est un
terme, alors on note I'; le contexte xq : 0g ou Q = {i € Plz; € FV (1)}

2. SiT est un contexte Xp : ap et sit est un terme alors on note Iy, le contexte Xg : 0g ou Q = {i €
P |t|x, > 0}

Définition 7.22 Etant donnés une grammaire catégorielle abstraite G, une décomposition syntazique et
un séquent de la forme T;T; Abgt: 0 ou :

1. T est un contexte d’assignation de types abstraits a des inconnues
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T, ) €G:a (L, AT t) €G: S L(S) =F1n — 7
F, e Fg t: .- F?‘T[l,n] : ’Y[l,n], . Fg t:5.0

X :a;I";ARg Xt i B X :o;I";Akg Xt : B
IX:oT';ARg Xt .0 Fltﬁriti? Ay, Fgtitau

T A 2oLl kg oty B ;T A 2ol g oty B
DT Az alL bg ot ) : (L, 0) F‘ti;riti;A‘ti Fgti:a.(L,i)

[T A bg AT )Pt p) ﬁ[l,n] — [T Abg Az[l,n]-ht[l,p] ta.L
DT 20, 0 B A bg bty - 08 DT Az (L)1), .,  an(Lyn) Fg htp ) o (L,0)

DTz fun — BiAbgatny:f T Abgalp e :0 7s,(a) =B, — B
F\ti;mti); Ay, Fgti: B F‘ti;ﬂti; Ay, Fgti: B

On suppose que G = (31, X9, L, S), h désigne un terme atomique, o désigne un type abstrait atomique,
[ désigne un type objet et 6 désigne soit un type objet soit un type abstrait pointé.

Fi1G. 7.4 — Les décompositions lexicales

2. TV est un contexte d’assignation de types objet o des variables
3. A est un contexte d’assignation de types abstraits pointés o des variables
4. t est un terme objet
5. 0 est soit un type abstrait pointé soit un type objet.
et T;T; A kg t: 0 est dérivable a partir des régles de la figure 7.4.

7.3.2 Le systéme déductif

Le systéme que nous allons utiliser (c.f. figure 7.5)pour formaliser I’analyse des grammaires catégo-
rielles abstraites s’apparente fortement au systéme ., (c.f. section 5.2.2) pour résoudre les équations de
filtrage linéaire du A-calcul linéaire simplement typé. On peut en fait le voir comme le méme systéme
pour lequel on imposerait que le membre gauche de I’équation soit une décomposition lexicale. Ainsi, au
lieu de chercher un terme quelconque satisfaisant une description d (ce que 'on faisait avec le systéme
Feq) On essaie de le construire & I’aide des entrées lexicales. On peut donc voir ce systéme déductif comme
une adaptation contrainte du systéme k.

Définition 7.23 Un séquent d’analyse dans une grammaire catégorielle abstraite G est un séquent de la
forme o; ILT; TV, A Fi t:d ot :

1. o est un contexte de renommage de variables

2. 11 est un contexte d’assignation de types abstraits a des inconnues

3. T est un contexte d’assignation de types objet a des variables

4. TV est un contexte d’assignation de types objet a des variables

5. A est un contexte d’assignation de description o des variables

On dit qu’un tel séquent est dérivable si on peut le démontrer a Uaide des régles de la figure 7.5

Définition 7.24 Un termet est appelé décomposition lexicale saturée de type oL si il existe une décom-
position lexicale II;T; A Fg v : a.L et une substitution o telle que :

1. v.o =t (égalité syntaxique)
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2. pour tout X : o € II, il existe un terme abstrait w de type o tel que o(X) = L(w)
3. pour tout x : v.L' € A il existe une décomposition lexicale saturée de type v.L' w telle que o(x) = w.
4. pour tout x: B €T, o(zx) = x.

Lemme 7.8 Le séquent o; X1 ) @ o n]; s TV 21 ) 2 dp1p) l—i t : d est dérivable si et seulement si

et il existe une famille de termes abstraits (tx)pep ), une famille de décompositions lexicales saturées
(Vk)ke[1,n], un renommage o' et deux contextes I'y et Ty tels que :

1. T=T.,T,
2. T = [Xk = E(tk)m: [ = V.0 ]k 1
3. T1;T9,TV;- bp (¢.0).7 : d est dérivable.

Démonstration. Ce lemme se démontre simplement par induction sur la dérivation de

g, X[l,n] . a[l’n];l"; F/; x[lyp] . d[l,p] l—i t:d

Proposition 7.1 Etant donnée une grammaire catégorielle abstraite G = (31,0, L, S) telle que L(S) =
B1,n] — B avec 3 atomique, si Ny[y ,).u est un terme objet sous forme (-normale n-longue de type L(S)
alors il existe un terme abstrait qui analyse u si et seulement si il existe une entrée lexicale de type S
(I, A\Z[1 ] 1) telle que Z[1 5] = Uit,n) 1 5 U0n] © Qion)s - Fi t:{u: [} est dérivable.

Démonstration. Si il existe une entrée lexicale de type S (I, \T[ ,].t) telle que

T = s 1L U] Ty FG e {u: B}

est dérivable, alors, d’aprés le lemme précédent, en supposant que IT = X1 ;; : a1 5, il existe une famille
de termes abstraits (tx)[1 ) telle que t est de type ax et ;71 n] = Qrn); - Fp Lo [Xp == L(te)]h_; : {u: 5}
est dérivable. Or d’aprés le lemme de correction du calcul des descriptions syntaxiques (lemme 5.8) cela
signifie que t.0.[Xy := L(tx)],_, =p u. Si bien que si (II, \T7,].t) est entrée lexicale associée 3 la
constante abstraite c alors ct[; , constitue une analyse de A1 ,].u-

Si réciproquement, v est une analyse de Ay n] aw alors v = ctpy . Bt si (X[1 ) @ 1), AT[1,5-) est
P’entrée lexicale ass0c1ee A ¢, alors t[Xk := L(tx)]}_; =p u et d’aprés le lemme precedent cela implique
que T[q ] == y[l’n] 35 YLn) - QL |— t: {u: B} est dérivable. ([l

7.3.3 Vers une implémentation

Tout comme pour la conception de I’algorithme de résolution d’équations de filtrage, nous mémorisons
les séquents dérivables dans le systéme I—i qui ont un type atomique et qui sont sous forme 7-longue.
Nous allons présenter cet algorithme de fagon informelle, sans donner les démonstrations de sa correction
ou de sa complétude. Ces propriétés sont directement induites par le systéme formel que nous avons
vu précédemment. La solution que nous présentons ici n’est certainement pas la seule possible. Nous
nous sommes basés sur les idées des algorithmes de Earley pour les grammaires hors contexte et les
grammaires d’arbres adjoints. D’autres algorithmes pour ces formalismes ont des propriétés de complexité
équivalentes et sont mieux adaptés & certaines situations. Nous espérons que le cadre formel apporté par
les descriptions offre suffisamment de souplesse pour permettre de concevoir des algorithmes d’analyse
pour les grammaires de £(2,n) qui se basent sur d’autres idées que celles que nous avons retenues.

L’algorithme que nous allons voir est optimisé; il fait des distinctions techniques relativement fines
qui lui permettent d’analyser les grammaires hors contexte de fagon tout a fait identique & 1’algorithme
proposé par Earley [Ear70]. Il permet également d’analyser les grammaires d’arbres adjoints en O(n®),
mais son exécution sur les grammaires catégorielles abstraites qui codent des grammaires d’arbres ad-
joints différe de l’algorithme proposé par Joshi et Shabes [AKJ92]. Cependant les similitudes que I’on
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~;H;~;~;~Fit:d tegG:a U;H;F;F/;Akit:d H;F';&th:a.L
Incy Var 4
-;X:a;l—‘;-;-l—iX:d -;-;F,F/;-;x:dl—ix:d
-I—Ezt:a
RefA
~;~;~;~'~Fit:{t:a}
e 0 TT- T R G 1. .
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On suppose que G = (X1, %9, L, 5).

F1G. 7.5 — Systéme formel d’analyse dans £(2,n)

constate avec ces deux algorithmes laissent entrevoir la possibilité de construire une machine abstraite
qui produirait les langages de A-termes des grammaires de £(2,n).

Afin de mieux comprendre les intuitions qui sous-tendent cet algorithme, il faut voir les descriptions
syntaxiques comme une généralisation des notions d’indices utilisées dans les algorithmes & la Earley.
Pour représenter la sous-chaine a; . ..a; de la chaine a; ...a,, ces algorithmes utilisent la paire d’indices
(4, 7). Informellement, avec les descriptions syntaxiques, cette sous-chaine se représente par :

Ajy1...0np =2 Aj...0n

c’est-a-dire la chaine qui si on lui concaténe & droite (ce qui est une application dans le A-calcul linéaire)

la chaine a;4; ...a, donne pour résultat la chaine a; ... a,. Cette représentation peut sembler complexe,

mais si on implémentait un systéme basé sur les descriptions, on utiliserait des pointeurs de chaines.
Pour représenter le contexte de chaine suivant,

ar...4;...0k...04;...0Q5...0n

les analyseurs de grammaires d’arbres adjoints utilisent le quadruplet (4, k, [, j), nous utiliserons la des-
cription
(@41 .. @n o Qp...0n) —o (QGj41...Gn —© Qi ... 0p)

c’est & dire le contexte qui si on y insére la sous-chaine ay, . .. a; produit la sous-chaine a; . .. a;.

L’algorithme que nous avons défini gére les problémes d’a-conversion et pour qu’il fonctionne, nous
partons de I’hypothése que les variables utilisées pour construire les entrées lexicales sont deux & deux
distinctes et ces variables ne changent pas lors de la construction des décompositions lexicales. La correc-
tion de ’algorithme repose également sur I’hypothése que les variables utilisées pour construire le terme
& analyser sont deux & deux distinctes.

Avant de présenter Ialgorithme nous allons voir quelques définitions techniques, notamment le moyen
de définir des contextes comportant des valeurs indéfinies, d’extraire et de compléter de tels contextes.

Définition 7.25 On appelle contexte de renommage mizte un contexte qui contient des paires de la forme
x =y ou de la forme x : 3, les parties gauches des paires sont deux o deux disjointes.
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Définition 7.26 Etant donné un contexte de renommage 0 = Tp .= yp et deux termes v et w on dit
que v et w sont compatibles avec o si FV(w) C yp et pour tout i € P y; € FV(w) si et seulement si
x; € FV(v). Siv et w sont compatibles avec o, on note o|,,, le conteste de renommage Tq = yq ot

Q ={ie Ply; € FV(w)}.

Définition 7.27 Une description généralisée est soit une description, soit 1. Le symbole 1 est la des-
cription indéfinie.

Définition 7.28 On appelle contexte de désignation un ensemble de paires x : (d,«a.L) ot = est une
variable, d est une description généralisée et o.L est un type abstrait pointé.
Un contexte de désignation Aest dit complétement instancié si pour tout x : (d,a.L) € A, d # L.

Définition 7.29 On appelle contexte d’abstraction une liste dont le multi-ensemble sous-jacent est un
contexte de désignation, ce contexte de désignation est dit sous-jacent au contexte d’abstraction.

On dit qu’un contexte d’abstraction est complétement instancié si le contexte de désignation sous-
jacent est compléetement instancié.

Notation 7.5

1. Etant donné un ensemble d’indices P = {i1;...;in}, on note xp : (dp,ap.Lp) le contexte de dési-
gnation x;, : (diy, o L)), @i, 2 (di,, @4, Ly,)).

2. Etant donné une liste d’indices P = {i1;...;in}, on note xp : (dp,ap.Lp) le contexte d’abstraction
Xy (diy oy L))y ooy 2, 2 (diy,, u, Ly, ).

8. Etant donné un contexte d’abstraction complétement instancié A = xp : (dp,ap.Lp), et une des-
cription d, on note A —o d la description dp —o d.

4. Etant donnés un contexte de désignation (resp. d’abstraction) A = xp : (dp,ap.Lp) et un contexte
de désignation totalement instancié A' = xq : (eg,ag.Lg), si on pose

€; SiiEQ

, - 7 N
A— AN =zxp:(dp,ap.Lp) o d,= { d; sinon

5 SiA=xp:(dp,ap.Lp) est un contexte de désignation(resp. d’abstraction), on note A le conteste
zp:dp et K le contexte xp : ap.Lp

6. Etant donné un contexte d’assignation de type abstrait pointé A = xp : ap.Lp, on note A+ le
contexte de désignation xp : (L,ap.Lp)

7. Etant donnée une liste de variable T[] et un type abstrait pointé o.L, on note Ai[l,n],a»L le contexte
d’abstraction z1 : (L, a.(L,1)),..., 25 : (L,a.(L,n))

8. Etant donné un contexte d’abstraction A = zp (dp,ap.Lp) et un terme t, on note AA.t le terme
ATp.t.

9. Etant donné un contexte de renommage mizte o = Tp = yp, zq : Bg et un contexte de renommage
T=7TpR = yg tel que R C Q, on note o < 7 le contexte de renommage mixte

TPR = YP.R,TQ\R * BQ\R-

10. Etant donné un contexte d’assignation de type objet d des variables T' = yp : Bp et une description
d, nous notons VI'.d la description Vyp : Bp.d ('ordre des abstractions est arbitraire et n’est pas
important).

Définition 7.30 Un élément d’analyse intermédiaire est un quintuplet (7;T;v; w; 5) ot :
1. 7 est un contexte de renommage
2. T est un contexte d’assignation de types objet a des variables
3. v et w sont des termes objets

4. B est un type objet
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Les éléments d’analyse intermédiaires représentent des démonstrations & effectuer dans le systéme
formel d’analyse. Soit (7;T;v;w;3) un élément d’analyse intermédiaire, il représente le fait que l'on
cherche & substituer aux variables et aux inconnues de v des décompositions complétement instanciées
pour le rendre égal & w. Le contexte de renommage o et le contexte I' sont utilisés pour tenir compte
de Pa-conversion et donner des informations de typage sur les variables libres de ces termes. Les élé-
ments d’analyse intermédiaires ne sont pas autonomes et I'information concernant les décompositions
lexicales avec lesquelles on cherche & instancier v est contenue dans les éléments d’analyse principaux ou
secondaires.

Définition 7.31 On appelle élément d’analyse principal dans une grammaire G un 10-uplet
(a.Ly o3 I A As 8 15 T us 9)

o :

a.L est un type abstrait pointé

o est un contexrte de renommage mizte

II est un contexte d’assignation de types abstraits a des inconnues
A est un contexte de désignation

A est un contexte d’abstraction

t est un terme objet

I est un ensemble d’analyses intermédiaires

T' est un contexte d’assignation de types objet a des variables

© % NS S o~

u est un terme objet

~
S

(3 est un type objet

Les éléments d’analyse principaux représentent un état courant d’analyse. Ils sont le pendant dans
notre algorithme des régles pointées de I'algorithme de Earley pour les grammaires hors contexte. Si
(a.L; 05 I A; As t; Ly T w; ) est un élément d’analyse principal, alors nous aurons systématiquement que,
dans la grammaire G dans laquelle se déroule ’analyse en cours, II; T’; A Fg AA.t.o : a.L est une décom-
position syntaxique valide. Un tel élément d’analyse représente la tentative en cours de démonstration
d’'un séquent de la forme o;I1;T'1;T; A/ I—i t:{u: B} (avec T = T'1,T2) et on stocke les valeurs des
descriptions que nous avons déja trouvées dans A et A. Si on distingue A et A c’est que A est la liste des
variables qui vont donner lieu & des -redex au niveau de t et que pour pouvoir en tenir compte on ne
peut les traiter simplement comme des variables libres dans ¢. La liste d’éléments d’analyse intermédiaires
I représente ce qu’il reste encore a faire pour pouvoir achever la construction de la démonstration.

Définition 7.32 On appelle élément d’analyse secondaire un 9-uplet [o.L; oIl; A; t; I; T u; 8] od :
1. a.L est un type abstrait pointé
2. o est un contexte de renommage mizte
3. II est un contexte d’assignation de types abstraits a des inconnues
4. A est un contexte de désignation
5. t est un terme objet de la forme Xvp
6. I est un ensemble d’analyses intermédiaires
7. T est un contexte d’assignation de types objet 4 des variables
8. u est un terme objet

9. B est un type objet

Les éléments d’analyse secondaires sont de méme nature que les éléments d’analyse principaux, leur
présence se justifie essentiellement en vue d’une optimisation des performances de ’algorithme.

Nous allons décrire ’algorithme comme un systéme de réécriture sur des ensembles d’éléments d’ana-
lyse principaux et secondaires.
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Définition 7.33 Etant donné un ensemble H d’éléments d’analyse principauz et secondaires, on dit que
H produit ’ensemble des éléments d’analyse H' en analysant v dans G, ce que U'on note H —%9 H' si
on peut appliquer 'une des régles des figures 7.6, 7.7, 7.8 et 7.10.

Définition 7.34 Etant donné ensemble d’éléments d’analyse principauz et secondaires H, on dit que
H se réduit @ H' si il eviste un ensemble d’éléments d’analyse H, C H tel que H, —%9 H., et que
H =HUH,.

Proposition 7.2 Il existe un terme abstrait t de type S tel que L(t) =g, u dans G si et seulement si

Y .
0 LZA H et H contient un élément d’analyse de la forme :

(8.0;zp =yp; I 5t 7P s U5 )
st L(S)=7p — v et u= \Tp.u'.

Nous allons maintenant étudier une & une les grandes familles de régles qui définissent 1’algorithme et
tenter de les expliquer informellement.

La régle d’initiation

Cette régle est similaire a la régle Init de I’algorithme de Earley. Elle crée les premiers éléments d’ana-
lyse principaux nécessaires pour commencer une analyse. Comme ’objectif de 'algorithme est d’établir
qu’un séquent de la forme

Tp ::yp;H;-;yp:ap;-l—it:{u:ﬁ}

est dérivable, avec (II, \Tp.t) € G : S (L£(S) étant égal & Bp — (). On crée donc les entrées lexicales
ATp.t € G:S un élément principal d’analyse qui correspond & cette recherche & savoir :

(5.0;7p =gp; s 538 (5yp < Britiws B)syp : Bpsvs )
Initiation

Pour cette régle, on suppose que :
1. L(S) = Bp —o [ et 3 est un type atomique
2. I,\zpt)eG:S
3. u=A\yp.v
H=0et H ={(S.0;Zp =yp:; I t; (5yp : Bpstius B);yp < Briv; B)}

F1G. 7.6 — Régle d’initiation
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Les régles de prédiction

Ces régles correspondent aux régles du méme nom dans les autres algorithmes de type Earley. Lors-
qu’un élément d’analyse intermédiaire a pour téte une inconnue ou une variable active, il nous faut créer
un nouvel élément d’analyse qui puisse le cas échéant se substituer & cette inconnue ou & cette variable
active et permettre de poursuivre ’analyse.

La régle Prédictionv,, effectue ce travail dans le cas ou cette téte est une variable active. Le fait
que cette variable soit bien une variable active est vérifié par la troisiéme hypothése de cette régle. La
cinquiéme hypothése propose de choisir une décomposition lexicale ayant le méme type que la variable
considérée. A partir de cette décomposition lexicale, on produit un élément d’analyse principal dont I’ob-
jectif est d’unifier la décomposition lexicale choisie avec le terme objet de I’élément d’analyse intermédiaire
considéré.

Cependant, la régle Prédictionv,, requiert, avec la seconde hypothése, que le type objet que le
lexique associe & cette variable ne soit pas atomique. En effet, si son type est atomique, on sait comment
instancier cette variable pour qu’elle s’unifie avec le terme objet considéré. Aussi la régle Prédictionvay o
proceéde & cette inférence et met & jour les contextes de décomposition et d’abstraction en accord avec
cette inférence. En définissant A’ dans I’hypothése 5 de cette régle, on lie dans la description avec un
quantificateur universel les variables qui sont libres au niveau de 1’élément d’analyse intermédiaire mais
liées au niveau de 1’élément d’analyse principal. Il faudra cependant a posteriori vérifier qu’il existe
bien une décomposition lexicale qui puisse s’unifier avec ce terme. Cela se fera au niveau des régles
d’application.

Pour les inconnues, la prédiction fonctionne sur le méme principe que pour les variables. Nous faisons
cependant une nouvelle distinction entre les inconnues suivant que leur ordre est strictement supérieur
4 2 ou non. Il s’agit 14 d’une optimisation qui permet de gagner un degré d’exposant dans le polynéme
qui borne la complexité d’exécution de ’algorithme. Lorsque ’ordre de ’inconnue est strictement plus
grand que 2, on produit deux éléments d’analyse au lieu d’un seul. Comme on ne stocke & aucun moment
d’informations relatives aux descriptions des termes qui doivent remplacer les inconnues, le fait de créer
un élément d’analyse secondaire puis de le transformer avec une régle d’application permet de ne pas faire
dépendre cette application du terme objet objectif de I’élément d’analyse principal. Ensuite 1'utilisation
de la régle de complétion a pour effet que les détails de cette opération d’application ne sont pas visibles
depuis I’élément d’analyse principal. C’est cela qui fait gagner un indice d’exposant dans la complexité de
I’algorithme pour les grammaires dont les types abstraits se linéarisent en des types d’ordre strictement
supérieur & 2. Cette distinction n’a pas d’intérét pour les variables parce que celles-ci rapporteraient
tous les détails de ’opération d’application lors de I'utilisation d’une régle de complétion et parce que la
complexité de leur type est toujours inférieur & celle des inconnues.
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Prédiction

Prédictionvar
Hypothéses d’utilisation de la régle :

L H = {(a.L;o: I A Ast; ;T us B) }
2. I = (1 2vp;w;9), I
3. z:(L,o/.L")e AUA
4. p(L(a/).L") >0
5. T, 1" A g ATt of I
H' = {(«/.L;T"; 1" A" AL

m[lvn],a’.L’;

5 (5Tt ws ) T wi )}
Prédictionvay ot
Hypothéses d’utilisation de la régle :
1. H = {(a.L;o; TG A; At 1T u; 8)}
= (T ws ), I
sz (Lo L)y e AUA
p(L(a').L)) =0
A=z (VI'\D){w: v}, . L))
H = {(.L;o; IEA — A A — At 15T u; 8)}

oUW

Prédiction; 2
Hypothéses d’utilisation de la régle :
L. H = {(a.L;o; TG A At 1T u; 8)}
A = (1T vw; ), I avee v = XU )
. X:dell
ord(L(a)) > 2
(W) €G o
2 { (@5 5T 5 Ay, o s (5T ws ) T wi ) }
[@.0; 0105 s Ty Ajos 03 (75 T 0305 ); T w; ]

PrédictionﬁfC
Hypothéses d’utilisation de la régle :
L H = {(a.L;o; T A Ast; I3 T u; B) }

2. I = (T 0w;), 1" avec v = XU
3. X:dell
4. ord(L(a))) <2
5. (", A\ t') €G:
H o= {05555 Ay st (Tt ws)s T ws ) }

Fi1G. 7.7 — Régles de prédiction
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Les régles d’application

Ces régles recouvrent une partie des régles de complétion utilisées par les algorithmes 4 la Earley. Elles
permettent d’utiliser les éléments d’analyse principaux dont on a achevé ’analyse, i.e. dont ’ensemble
des éléments d’analyse intermédiaires est vide, pour pouvoir poursuivre l'analyse des autres éléments
d’analyse. Ces régles correspondent & l’utilisation successive de plusieurs régles d’application dans le
systéme formel I—i.

Le cas des variables actives est le cas le plus général. Le traitement des inconnues se fait de fagon
similaire, mais dans le cas o leur ordre est strictement plus grand que 2 la régle d’application doit
s’effectuer au niveau d’un élément d’analyse secondaire, et dans le cas contraire, elle doit s’effectuer au
niveau d’un élément d’analyse principal. Dans ce dernier cas, la régle est simplifiée du fait que tous les
arguments de I'inconnue sont du premier ordre. Nous ne présenterons donc que la régle Applicationy,,
car les autres régles ne sont que "adaptation aux inconnues de cette régle.

La régle Applicationvy,, nécessite ’ensemble des éléments d’analyse {e;ep;e; ;...;€;,} pour étre
utilisée. L’élément e est celui sur lequel on effectue application, il contient un élément d’analyse inter-
médiaire dont la téte est une variable active z. L’élément d’analyse e est 1’élément avec lequel on veut
instancier . Les éléments d’analyse e;, , ..., e;, correspondent & des analyses menées avec les arguments
de x qui ne sont pas de type atomique. Tout cela est établi par les hypothéses 1, 2, 3 et 4 pour justifier
’utilisation de la régle. L’hypothése 5 impose que 1’élément d’analyse ey permet d’analyser le terme avec
lequel on cherche & unifier zv[; ;. Les hypothéses 6 et 7 établissent que les descriptions des éléments e;, ,

.., €;, sont cohérentes avec la description de e, cela permet de faire respecter la discipline de typage
imposée par les descriptions. L’hypothése 8 permet de vérifier que le renommage des variables des e;, ,

.., €;, est cohérent par rapport au renommage 7 de I’élément d’analyse intermédiaire. Enfin, on crée un
nouvel élément d’analyse en mettant & jour, la description de z et les descriptions associées aux variables
actives contenues dans les v;, et dans lequel on remplace ’élément d’analyse intermédiaire qui contenait
2V[1,] par I'ensemble des éléments d’analyse intermédiaires qui permettent de vérifier si les arguments
de type atomique de x sont en cohérence avec la description de eg. C’est & ce niveau que 'on vérifie la
pertinence des inférences que I’on fait avec la régle Prédictionvay o¢-
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Application

Applicationvy,,
Hypothéses d’utilisation de la régle :

1. H
2.
3.
4. pour tout k € [1,p] on a ix € [1,n] et pour tout j € [1,n], il existe k € [1,p] tel que iy, = j si et

ot

={ejep;€iy;.. 1€, }
e = (a.L;o; I As Ast; I; T ws )
I= (11520 psw;y), I et x 2 (L,o/. L") € AUA et L(a').L =71, —7-

seulement si p(;) > 0. On note Q = [1,n]\ij1 ;) (on a j € Q si et seulement si p(v;) = 0).
60 — (O/.L/; o_//; H//; A//;A//; t//; .;I‘/. w. ,.y)

6. pour k € [1,p], s, = (o (L',ig); 0y s Wiy s Ay iy 07,55 Ty wi 5 vy, ) b AN, v, = vy,

—o {w: v} =dpn — {w:v} et pour k € [1,p] di, = V(I3 \I").As, —o {ws, : 7, } et pour tout
]EQ,d =V {w; : v}

8. sixz:=y €0y, (pour k € [1,p]) et z:=z¢€ 7 alors y = z.

9. onnote A" =V(I';; \I'). Ay, ..., VI, \I).Aq,z 2 (VI'\D). A" —{w: v}, o/ L) 0" =04y,...,04

P

10. on note I = (T|vQ,wQ§FQaF|wQ;UQ§wQ;7Q)
H ={(a.Lic — o;ILA — A A — AT, 1T u;8)}
Application;2,
Hypothéses d’utilisation de la régle :
L. H = {e;eo;€ip5- - ;ez'p}
2. e = [a.0;0;15 At (5Tt u; B); T s B
3. t=Xup et X:acllet L(a) =T, —7-
4. pour tout k € [1,p] on a i € [1,n] et pour tout j € [1,n], il existe k € [1,p] tel que i, = j si et

ot

seulement si p(7;) > 0. On note Q = [1,n]\i1 ) (on a j € Q si et seulement si p(v;) = 0).
eo = (ovss 5 1173 A7 5 T s B)
pour ke [17]7], €Cip = (CY Zkyazkyn A Azka zk’ 7I‘Zkawlk7’71k) et )‘AZk = Uiy,

lka lk7
" —o{w:y} =dpn — {w:v} et pour k € [1,p], i, = V(I';, \I").Az, — {wlk : Y4, | et pour tout
j € Q, dj = VF]{’LUJ : ’}/]}

8.six:=yco;, etr:=z2€c0alorsy =z

9. on note A’ = V(F“ \F)A“, N ,V(Fip\l—‘).Aip et o’ = Ojyy.++,0%
10.
M =
Applicationg;

P

on note I"” = (Tjug wqi I'e: Nuwg’ Qi wei Q)
{[a,O;a‘ — o' I A «— AI;tQI”;F;U;ﬁ]}

<2
nc

Hypothéses d’utilisation de la régle :

1.

H =

H = {e;en}
e = (a.L;o; I As Ast; I; T ws )

2
3. I = (r; 17 X0y w;y), I et X i/ €Tl et L(a') = 0] — -
4.
)
6
7

ord(L(a")) <2

- eo = (o T A7 S T s y)
- A —{w:vy} =djn — {w: 7}, et pour tout j € [1,n], dj = VI';.{w; : v}

- onnote I" = (7o, 1w i L) T3 Vi1,n) Wm0 Y1,0))

{(a.Lyos I A As 65 T, 17T u; B) }

Fic. 7.8 — Régles d’application
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Les régles de simplification

Les régles de simplification sont une généralisation de la régle Scan des algorithmes de Earley. Lors-
qu’un élément d’analyse intermédiaire présente deux termes qui ont des tétes de méme nature, pour
vérifier finalement qu’ils peuvent devenir égaux en cas de substitution, il suffit de vérifier qu’il existe
une substitution qui unifie les sous-termes immédiats. C’est ce que font les régles Simplificationconst,
Simplification) v, et Simplificationgyar- La premiére traite le cas o les deux termes considérés
ont pour téte une méme constante. Les deux suivantes traitent le cas oil les deux termes commencent par
une variable. Ici, nous utilisons deux régles parce que ces variables peuvent avoir des origines différentes.
Il se peut que ces deux variables aient été introduites par ’élimination d’une abstraction & quelque étape
antérieure, il faut alors vérifier dans le contexte de renommage qu’elles peuvent étre égalisées. Mais il se
peut également que ces deux variables soient des variables libres de I’élément d’analyse principal. 11 faut
alors noter que ’analyse les fait se correspondre en mettant & jour le contexte de renommage mixte de
I’élément d’analyse principal.

Si par contre les deux termes sont des abstractions, pour tenir compte de I’a-conversion, on note dans
le contexte de renommage local & 1’élément d’analyse intermédiaire que les deux variables considérées
doivent étre égalisées pour la suite de 'analyse. Pour cela, on utilise la régle Simplification) _,pst-

Pour améliorer D'efficacité de I’algorithme, on aurait pu utiliser les régles de simplification également
sur les éléments d’analyse secondaire, mais nous avons jugé que cela surchargerait un nombre de régles
déja suffisamment important.

Simplification
Simplification onst Simplification) _yay
Hypothéses d’utilisation de la régle : Hypothéses d’utilisation de la régle :
L H = {(o.L;o; I As Ast; I; T u; B)} L H = {(o-L;o; IL; As As t; I; T u; 5) }

2. I = (m;1"; avp; awp; ), I' I'= (71" 2vp; ywps ), I’
y:7p —yel’

T=yYET

3. 7_21(0’) =7p —°
4. 1" = (Tjopwpi Djwp; vP; WP YP)
H ={(a.L;o; T A A 65 T, 17T u; )}

orl LN

I" = (Tjop wpi Dlwes vP; WP YP)
H = {(a.Lyo; ;A A 8, T 17T us 8) }

Simplification gy yar Simplification) _apst

Hypothéses d’utilisation de la régle : Hypothéses d’utilisation de la régle :
L. H={(a.L;o; I A; As t5 I; T u; ) } L H={(a.L;o; I A; Ast5 I; T u; B) }
2. I =(r;1;2vp;ywp; ), I’ 2. I =(r;T; dvv; dyaw; 1 —o y2), I’
3. y:3p—o~verl 3. I"=(rz:=y; IV, y:y1;0;w; %), I’
4. v:7p oy €0 H = {(a.L;yo; ;A A 65 17T u; )}
5. 1" = (Tjup,wp; Ljwp; VP; WP YP)
6. c'=x:=y

H ={(a.Lioc — o;IEA A 61, 15T u; 8) }

F1G. 7.9 — Régles de simplification



7.3. Algorithme d’analyse 4 la Earley 117

Les régles de complétion

La régle de complétion sert a reporter au niveau des éléments d’analyse principaux dont ils sont issus
les résultats des applications qui ont été faites sur une inconnue d’ordre plus grand que 2. Les mises &
jour effectuées par cette régle sont du méme ordre que celles effectuées par les régles d’application.

Complétion

Hypothéses d’utilisation de la régle :
1. H={e€'}
e = (a.L;o; T A Ast; I; T us )
I = (11 XOp s w; y), I et Xo o/ €11
e = [a.0;0"; T1'; A X[ p; I T w3 9]
A" =V(I'\T").A’
H ={(a.Lijoc — o";ILA — A A= A4, 17T u; 8)}

cr ok LN

Fic. 7.10 — Reégle de complétion

L’algorithme que nous venons de voir permet d’analyser les grammaires catégorielles abstraites qui
codent des grammaires hors contexte de la méme maniére que l’algorithme défini par Earley [Ear70]. Nous
allons voir cela sur un exemple. Nous allons procéder & une analyse dans le langage algébrique a™b". La
grammaire catégorielle abstraite G qui code pour ce langage est :

A
E

Azz.a(xz(b(z))): S — S
Ay.y S

Les décompositions lexicales utilisées pour les analyses de cette grammaire sont :

1. X: S5z % Fg a(X(b(2))) : S0

2. X: 855 Fg Az.a(X(b(2))) : S.-

3. sy:*x;-Fgy:S0

4. -Fg Ayy: S

Afin de simplifier la lisibilité de ’exécution de I’algorithme, on supprime 'information de typage des
éléments d’analyse, ainsi que des descriptions et comme les décompositions lexicales ne contiennent pas

de variables actives libres, nous enlevons également le contexte de désignation. Les éléments d’analyse
qui seront manipulés seront de la forme

(a.Lso; Ast; (v, w);5u)

ol «a.L est un type abstrait pointé, o est un contexte de renommage, A un contexte d’abstraction, ¢ est
la décomposition lexicale utilisée,(v, w) est I’ensemble des éléments d’analyse intermédiaires qui ici est
toujours réduit & une paire et ne nécessite jamais de contexte de renommage et u est le terme que 1’on
est en train d’analyser.

L’analyse qui suit est celle du terme v = Az.a(a(b(b(z)))). Toujours pour des raisons de lisibilité, nous
avons enlevé les parenthéses des termes. Nous avons noté a chaque étape la famille de régle utilisée ainsi
que les éléments d’analyse utilisés pour instancier cette régle :

1. Init. (S.0;y :=z;y; (y,aabbx);aabbx)

2. Init. (S.0;z:=x;5aXbz;(aXbz,aabbz);aabbx)

3. Simpconst-(2) (S.0;z:=2;5aXbz; (Xbz,abbx);aabbx)
4. PredISnQC-(L’») (Sossy: Ly (y,abbx);abbx)

5.

Predvar o+-(4) (S-;5y:{abbz};y;;abba)
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6. PredISnQC-(.?)) (So552: L;aXbz;(aXbz,abbx);abba)
7. Applgjc-(3-5) (8.0;z:=z;aXbz;(bz,abbx);aabbx)
8. Simpconst-(6) (S.+;52: L;aXbz; (Xbz,bbz);abbx)
9. PredISnQC-(S) (So55y: Ly (y,bbx);bbax)

10. PredISnQC-(S) (So552z:L;aXbz (aXbz,bba);bbx)

11. Predvar ot-(9) (S5 y: {bbx};y;;bbx)

12. App-(8-11) (S.552: L;aXbz;(bz,bbx);abbx)

13. Simpeonst-(12) (S.552z: L;aXbz;(z,bz);abbx)

14. Predvar ot-(13) (S.552z: {bz};aXbz;;abbx)

15. App=2 -(8-14) (S.0;z:=z;;aXbz;(bz,bx);aabbx)

Inc
16. Simpeconst-(15) (S.0;z := ;50X bz;(2,2);aabbx)
17. Simpry var-(16) (S.0;z:= ;504X bz;;aabbx)

D’une fagon plus générale, dans algorithme de Earley, les items sont de la forme (o, w; @ wo, 1, j) si
a — wywsy est une régle. En utilisant la traduction des grammaires hors contexte que nous avons vues
au chapitre 2, une telle régle serait représentée par 'entrée lexicale de type « wy + w2 ol w; est le terme
qui représente la chaine w; et ot les non-terminaux ont été remplacés par des inconnues convenablement
typées. Dans la notation que nous avons adoptée, un tel item serait représenté par I’élément d’analyse
(52 1 Ly + o; (Waz, uj); u;) siug est le suffixe qui commence a la k™€ lettre de la chaine que l'on
analyse. En poussant la comparaison, on constate que la régle Initiation fonctionne comme la régle Init
de Earley, la régle Simplification.onst comme la régle Scan de Earley, la régle PrédictionﬁfC comme
la régle Predict et la régle ApplicationlgnzC comme la régle Complete. Les régles Prédictionvyay . et
Simplificationpy v, interviennent seulement pour achever le parcours des termes qui codent les régles.
Cette comparaison montre que sur les grammaires catégorielles abstraites qui codent des grammaires hors
contexte, cet algorithme a une complexité en O(n?).

Informellement, pour constater que cet algorithme permet d’analyser avec une complexité de O(nS)
les grammaires catégorielles abstraites représentant des grammaires d’arbres adjoints, il nous suffit de voir
le cott de 'opération d’adjonction. Dans le codage de grammaires d’arbres adjoints que nous avons vu au
second chapitre, les nceuds d’ajonction étaient codés a I'aide de variables d’ordre 3. Si bien que 'opération
d’adjonction s’effectue sur des éléments d’analyse secondaire. Au niveau d’un nceud d’adjonction, une
entrée lexicale codant pour un arbre est de la forme X(Ax.w)v oul w représente l’arbre dominé par
le nceud d’adjonction et v représente la partie de ’arbre située a droite de ce nceud d’adjonction, et
contient donc une variable libre y qui ferme la chaine. La réalisation du type de X par le lexique est
(¥ —o %) —o (% —o %), si de plus X est le nceud d’adjonction d’un arbre d’adjonction, w peut contenir une
variable libre de type * —o *. Les éléments d’analyse qui vont intervenir dans cette opération seront donc
de la forme :

[@.0; T X s ass: (L, 8.1),y: (L,7.1); X(Az.w)v; (52 % X(Az.w)v; ug; *); @ 0% ug; ]

(a5 5T 58" s ({ug #) —o {ug tx}, ), 20 ({ug s x}, 7. 1) 8550 % uq; %)

(a1 5 Mps s s ({us s #} —o {ue s %}, B.1) 2 1 ({ug : +}, el );wi 20+ ug; *)

Et ainsi, Popération d’adjonction dépend seulement de 6 sous-termes du terme que I'on analyse. On
obtient ensuite 1’élément d’analyse secondaire

[@.0; T X s a5 ({us ) —o {ug : x},6.1),y: (L, 7.1); X(Azaw)v; (45 1 %505 ug; *); @ 0 %5 ug; %]

Dans ce nouvel élément d’analyse il n’y a pas trace du fait que A\z.w avait pour description {usg : *} —o
{us : *} pour que I’adjonction fonctionne. La régle de Complétion dépendra seulement de 5 sous-termes
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au cours de Ianalyse d’une telle grammaire. Si on avait effectué I’adjonction directement au niveau d’un
élément d’analyse principal, on aurait eu une complexité en O(n").

Plus généralement, pour évaluer la complexité de ’algorithme d’analyse, il faut remarquer que les
contextes de renommage sont entiérement déterminés par les descriptions associées aux variables actives.
Aussi, lorsque ’on évalue pour une grammaire donnée, il faut seulement prendre en compte la complexité
des types objet associés & ces variables et la fagon dont elles se répartissent dans les termes. Celles qui
sont contenues dans des termes du premier ordre ne seront pas instanciées au moment d’une application.
D’une facon plus grossiére, on peut évaluer la complexité de 'algorithme sur une grammaire quelconque
comme étant en O(|u|™) ol u est le terme & analyser et n est la somme des complexités des types des
variables actives contenues dans un terme et & laquelle on ajoute la plus grande complexité des types
associés aux inconnues.

Nous allons maintenant effectuer une analyse qui utilise de nombreuses possibilités offertes par cet
algorithme, en particulier celle de gérer la liaison des variables. Soit G = (X1,¥9, £, 5) la grammaire
définie par :

Ce, ={L;T;Q}

As, = {np; S}

75, (L) =np —onp — S et s, (T)=75,(Q) =np

Cs, = {V; 3;love}

As, = {e;t}

Ts,(love) = e —e —tet m5,(V) =m,(3) =e —ot

L(S)=t, Linp)=(e —t)—ot

L(L) = Aso.s(Azx.(o(Ay.lovex y))), L(T) = Ap.V(Az.px) et L(Q) = Ap.I(Az.px)

® N o ot W N =

Les décompositions lexicales utilisées au cours de ’analyse sont :
X inp, Y inp; - Fg X(Az. (Y (Ay.lovexy))) : S.-, nous noterons L, le terme X (Az.(Y (\y.lovez y)))
.Y inp; - Fg A Y (Ay.lovez y) : np.1 nous noterons L, 1 le terme Y (\y.love z y)

1
2
3. sz :np.l.1l;- g Ay.lovex y : np.1 nous noterons Ly o le terme lovexy
4. - Fg Ap.V(Ax.pz) : np.- nous noterons Lr le terme V(Az.px)

5

.+ Fg Ap.3(Ax.px) : np.- nous noterons Lg le terme I(Az.pz)

La figure 7.11 présente I’analyse du terme V(Az.(3(\y.love z y))). Afin de ne pas surcharger les éléments
d’analyse, ceux-ci ne comportent pas I'information de typage objet, il en est de méme pour les descriptions
syntaxiques. Les éléments d’analyse principaux sont de la forme :

(. Loy A At T u)

ol a.L est un type abstrait pointé, o un contexte de renommage, A un contexte de désignation, A un
contexte d’abstraction, t le terme de la décomposition lexicale utilisée, I un ensemble d’éléments d’analyse
intermédiaires et u le terme & analyser.

Les éléments d’analyse seccondaire seront de la forme :

[@.0; 05 At T u)

et les divers éléments qui les composent ont la méme définition que pour les éléments d’analyse principaux.

Les éléments d’analyse intermédiaires ne comportent également pas d’information de typage, ils seront
des triplets (o;t;u) o étant un contexte de renommage, t un sous-terme de décomposition lexicale et u
le terme & analyser. La régle Prédictionﬁfc sera utilisée et plusieurs éléments d’analyse pourront étre
créés en une étape. Aussi les éléments d’analyse seront numérotés sur la droite et les numéros de gauche

correspondront aux étapes de l'algorithme.
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1 Init (5.05 5+ Lr; (5 X(Az.(Y (My.lovexz y))), V(Az.(3(Ay.love z y))) ); V(Az.(3(Ny.love z y))))
2. Pred;2-(1) [S.0; 5 Lr; (; X(Az.(Y(Ay.lovex y)); V(Az.(3(Ay.love z y)))); V(Az.(3(Ay.love z y)))]

(npss+55p (Lynp.1); Lo (5 (/\w pa); V(Az.(3(Ay.lovex y)))); V(Az.(3(Ay.love z y))))
3.  Pred;2-(1) (np i ps (Lynpd); Lo; (53 Az.pz); V(dz.(3(Ay.love z y)))); V(Az.(3(Ay.love z y))))
4.  Simpconst-(3) (np.-; 55 (L, np1); Lr; (- ,Ax pz, Az.(I(Ay.love zy))); V(Az.(3(Ay.lovez y))))
5.  Simpi_abst-(5)  (np.;-; 7p (L,np.1); Lr; (z := z; pr, I(Ay.lovez y)); V(Az.(3(Ay.love z y))))
6. Predvar-(6) (np 1 . (L, mp.(1,1)); L1 (5 Y Ay dovex y); I(Ay.lovex y)); I(Ay.love x y))
7.  Predvar-(6) (np.1;- (J_ np.(1,1));y : (L, np.(1,1)); Lr2; (+; lovez y; I(Ay.love z y)); A(Ay.love x y))
8. Pred;2-(7) [S O, ; (L np.(1,1)); Lr1; (Y (Ay.lovez y); I(Ay.lovez y)); I(Ay.love z y)))]

sap (L npd); Lr; (5 V(Az.pz); A(Aylovex y)); I(Ay.love z y))

9. Pred;2-(7) np.; - p e (Lynpd); Lo; (I Az.pz); I(Ay.lovex y)); I(Ay.love z y))
10. Simpconst-(11) np.; s p e (Lynpd); Lo(s Ax.pz; Ay.love z y); I(Ay.love z y))
11.  Simpi_abse-(12)  (np.;-55p: (L, np.1); Lo; (z := y; px; love z y); A(Ay.love z y))
12. Predvar-(13) np. 1 sax(Lynp.(1,1

)); Lr1; (Y (Ay.lovex y); love z y); love z y)

(L,np.(1,1));y : (L,np.(1,1)); Lr2; (5 lovez y; love z y); love z y)
14.  Simpconst-(15) np.L; 5z (Lynp.(1,1);y: (L,np.(1,1)); Li2; (5 252), (593 y); love z y)
15. Predvar at-(16) np.1; 2 ({z}, np. (1, 1))y : (L,np.(1,1)); L12; (55 y;y); love x y)
16. Predvar at-(17)  (np.1;52: ({z},np.(1, 1))y« ({y}, np.(1,1)); Lr2; -5 love z y)

17.  Appvar-(13-18)  (np.;-p: (Vy{y} — {lovexy}vnp-l);llcz;(x = y; 7;y); I(Ay.lovez y))

18. Simpj_var-(19) np.; 5 p: (Vy{y} — {lovexy}, np.1); Lo; -3 I(Ay.love z y))

19. App;2-(9-20-18) [S.0; 2 : ({x},np.(1,1)); Li1; 5 I y.lovez y)]

20. Compl-(7-21) (np.1;5 52 ({x},np.(1,1)); Lr1; - I(Ay.lovex y))

21. Appvar-(6-22) (np.-;5p: (Ve{a} — {3(Aylovex y)},np.l); L1; (2 := z; z, x); V(Az.(I(Ay.love z y))))
22.  Simpi_var-(23) (np.;5p: (Vo {z} — {3(Ay.lovezy)},np.1); L1;;V(Az.(3(\y.lovex y))))

23.  Appgi-(2-22-24) [S.0; - Lr; - V(Az.(3(\y.lovez y)))]

24. Compl-(l 25) (5055 Lr; s V(Az.(3(Ny.love z y))))

(np
(
(
(
(
13. Predvar-(13) (np.1; 5 :
(
(
(
(
(

F1a. 7.11 — Analyse du terme V(Az.(3(\y.love z y)))

7.3.4 Perspectives offertes par les descriptions en analyse

La technique mise en ceuvre par les descriptions permet d’effectuer des analyses efficaces sur les gram-
maires de £(2,71). A terme il serait intéressant de la généraliser 4 I’ensemble des grammaires catégorielles
abstraites. La difficulté ici réside dans le fait que les algorithmes que ’on peut concevoir avec les descrip-
tions reposent sur la tabulation. Une bonne fagon de contourner le probléme est de ne mémoriser que
les éléments d’analyse issus des entrées lexicales et garder un espace de travail pour les termes construits
au cours de ’algorithme et qui correspondent & des recherches de démonstration dans sITELL. 11 reste
cependant 3 définir la fagon dont les inférences logiques faites par I'algorithme peuvent se combiner avec
les résultats mémorisés. En effet, dans I’approche que nous avons proposée, Defficacité réside dans le fait
que les descriptions des termes qui remplacent des inconnues ne sont pas stockées au niveau des inconnues.
Or la combinaison avec des termes d’ordre supérieur nécessiterait de stocker ces descriptions au niveau
des inconnues. Il serait dommage que la généralisation de 'algorithme lui fasse perdre son efficacité sur
les grammaires de £(2,m). Nous n’avons pas encore regardé de suffisamment prés tous les problémes
supplémentaires posés par des langages abstraits d’ordre supérieurs pour pouvoir nous prononcer sur la
possibilité de conserver de bonnes propriétés de complexité sur les grammaires de £(2,m) en généralisant
cet algorithme.

Un autre domaine sur lequel les descriptions pourraient se révéler un outil précieux est celui de I’ex-
pressivité des grammaires catégorielles abstraites. En dehors d’exemples de langages ou de familles de
langages qui peuvent étre codés dans les grammaires catégorielles abstraites, les langages que peuvent
générer les grammaires catégorielles abstraites ne sont pas caractérisés. Or les descriptions syntaxiques
permettent de modéliser la combinatoire des A-termes linéaires et pourraient donc permettre de caracté-
riser formellement les opérations que ceux-ci peuvent effectuer.

Enfin, comme nous ’avons déja remarqué concernant le filtrage, les descriptions syntaxiques reposent
sur des idées qui dépassent le cadre restreint du A-calcul linéaire. Une source d’inefficacité de I’algorithme
que nous avons proposé est le fait que les arguments d’un terme ne sont pas ordonnés de la méme facon
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que les endroits ou ils peuvent étre substitués dans le terme. En passant & une logique plus faible avec
des fléches orientées, on peut réutiliser ces idées pour construire des algorithmes d’analyse pour des
grammaires d’arbres d’ordre supérieur. Il est également possible de porter ces idées au niveau d’un sous-
ensemble du A-calcul simplement typé, pour résoudre des problémes de filtrage en cas de non linéarité. La
restriction imposée aux termes serait que les arguments d’une méme variable possédent au cours d’une
analyse la méme description. Cette contrainte est une version généralisée de la notion de stratification
proposée par [SSS01] pour résoudre en temps polynomial des équations de filtrage de contexte d’arbres.
Nous conjecturons qu’une telle démarche permettrait d’analyser bon nombre des termes de sémantique
en temps polynomial pour les grammaires de £(2,m) ou le langage objet n’est pas linéaire. Un tel outil
serait précieux pour effectuer de la génération. Nous ne prétendons pas que le probléme de la génération
est polyndmial, car nous ne cherchons qu’a analyser des termes sémantiques et ne faisons en somme que
de la syntaxe. Tout le probléme de la génération consiste alors, partant d’une représentation sémantique,
de produire une formule logique représentant cette sémantique et qui puisse étre analysée. Une derniére
généralisation possible de description serait de les étendre avec les autres connecteurs de la logique linéaire
afin d’effectuer des analyses dans des grammaires offrant des structures de controle plus fines.
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Conclusions et perspectives

L’étude détaillée du probléme d’analyse dans les grammaires catégorielles abstraites montre que ce
formalisme peut étre utilisé comme base pour le traitement automatique des langues. Méme si dans le cas
général 'analyse est aussi difficile que le probléme de recherche de démonstration dans MELL, dans des
cas particuliers suffisamment riches, une analyse efficace est possible. De plus les algorithmes d’analyse
proposés dans cette thése laissent entrevoir de nombreuses possibilités de développements ultérieurs.

Le premier d’entre eux consiste & trouver une machine abstraite qui permette de caractériser les
langages générés par les grammaires catégorielles abstraites. Une telle machine permettrait d’exprimer
formellement diverses stratégies d’analyse et de concevoir des algorithmes dédiés & certaines situations.
Les descriptions syntaxiques, parce qu’elles permettent des analyses efficaces pour les grammaires de
L(2,n), semblent un point de départ intéressant. De plus, récemment, Makoto Kanazawa a démontré que
les grammaires catégorielles abstraites sur les chaines constituaient une famille complétement abstraite
de langages. Ce résultat a pour conséquence qu’il existe une machine abstraite pour ces grammaires.
La tache de la définir n’est cependant pas triviale et il resterait a la généraliser pour une grammaire
quelconque.

Par ailleurs, l’algorithme de type Earley que nous proposons pour les grammaires de £(2,n) est un
algorithme tabulaire. La plupart des algorithme de ce genre peuvent se modéliser par l’exécution d’une
machine abstraite. Ainsi, la plupart des algorithmes d’analyse des grammaires hors contexte peuvent
étre interprétés comme l’exécution d’un automate a pile [NS04], ce qui permet de partager pour les
stratégies d’analyse une structure commune qui en autorise une implémentation rapide. Trouver une
machine abstraite rendant compte des diverses stratégies d’analyse des grammaires catégorielles abstraites
ouvrirait la possibilité de transférer aux grammaires catégorielles abstraites ’ensemble des techniques de
tabulation déja développées pour les autres formalismes grammaticaux. En particulier, il nous faudrait
comparer les résultats est les performances obtenus par cette machine abstraite avec les thread automata
proposés par de la Clergerie [de 02].

Concerant cet algorithme que nous proposons, il reste également & voir si on peut le transformer de
sorte qu’il posséde la propriété des validité des préfixes sans que cela le rende moins efficace. Pour le
moment, il nous semble que les idées développées par Nederhof [Ned99| pour l’analyse des grammaires
d’arbres adjoints pourraient s’adapter sans trop de difficulté aux grammaires catégorielles abstraites.

Il reste également & caractériser quelles sortes de langages les grammaires catégorielles abstraites
peuvent modéliser. En particulier, il n’y a pas de résultat exhibant un langage qui ne puisse étre généré
par une grammaire catégorielle abstraite. La encore, les descriptions syntaxiques peuvent étre d’un grand
secours. Une premiére approche pour résoudre ce probléme consisterait a le résoudre pour les grammaires
de £(2,n) afin de caractériser les opérations que peuvent effectuer les termes linéaires. Ensuite, il faudrait
prendre en compte 'apport & ’expressivité des langages abstraits d’ordre supérieur.

Ces résultats quant & ’expressivité ne sont pas anodins et peuvent avoir des retombées concernant
les algorithmes d’analyse, mais aussi sur la fagon dont on peut concevoir des grammaires catégorielles
abstraites 4 large couverture. En particulier, 'utilisation de ’ordre supérieur rend élégante la formalisation
de certains phénoménes linguistiques. Parmi ces phénoménes, il y a la construction des propositions
relatives. Un pronom relatif serait modélisé par un type abstrait de la forme np — (np — S) — np
et prendrait en premier argument son antécédent et en second argument la proposition relative. Mieux
connaitre le fonctionnement des grammaires catégorielles abstraites permettrait de savoir dans quelle
mesure une telle modélisation permet une analyse efficace. L’algorithme incrémental est déja une premiére
solution, mais on peut souhaiter d’avoir un algorithme complet pour effectuer une telle tache.
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124 Conclusions et perspectives

Un travail qui permettrait de résoudre ce probléme consisterait a affiner les résultats obtenus sur
la complexité de 'analyse des grammaires catégorielles abstraites. Nous avons établi des critéres précis
pour connaitre la complexité a priori des grammaires catégorielles abstraites. Cependant, la démarche
adoptée consistait & suivre la hiérarchie des langages établie par £(n,m). Une étude de la complexité
du probléme de ’analyse qui soit transversale & cette classification reste & faire. Il serait en particulier
intéressant de trouver une classe de grammaires catégorielles abstraites dont le langage abstrait contient
des constantes d’ordre supérieur & 3 et dont ’analyse est polynémiale. Une raison qui nous fait penser
qu’une telle classe existe est que 'un des premiers encodages des grammaires d’arbres adjoints dans les
grammaires catégorielles abstraites utilisait une grammaire de £(3,2).

Une partie du travail que nous avons mené mais qui ne nous semblait pas suffisamment mire pour
figurer dans ce mémoire porte sur les extensions des grammaires catégorielles abstraites. Etendre le
formalisme des grammaires catégorielles abstraites peut se faire suivant plusieurs directions. Tout d’abord
on peut étendre le systéme de typage en utilisant les autres connecteurs de la logique linéaire. Nous avons
étudié dans quelle mesure cela était possible en montrant que le filtrage restait décidable si on ajoute le
connecteur & [PdG04a). Il demeure méme NP-complet dans le cas ou le membre de droite de 1’équation
est sous forme normale. Nous avons pu également étendre ce résultat & ’ensemble des connecteurs de
la logique linéaire (—o, ®, 1, & et @). Ces résultats sont intéressants, mais nous n’avons pas encore
de techniques efficaces d’analyse. Une autre direction consiste & passer au premier ordre. Cela peut se
faire de deux facgons, ou bien on peut ajouter des quantificateurs du premier ordre, ce qui ajoute au
grammaires catégorielles abstraites une notion rudimentaire de structures de traits. Les quantificateurs
du premier ordre donnent également un contrdle plus précis de la structure des termes d’analyse. Il
devient en effet possible de coder les grammaires de Lambek, alors qu’aucun codage n’est connu pour
les grammaires catégorielles abstraites. La seconde facon de passer & l'ordre supérieur est d’utiliser les
types dépendants. Cette direction semble prometteuse car on peut coder simplement les grammaires de
concaténation d’intervalles (RCG) [Bou00] dans les grammaires ainsi obtenues. Or les RCG permettent de
modéliser tout langage analysable en temps polynémial. De plus 'algorithme d’analyse incrémental peut
facilement étre étendu a ce type de grammaire. Systématiser la démarche que nous avons déja utilisée
pour étudier les grammaires catégorielles abstraites étendues devrait donner rapidement des résultats
pour ces diverses extensions.

Finalement, pour compléter un systéme de modélisation du langage il faut lui ajouter des capacités
d’apprentissage. Cette nécessité se fait fortement ressentir pour créer des grammaires 4 large couverture.
Or Makoto Kanazawa propose une technique d’apprentissage & partir de la sémantique se basant sur des
calculs d’interpolants [Kan03], [Kan05]. Cette technique nécessite encore du travail et il reste & voir si
elle peut se transposer au niveau de la syntaxe.
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