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£2��x
α > 1

¾7�­������x�{-�;v�����vÈ�|�]¾7���?�*��v��E�-��x
` > 1

¾7����vR{�vÈx!�������?�WÇ½���;�!�
w
{-}Æ�

(α, `)
�m�Y�m�Q� ������� ���{�¨Å���3~?��vÄ����{�x!�]{�x¸�;}

w = xnx′ ��z����!� x′ {-}��y�|�!�ZV|�Á��¨ x
�
|x| = `

�7��v��
|w| = α|x|

�����;x�{-~��]x�z���x��v
α
���!���7��x�{�x�{-�;vÌ{-}���v

(α, `)
���!���7��x�{�x�{-�;vÌ¨©�;��}!�;�§�

`
�& ¡�¢}���®£�@���;�!�£{-}

(α, `)
�G�²�Y�Y�­{�¨Ó{�x�~��;vÈx���{�v�}�v��¨��;~�x!�;�\x�z���x�{-}¸�

(α′, `′)
���!������x�{�x�{-�;vÄ¨©�;�

α′ > α
��v��

`′ > `
�­ ¡�3}���®Ä�R���;�!�Ä{-}

(α+, `)
�F�Z��� ��{�¨Å{�x\{-}

(α′, `)
�©¨ª�!���¢¨©�;�������

α′ > α
�

ò��;��{�vÈx!�������!}
k > 2

��v��
` > 1

�����3�|�ZV�v��@x�z����
�Z�À�Z���'� �21 ���X���}�Q� ������� ��� � ����� � �����`�
R(k, `)

�;}­x�z���!�?���2v
�|�]¾7���
α
}!��~!zÌx�z���x?���������

Σk
�*x�z����!�¦���*{-}�x!}

�©� !£��{�x�z�������v
(α+, `)

�©¨ª�!���¸{�vAV�v|{�x!�¦���;�!�Þ��¾|�|x������
(α, `)

�©¨9�!���¦���;�!�|}\���!�UV�v|{�x!��

�ª¾�!£�;����v

(α, `)
�©¨9�!���¦{�vAV�v|{�x!�]���;�!�Þ�|¾|�|x�¨©�;�������

ε > 0
�������

(α − ε, `)
�©¨9�!���¸���;�!�|}����!�UV�v|{�x!���

���;x�{-~��¸x�z���x
R(k, 1) = Rk

~��;���!��}��7�;v��|}­x!�Ex�z��¸�!���7��x�{�x�{-�;vëx�z|�!��}!z��;�-�Þ�
�����
	��
��� �,�����R« �A�Â���Z�I�Z����� �31 ���µ���m�O� ������� ��� � �
�Y� � ���'�p�

R(k, `)
��Á �"�Z��� ����� �¡�N¯ � ��� �N���'�*�'�"� � � � �@�
�Z� �

k > 2
�'���

` > 1
�Â±ÀÄ�� � �A�Z�Z���'��� � 1 + `/k` 6 R(k, `) 6 2

�
�����������(%��ZV�v��

S
x!�£¾7�3x�z��R}!��x¸��¨������W�!�?���WvÈ�|�@¾����!}

α > 1
}���~�zÀx�z���x¸x�z����!�R���I{-}!x!}¦��v

(α, `)
�©¨9�!���{�vAV�v|{�x!�@���;�!�Ã�?�����

Σk
��b
{�v�~��@á�z
���@�|�!�������ëx�z���x�x�z����!�3���I{-}�x!}¢��vë{�vAV�v|{�x!�@���;�!�Ã�������¢�§x��������-��x�x!��������|z���¾7��x��©��v��Ìz���v�~��¦�������­�¬���������������|z���¾7��x!}²!��?���;{-�*{�v|�

(2+)
���!���7��x�{�x�{-�;v�}?�����¸z������]x�z���x

β = inf S���*{-}�x!}���v��
β 6 2

�\u�¨
β ∈ S

�����R���!�¦{�vÃ~?�;}!�ó�ª¾�!­��¾7�?�����Þ��v��Á{�¨
β 6∈ S

�O���E���!�@{�vÁ~?�;}!�ó�©� !���á�z
��}
R(k, `) = β

�
ò��;��x�z��¸�-�?�����\¾7�;�|v��Þ�|v��;x!�¸x�z���x\��v
®£���;�!�ë��¨&�-��v|��x�zÄ��x��-�?�;}�x

k` + `
~��;v
x���{�v�}���x­�-�?�;}!x

k` + 1¨��;~�x!�;�!}���¨Å�-��v|��x�z
`
�Ub
{�v�~��@x�z����!�R���!�@�;v|��®

k` �*{-}�x�{�v�~�x\¨©�;~�x!�;�!}¢��¨Å�-��v|��x�z `
��}���~!z¡�y���;�!�Ã~��;vÈx���{�v�}��x��-�?�;}�x­xw���c�
~�~��|���!��v�~���}\��¨&}!�;�§�¢���;�!�ë��¨&�-��v|��x�z

`
����v��Ìz���v�~��¸{-}�v��;x

(1 + `
k` , `)

�©¨ª�!�����
uwx��y�?®y¾7�����;��x�z£v��;x�{�v|�Rx�z���x����¢�|�3v��;x�PIv��?� ��v
®y{�v�}�x���v�~�����z����!�¸~?�;}!�d�ª¾�!���¨»x�z��¢�|�ZV�v|{�x�{-�;v��¨»����v���������{`¥?���«�!���7��x�{�x�{-�;v«x�z|�!��}!z��;�-�£��¾7�?���¸�;~�x���������®«�
~�~��|�!}?�
¾|�|x�����z�������v��;x�¾�����v¥��¾|�-�\x!�]���|�-��{�x�;�|x?�
bIà
�����!��}\~?��vÄ¾7�¦}!����vÄ�;}��I~�~��|���!��v�~���}���¨Åx�z��]����x�x!����v

AA
��Ç ����x�x!����v

P
{-}¢�dV�v|{�x!�@���;�!�Ä�?�����x�z��R�����|z���¾���x

{A,B, . . . }
�¸Ç\vÀ�
~�~��|���!��v�~��E��¨

P
{-}�x�z��3{��y�����R��¨

P
¾È®Ä�cv��;v*�������;}�{�v|�¥�§�;���|z|{-}!�

φ : {A,B, . . . }∗ −→ Σ∗
e

�¦���;v*�������;}�{�v|�¥�§�?��v�}¢x�z���x¢¨©�;�¢�����
a ∈ {A,B, . . . } , φ(a) 6= ε

�¦Ç ���;�!�
w ∈ Σ∗

e

�?���;{-�|}­�¦����x�x!����v
P
{�¨Ó�����;{-�|}­x�z��\}!��x���¨Ó�I~�~��|���!��v�~���}���¨

P
�WÇ ����x�x!����v

P
{-}

k
�w�����;{-����¾|�-�¢{�¨x�z����!�¦���*{-}�x!}���v¥{�vAV�v|{�x!�]���;�!�

w ∈ Σ∗
k

x�z���x\�����;{-�|}
P
�Åá�z��¦�����;{-����¾|{���{�xw®Ì{�v��|���

µ(P )
��¨Å�E����x�x!����v

P
{-}�x�z��¦}!�y�����-��}�x�{�vÈx!�������

k
}���~!zÌx�z���x

P
{-}

k
�w�����;{-����¾|�-���

á�z��¥�����;{-����¾|{���{�xw® {�v��|���q��¨\}!�;�§�«x!����v�����®B����x�x!����v�}W�ª{��/���Ã����x�x!����v�}§�?�����
{A,B,C}

!]���;}E�-��¨ªx�;�7��vy{�vóa��;}�}���{���v�� f }�x�z���}�{-}?�&u�vy������x�{-~��|�¬���?� ABCBABC
���;}�x�z��\�;v|��®y�����;{-����¾|�-��x!����v�����®§����x�x!����vv��;x�PIv��?��vÁx!�R¾7� & �w�����;{-����¾|�-���� ¡�@�;¾|x���{�vëx�z���x

µ(ABCBABC) = 2
����z|{-~!zë��{�����}\x�z��¢¨©�;���-�?��{�v|��!��}��|��x?�

�����
	��
��� �0�\[,�(4�� �Z�Z� � ���²���'�²�U�Q� �@� �Z�Z� �"� � ��� �A�Z�ÍÄ���� � � � � ��¢Z�`�d�'� ³ �h� � � � � �
¢Z�\���
uwv a�z����|x!���*t*�����@~��;�R�|�-��x!�]x�z��]�|��x!�����R{�v���x�{-�;vÃ��¨Wx�z��3�����;{-����¾|{���{�x�®Á{�v��|���ë��¨Æ�����2x!����v�����®¥����x��x!����v�}?�|{��/���&����x�x!����v�}\�?�����

{A,B,C}
�

#�{�����v«�\¨©�;~�x!�;��{¬�����¬��v|���������
L
�|�ZV�v����R¾È®R��vc�����|z���¾7��xÆ}�{`¥?�­��v��§�¢}!��xÅ��¨�¨©�;��¾|{-�|�|��v§�!������x�{�x�{-�;v�}�����y�|��v��;x!�R¾È®

fmin
�ª�!��}!�2�

fmax
!�x�z��E�R{�v|{��y�����ª�!��}��2�§�y�ì�I{��y���"!��-��x�x!���¦¨ª�!��à
����v�~�®Ã{�vm��v¡{�vAV�v|{�x!�
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L
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�����!���©¨ª�!���R���;�!�|}cÛîô % �Óï;í�Ý��c ¡�y~��;v�}�{-�|���@z����!�§x�z��E¨9�!��àÈ����v�~�®¡��¨�x�z��y�-��x�x!���4T*�

£2��x
|w|0

�|��v��;x!�]x�z��@vÈ�|�@¾����¢��¨Æ�
~�~��|���!��v�~���}¢��¨$Ty{�vëx�z��*V�v|{�x!�@���;�!�
w
��bI�cx�z��¦�-��x�x!���\¨9�!��àÈ����v�~�®

{�v
w
{-} |w|0

|w|

��u�v^a�z����|x!���Uy*�|���]{��R�|�!�?���]x�z��]��}�x�{��y��x�{-�;vÄ��¨Âx�z��¸�R{�v|{��y���Ó�-��x�x!���­¨9�!��àÈ����v�~�{-��}���{�����v
{�v¡Û Ü
T|��ï;íìÝ��& ¡�]���-}��E�|�!�?�I{-�|�¸v���� ~��;v;ß���~�x��|�!��}���v��¥�!��}��|��x!}���¾7�;�|x­���*x��!���y���2�-��x�x!����¨9�!��àÈ����v�~�{-��}�¨©�;��;x�z����­�¬��v|����������}?�
� °�õ ö ügÿÂ´.5@¶¸·ó´�¶gý@µ7¶¸·@¹3ºÂÿ¤üg¶­µOý+5@¼ �Oü �
á�z|{-}�}!��~�x�{-�;v£{-}��|�����;x!���«x!�@x�z����§��x�z��I�ÃÛ % tìÝ7������}!���«x!�ÍV�v��¥�����7x�z�������}�{�x�{������!��}��|��x!}�{�v£x�z|{-}�������x?�

Ç
q
���|v|{�¨9�;���o�§�;���|z|{-}��

h : Σ∗
s → Σ∗

e

{-} � �������
���'� �31 � ���¸{�¨&¨9�;����vÈ®
a, b, c ∈ Σs

��v��
v, w ∈ Σ∗

e

�{�¨
h(ab) = vh(c)w

�Ox�z���vë��{�x�z����
v = ε

��v��
a = c

�;�
w = ε

��v��
b = c

�
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α, β ∈ Q, 1 < α < β < 2
�'���

n ∈ N∗ � 7 � � h : Σ∗
s → Σ∗

e

¢Y�d� � �¤�I�Z�
����� �21�� ���
q
�mÄ�� � � ���Z� �{���m��� �"� �:9m� ��� �

q > 1 ; � � � h(w)
�¡�

(β+, n)
�G�²�Y�Y��� ����� � �Z�²�

α+ �F�Z�Y�Y���$�����
w

� ÄA�Z� � �A� �
|w| < max

(

2β
β−α , 2(q−1)(2β−1)

q(β−1)

) � � �A�Z� h(t)
�"�

(β+, n)
�F�Z���Y��� ���{� � �Z�Z�<9 ¯ � ��� �{��� � � ¯ � ��� � ; α+ �F�Z���Y�

�$�����
t
�

�����������Ub
�|�|����}!�
w
{-}­��v

α+ �©¨ª�!���¢���;�!�¥}���~!z¥x�z���x h(w)
{-}�v��;x

(β+, n)
�©¨ª�!���¸��v��

w
{-}���¨Â�R{�v|{��]�|��-��v|��x�z«��{�x�zcx�z|{-}��|�!�;������xw®��Åá�zÈ��}

h(w)
~��;v
x���{�v�}­�

β+ ���!������x�{�x�{-�;v2�Ix�z���x�{-}?�I�¸¨©�;~�x!�;� uvu
}���~�zcx�z���x

|uvu|
|uv| > β

�=%���v��;x!�
x = |u|

��v��
y = |v|

�½b
{�v�~�� |uvu|
|uv| = 2x+y

x+y > β
�Å���£z������

y < 2−β
β−1x

�qu�¨
x > 2q − 1

�7x�z���v¡�?�;~�z¡�
~�~��|���!��v�~��E��¨
u
~��;v
x���{�v�}]��x¢�-�?�;}�x¸�;v��]¨9�|���

h
��{��y�����R��¨��c�-��x�x!���?�¦Ç�}

h
{-}}�®Iv�~!z|�!�;v|{`¥�{�v|���Âx�z��Rxw���Ä�
~�~��|���!��v�~���}@��¨

u
{�v

uvu
~��;v
x���{�vmx�z��§}����§�

h
��{��y������}3��v��¡{�v¡x�z��y}����§��7��}�{�x�{-�;v�}?�c£2��x

U
¾7�¸x�z��¸¨��;~�x!�;�\��¨

w
x�z���x�~��;v
x���{�v�}¸�����2�-��x�x!���!}���z���}��

h
��{��y������}¸���!�]~��;v
x���{�v����Ä{�v

u
�|��v��£�-��x

V
¾7��x�z���¨©�;~�x!�;�­��¨

w
x�z���x­~��;vÈx���{�v�}��������-��x�x!���!}­��z���}!�

h
��{��y������}­{�v
x!���!}!��~�x

v
��%¢��v��;x�{�v|�

X = |U |
��v��

Y = |V |
�|���]z������

Y q < y + 2q
��v��

Xq > x − 2q
���;����à
�|{��;���-��v
x���®

x < (X + 2)q
�

b
{�v�~��
UV U

{-}\�R¨©�;~�x!�;����¨
w
��v��

w
{-}

α+ �©¨ª�!�����Ox�z���v 2X+Y
X+Y 6 α

����z|{-~!zÄ��{�����}
X 6

α−1
2−αY

���\������¦z������
Y q < y + 2q <

2 − β

β − 1
x + 2q <

2 − β

β − 1
(X + 2)q + 2q 6

2 − β

β − 1

(

α − 1

2 − α
Y + 2

)

q + 2q,

{��R�|��®I{�v|�§x�z���x
Y < 2(2−α)

β−α .
ì�®cx�z��¸�R{�v|{��y����{�xw®Ì��¨

w
���¸����x

|w| 6 2 + Y + 2X 6 2 + Y

(

1 + 2
α − 1

2 − α

)

< 2 +
2(2 − α)

β − α

α

2 − α
=

2β

β − α
.

u�¨
x 6 2q − 2

�Óx�z���v
y < 2−β

β−1(2q − 2)
��v��Bx�zÈ��}

2x + y < 2β
β−1(q − 1)

�Ìá�z��§�R{�v|{��y����{�xw®B��¨
w{��R�|��{-��}�x�z���x

(|w| − 2)q 6 |uvu| − 2 = 2x + y − 2
�6ì�®§x�z��¸��¾������\��������x�x�z���x

|w| < 2(q−1)(2β−1)
q(β−1)

���z|{-~!zÄ~��;�R�|�-��x!��}­x�z��¸�|�!�I��¨��
ò��;�3~��;vÈ����v|{-��v�~����&�-��x@��}]�|��v��;x!�§x�z��y�y�ì�I{��@�|� {�vÛ£2���R�y�ëô*��ñy¾È®

maxα,β,q
�µ×�}�{�v|� £2���R�y�ô*��ñ@��{�x�z

Rs < α)
�����-���­}¢��}�x!�c~�z���~YPëx�z���x¢x�z��

h
��{��y�����E��¨���v
®Û�ª{�vAV�v|{�x!�S!

α+ �©¨ª�!��� s
�w����®Ì���;�!�Ä{-}

(β+, n)
�©¨ª�!���¢��{�x�zÄ�4V�v|{�x!�]���§�;�|vÈx���¨&~��;�R�|�|x���x�{-�;v2�

 ¡�«����v
xEx!�WV�v�� �
q
���|v|{�¨©�;���ó�§�;���|z|{-}��

h : Σ∗
s → Σ∗

e

}���~�zqx�z���x@¨©�;�3��������®
α+ �©¨9�!���c���;�!�

t ∈ Σ∗
s

�
h(t)

}���x�{-}�V���}��y�|�!�;������xw®
P
����z����!�

P
~��;v�}�{-}�x!}\{�vÄ}��;�§�

(β+, n)
�©¨ª�!����v���}!}\�|�!�;�7����x�{-��}¢��v��
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x�z��y�?���;{-����v�~��c��¨��µV�v|{�x!�y}���x
S
��¨����;�!�|}?�c ¡�dV|�

α, β ∈ R, 1 < α < β < 2
��v��

e, n, q ∈ N
� ¡�¢��}!�¸�|���|x�z*�@V��!}�x\}!�?���!~!zÌx!�4V�v��Ì��v

e
�w����®c���;�!�

w
��¨W}�{`¥?�

s × q
��z|{-~!zë�|�ZV�v���}�x�z��¢�§�;���|z|{-}��

h¾È®«�7��}�{�v|�
w = h(0)h(1) . . . h(s − 1)

�zë\¾È�I{-�;��}���®��|���¸~?��v¥�!��}�x���{-~�x­x�z��¸}!�?���!~�z¥x!�E���;�!�|}­}U��x�{-}�¨ª®I{�v|�
h(s − 1) ≺ · · · ≺ h(1) ≺ h(0)

����z����!�
≺
{-}­x�z��¦�-���I{-~��;�������|z|{-~3�;�!�|���\��¨

Σq
e
�Å ¡�]�|���|v��¦x�z��¦}!�?���!~�zx��!���§¾
®¡~!z���~ P
{�v|�Ä�|�!�;������xw®

P
�;v¡x�z��y�|�!�ZV|�*��}3��¨��¥�7�;x!��vÈx�{¬���

w
�£u�¨�v��ë�§�;���|z|{-}�� {-}]¨©�;�|v��Þ�»���{�v�~��!�?�;}!�¸x�z��¦�;�������¸��¨

q
��v��Ìx���®£���È��{�v2�

� °}| >@?¸ýc¶­³3ÿW³\´O¼!ù­ø^��µ7¶�A ´.5
£2��x

t(n)
¾7�¢x�z��¢vÈ�|�@¾�������¨Â���;�!�|}­��¨Â�-��v|��x�z

n
}U��x�{-}�¨ª®I{�v|�§�3�|�!�;������xw®

P
�Å ¡�¸}���®cx�z���x�x�z����!�¸���I{-}�x�7�;��®
v��;�R{¬������®.�ª�!��}��2�]���*���;v���v
x�{¬������®Q!\�y��v
®Á���;�!�|}¦}���x�{-}�¨9®I{�v|�

P
{�¨�x�z����!�R���*{-}�x!}¸�«~��;v�}�x���vÈx

c > 1}���~�zÌx�z���x
t(n) 6 nc + c

�ª�!��}��2�
t(n) > cn !�¨©�;�­��������® n

�
á�z��£�!���7��x�{�x�{-�;v x�z|�!��}�z��;�-� ¨©�;�E¾|{�v�����®B���;�!�|}R{-}§í*����v�� x�z|{-}E�!��}��|��xR{-}Ex�{���z
xR{�v x�z��c¨9�;���-����{�v|�}!��v�}!��}S=
ñ��­á�z����!�@���!�¦�;v|��®c�7�;��®Iv��;�R{¬������®«�y��v
®

2+ �©¨ª�!���¢¾|{�v�����®£���;�!�|}��
í*�­á�z����!�]���I{-}�x�����¾|{�x�������{���®¥�¬�������]}!àÈ�����!��}­{�vë��vÈ®£�¬�������¦��v��;�|��z

2+ �©¨9�!���¢¾|{�v�����®£���;�!�Þ�
uwvÌx�z|{-}­}!��~�x�{-�;vÁ���¦}�z����ûx�z���x­v��y}�{��R{��¬���\}�{�x�����x�{-�;vÄ�
~�~��|�!}�¨9�;�­x!����v�����®Ì��v��ëÜ;�w����®«���;�!�|}?�� ¡�¸��}!�x�z��¢¨©�;���-�?��{�v|�y�?�;}!®c�-���R�y�*����z|{-~!zÌ{-}������!�?�;�*®£{��R�|��{-~�{�x!����®¥��}!���£{�vBÛ & yìÝ��
6 ������»��,�¡[À�µ« �A�����4���Y�d� � �\��� ���

2d
n
k e R+

k

�G�²�Y�Y���$����� � ���*�\�Z��� � �
n

� � �Z�
Σk+1

�
�����������Ua��;v�}�{-�|������v

R+
k

�©¨9�!�������;�!�
w
{�v

Σn
k

�&Ç�xÅ�-�?�;}!xÆ�;v��­�-��x�x!���Å{�v
Σk
�
}���®{T*�
�
~�~��|�!}���xÅ�-�?�;}�x ⌈

n
k

⌉

x�{��§��}¸{�v
w
�3á�z��E�-��x�x!���

k
¾����-�;v|��}¸x!�

Σk+1
¾|�|x¦�|�I��}¢v��;x¸¾����-�;v|�£x!�

Σk
�@���;x�{-~��3x�z���x¸�!���|�¬�;~�{�v|�

¥?���!�R�;���§�;�!�¸�I~�~��|���!��v�~���}���¨wT3¾
®«��vÌ�I~�~��|���!��v�~��¦��¨
k
{�v

w
�|�!�
�*��~���}���v

R+
k

�©¨9�!���¢���;�!�Ì��¨Â�-��v|��x�z
n
�?�����

Σk+1
����v��Ìx�z���x����]~?��vÌ�;¾|x���{�vÃ��x��-�?�;}�x

2d
n
k e
}���~!zë���;�!�|}?�

�����
	��
��� �0�`_0�
­ � « �Q�Z�����YÁ �¡��� ��ÁZ�A���I�Z� ��� �����D�R�{���O� 7

4

+ �G�²�Y�Y� � �Z�Z�����Z�R�$����� � � ��� �e���R�`������� 7
4

�m�Y�m�Q� ������� �'�I�
° � « �Q�Z�����YÁ �¡��� ��ÁZ�A���I�Z� ��� �����D�R�{���O� 7

5

+ �G�²�Y�Y� � �����²�µ�$����� � � ��� �e���µ�p�'���
� 7
5

�}���}�Q� ������� ���À�
������������ì�®*£2���R�y��ô*�îí*��x�z����!�����*{-}�x»���*�7�;v���vÈx�{¬������®¦�y��v
® 7

5

+ �©¨ª�!���Æ���;�!�|}&�?�����
Σ5

��v��3���I�7�;v���vÈx�{¬������®
�y��vÈ® 5

4

+ �©¨9�!���¸���;�!�|}\�?�����
Σ6
�

á�z���¨©�;���-�?��{�v|� % yì���|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��
h
{-}�}���~�z¥x�z���x�¨9�;�­��vÈ® 7

5

+ �©¨9�!���\���;�!�
t ∈ Σ∗

5

�
h(t) ∈ Σ∗

3{-} 7
4

+ �©¨9�!���]��v�� (

3
2

+
, 10

) �©¨ª�!�����
0 7→ 01020121021201210120102101202102012102120210120102101210212
1 7→ 01020120210201210212012101201021202102012021201210201021012
2 7→ 01020120210201210120102101202120121021202102012021201021012
3 7→ 01020120210201021201210201202101201021012102120210201021012
4 7→ 01020120210121020102120121012021020120212012102010212021012
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á�z���¨©�;���-�?��{�v|�«ñ & íì���|v|{�¨9�;��� �§�;���|z|{-}��
h
{-}Å}���~�z§x�z���xW¨©�;����vÈ® 5

4

+ �©¨9�!�������;�!�
t ∈ Σ∗

6

�
h(t) ∈ Σ∗

4{-} 7
5

+ �©¨9�!���]��v�� (

61
44

+
, 11

) �©¨ª�!�����
0 7→ 0120310213201230210320130231203213012310213203123013210312013021
03201231021301203210231201321031230132031021301231032013023120321023
1 7→ 0120310213201230210320130231032130123102132031230132102312013021
03201230213203102301203210231201321031230213201231032130231201321023
2 7→ 0120310213201230210320130231032130120310230132103120130231032012
30213203102301203210231201321031230132031021301231032130231201321023
3 7→ 0120310213201230210312013210231203213023103201230213203102301321
03120130210320123102132031230132102312032130231032013021031201321023
4 7→ 0120310213201230210312013023103213012310213203123013210312013021
03201230213203102301203213023120132103123021320123103213023120321023
5 7→ 0120310213201230210312013023103213012031023013210312013021032012
30213203102301203210231201302103123013203102130123103213023120321023

 ¡�Æz�������v��;x»¾7����v@��¾|�-�Æx!�����Ix!��v��@á�z����;�!��� ô*� & x!�
Σ5
���\�����������?�;���Æ¾�����{-�����Æx�z���x»x�z��Å¨9�;���-����{�v|�}�x��!�;v|�R¨©�;���Ê��¨�%��5ß��?��v f }­~��;v;ß���~�x��|�!�¦z��;�-�|}?�¹ 	.G�H��JI�KML��
� �,����� ±������ � �Z�Z�

k > 5 � � �A�Z�Y�4�YÁ �¡��� �YÁ²�A���I��� ��� �'�"�D�R�{���O� k
k−1

+ �G�²�Y�Y���$����� � � � �Z�
Σk

�

á�z���a }��;�|�!~���}­��¨Âx�z��¢�|�!�;�������§}���v��¥x�z��¢�§�;���|z|{-}��§}\�*{-}!~���}!}!���£{�v¥x�z|{-}�������x����!�¦������{��¬��¾|�-�@��x�=
���J��NPORQ�Q$ST��N��.U�VM�JW���XZY�[�\J"�V�X]W$"�QT^$��_M����#�Q�#���"�NJ��V$�M#.�$Q|�
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uwvÌx�z|{-}\~�z����|x!���?�����]�|�!���
{-�|�]v���� ����������}\��v��Á~��;v;ß���~�x��|�!���Á����������}���¨Æ}!�;�§�¸����v���������{`¥?���Ä�!���7��x�{�x�{-�;vx�z|�!��}�z��;�-�|}
R(k, `)

�
g °U± h£¶�Aêÿ&µ ©c¶­¹3³3·��
òÂ{����|�!�@ïI��ñ¸��{�����}�x�z��]��}�x���¾|��{-}�z����ë��v��Ì~��;v;ß���~�x��|�!���¥����������}���¨

R(k, `)
���Wv
x���{-��}�{�vji 	Iºlk z������]¾�����v�|�!�?������
2x�z��@�;x�z����!}��ª��{�x�zÃàÈ����}�x�{-�;vÃ�y����P*}²!­���!�@�§���!����®Á~��;v;ß���~�x��|�!���Þ�8�\�����������?�7{�vÃ��{�x�z����¸~?�;}!����{�¨x�z�����vÈx���®¸¨©�;�

(k, `)
{-}

α
�;x�z���vE����z��������|�!�?�����Þ�È��}�{�v|��x�z�����}!�����
x��!������x����?�����!}����|x!��~!z|v|{-à
�����*{-}!~���}!}!���¾7���-�?�¦�|x�z���x­x�z����!�¦{-}�v��R{�vAV�v|{�x!�

(α, `)
�©¨ª�!���]���;�!�Ì�������

Σk
�

á�z��¸�|�!�������Ì�!��}��|��x!}\���!�]�;}�¨©�;���-�?�­}�=
• R(2, 1) = R(2, 2) = 2

¨©�;���-�?�­}\¨9�!�;�þá�z
��� f }\�|�!�I��¨Æ��¨Æx�z��@���I{-}�x!��v�~��3��¨Å{�vAV�v|{�x!�E�?�������¬���*�©¨9�!���¾|{�v�����®¥���;�!�|}?��x!�;����x�z����\��{�x�zëx�z��¦�;¾�}������;��x�{-�;vÄ��¨��ÅvÈx���{�v|�����?�m,È�;~YP*}!�;vÄ��v�� bI~!z���x�¥£Ûîí*ñ�Ý»x�z���x}�àÈ�����!��}­��¨W}�{`¥?�¦��x­�-�?�;}!x�x����«���!�¸�|v������;{-����¾|�-�3�?�����
Σ2



•
á�z��£����������}E��¨

R(k, 1) = Rk
�
3 6 k 6 11

~��;���!��}!���;v�� x!�Äx�z��«�|�!�?����vê~?�;}���}3��¨8%¢�5ß��?��v f }~��;v;ß���~�x��|�!���
• R(2, 3) = 8

5

�
R(2, 4) = 3

2

�
R(2, 5) = 7

5

�
R(2, 6) = 4

3

�
R(3, 2) = 3

2

��v��
R(3, 3) = 4

3

���!�¢v������v��Á���!�¸�|�!�?�����ë{�v^bI��~�x�{-�;vÄïI�îí*�
 ¡�Ãv����ã���I�|�¬��{�vez���� x�z��À~��;v;ß���~�x��|�!���e�!��}!�|��x!}£�����!�À�;¾|x���{�v����Þ�Í ¡�Ã��}!��� x�z��Ã��}������¢x��!�����x����������!}U���Óx!��~�z|v|{-àÈ�����Þ�;}�¨©�;���-�?�­}S=�}!�|�|����}!�¦���@����vÈx�x!�y�|��x!�����R{�v��@{�¨Åx�z����!�@���!�@�;v|��®óV�v|{�x!����®¥�y��vÈ®���;�!�|}¢�������\x�z��3�����|z���¾���x

Σk
x�z���x��?���;{-�Ä�c~�����x���{�vÃ}!��x\��¨W���;�!�|}

S
�� ¡�@~��;v�}�x�����~�x¸�§~�����x���{�vÄx��!���

T
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T
{-}¦�|�ZV�v����m�;}¢¨©�;���-�?�­}S=x�z��¦�!�I�;x­{-}��¬��¾������-���

ε
�ªx�z��@���R�|x�®Ì���;�!��!���u�¨Æ�Ev��I�|�

w
z��;}\�E¨©�;~�x!�;��~��;vÈx���{�v����Ä{�v

S
��x�z���vÁ{�x�{-}���-�?�ì¨���ë\x�z�������{-}!����{�x\z��;}�~�z|{��-�*�!��vÁ�¬��¾7�����-���
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¨9�;�\�����

a ∈ Σk
��uwx­{-}\�?�;}�®¥x!�y}!���¦x�z���x

T
{-}~V�v|{�x!�¦{�¨��v��Ì�;v|��®«{�¨Âx�z����!�@���!�UV�v|{�x!����®£�y��vÈ®£���;�!�|}������;{-�*{�v|�

S
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 ¡��~?��v£x��¤P����;�*����vÈx������¸��¨»������{-�;��}�}�®I�R�§��x���{-��}�{�v
S
x!�@}��7�����cx����������!}������Åò��;���������R�|�-���I{�¨

S
{-}~��-��}!���Ä�|v��|���¢�!��v����R{�v|�Ì��¨Æx�z��3�-��x�x!���!}{�©�;}¢{-}�x�z��3~?�;}��]{�vÃx�z��E���|���R�|�-��}¢���E}�x����*®Q!������R~?��vÄ�¬��¾7���x�z��¸�!�I�;x­��{�x�zÁ��vÁ����¾|{�x�������®¥}�{�v|���-�¦�-��x�x!���4�ª{�v�}�x!�?�;�Ì��¨

ε
!���v��ë�|���*��~��¦x�z��¸v
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R(k, `) `

k

1 2 3 4 5 6 7 8

2 2 2 8

5

3

2

7

5

4

3

31
24? 24

19?

3 7

4

3

2

4

3

5
4? 6

5? 7
6? 8

7? 9
8?

4 7

5

5
4? 6

5? 7
6? 8

7? 9
8? 10

9 ? 11
10?

5 5

4

6
5? 8

7? 9
8? 10

9 ?

6 6

5

36
31?

7 7

6

9
8?

8 8

7

9 9

8

10 10

9

11 11

10

12 12
11?

13 13
12?

òÂ{����|�!�@ïI��ñ'=ÆÎ¢v��?��vÁ��v��Ì~��;v;ß���~�x��|�!���Ì����������}­��¨
R(k, `)

�

ò|�|��x�z������§�;�!���»{�¨Æ���3��}!�3�|���|x�z*�@V��!}�x¸}!�?���!~�z2�Þ���E~?��vÄ{�vÃ}��;�§�3~?�;}���}��*�����y��x�{-~?������®Ä}�z��;��x!��vÃx�z��}!�?���!~�zy��}�{�v|�¦x�z���¨9�;���-����{�v|�3�;¾�}!��������x�{-�;v0=Â{�¨»��x���vÈ®E�7�;{�vÈx�}��;�§�­}���-R�§��¨�x�z��\~��|���!��vÈx�}�x���{�v|�@}�x���{-~�x���®�|�!��~����|��}Rx�z��£�|�!�ZV|� ��¨\x�z��¥}����§�«�-��v|��x�zê��¨�x�z��«}U���§�¥}�x���{�v|�Ã{�v �-���I{-~��;�������|z|{-~Ì�;�!�|���?�Æx�z���v x�z|{-}}���-R�Ã�]��}�x¸z��?���y�����!�?�;�*®Ã¾�����v¡�������R{�v����Þ�
����v�~��R���R~?��v¡{��R�§���*{¬��x!����®¡��¾���v��|�;vm~��;v�}!{-�|������x�{-�;v��¨&x�z|{-}�v��
�|���
u�¨Wx�z��]x��!���@{-}ÂV�v|{�x!����x�z���vÃ~�����x���{�vÁ���������§��x!���!}¸��¾7�;�|x\x�z��@x��!���¦��{����@��}!��¨9�|�»{�v*¨©�;���y��x�{-�;vÀ��¾7�;�|xx�z��¦}!��x­��¨NV�v|{�x!�¸���;�!�|}\�����;{-�*{�v|�

S
=

•
u�¨

h
{-}Wx�z���z���{���zÈx���¨7x�z��­x��!�����Èx�z���v£��vÈ®E���;�!�c��¨7�-��v|��x�z£��xÅ�-�?�;}�x

h
�?�����

Σk
~��;vÈx���{�v�}���¨��;~�x!�;�{�v

S
�

•
u�¨

M
{-}�x�z��¸�-��v|��x�zÁ��¨W�3�-�;v|����}�x����;�!�ë�?���;{-�*{�v|�

S
�*x�z���v

M = h − 1
�

•
u�¨

I
{-}¸x�z��EvÈ�|�@¾����3��¨�{�v
x!����v����Åv��
�|��}��2x�z���vÀx�z����!�y���!�R�����;~�x���®

I
V�v|{�x!�R���;�!�|}3�����;{-�*{�v|�

S
�ò��|��x�z������§�;�!����{�¨

L
{-}�x�z��¢v
�|�]¾7���\��¨&�-�?������}?��x�z���vú�©�;}���}������"!��

L = 1 + (k − 1)I
�

•
u�¨

I ′
{-}Åx�z���vÈ�|�@¾�������¨Þ{�vÈx!����v�����v��
�|��}���x��|���|x�z

h−1
�
x�z���vyx�z����!�����!�

I ′
���;�!�|}���¨Þ�y�ì�I{��@�|��-��v|��x�zÃ�����;{-�*{�v|�

S
�

òÂ{����|�!�]í3��{�����}�x�z��¸�;�������¸��¨W}!�;�§�¦��¨&x�z���}!�¢���������§��x!���!}?�t�\���!�
α
{-}�x�z��¦��}!x���¾|��{-}�z����Ì�;�­~��;v;ß���~��x��|�!���Á�;�������3��¨

R(k, `)
¨9�!�;�gòÓ{����|�!�«ñ���Éw�&u Ë {�v��*{-~?��x!��}�x�z���x�x�z��]���������¦���;}\v��;x��!��~��;�!�|���Ä¾È®Ì�;�|��|�!�;�������Ì�
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k ` α L I h M=h−1 I ′g 8
2 y z x q gg g
2

x zZy x z{z 8]| 8 y gg q
8/5 } 8]|{~ } 8]| } q x q�q 8mgg x
3/2

8mq{~ y 9 8mq{~ z | } x } q xg } 7/5
x 9{~ x g x 9{~ x 8 ~�9 } | xg ~

4/3
gZ8 x z ~ gZ8 x zZ} x 9 q{| xg y 24/19

q x y 9 z q x g z x q x y 9 z q x g z q x } g x } 8 �.�q 8
7/4

~�q{|�q qZ8]|{~ q{| q y 8 yq g
3/2

8�8]~ }{} }{y g z qZ8 q�9 ~q q
4/3

x 9�q z q{~Z8 g�9Z8 y ~ y 9 g�g y g�g z ~q x
5/4

8 y{y g x z | x 8mg�q ~�q ~�g g xq } 6/5
x |�q{~ } q g x ~ y g{~ ~�q ~�g 8mgq ~

7/6 zZy g{|�qZ8 q{|Z8 x ~ } ~�9 } | g xq z 8/7
g y{y 8�8mg } 8 x�x 9 } ~�g ~ y ~ z g xq y 9/8
~{| y�z |�9�q q x |�q{| } 8 ~�g ~Z8 g xx 8

7/5 z 9{|�9�q{~ g�q{~�q x } 8mg�g 8mgZ8 x yx g
5/4

8m9�q�g x q x�x 8 8 z 8]~ g xx q
6/5

8 } q z g x } 8mg x 8 g x g�q |{~x x
7/6

g } 9Z8]~�g�9 y q�q y�z q q } q x g xx } 8/7
q�9{~{~{|Z8 x y 8m9�g�g�q�9 x | x 9 q{| y ~ xx ~

9/8
q x 9 z ~�9 y{y x 8�8mq }{y ~{|{~Z8 } 9 x | �m�

} 8
5/4

8 zZy{} x�x ~ z ~ 8mg�9
} g

6/5
x } q{|{~ } 8�8mq x |Z8 g�q g�g g x 9

} q
8/7 z x | z q x } 8 y�z x q�q{~ q x q�q z g�9} x
9/8

8 } gZ8 } q } x�x } q y 9�q y q y ~Z8 } g } 8 �m�~ 8
6/5

8mq�q y ~ g{~ z{z y z z g�9~ g
36/31

8 z q z gZ8mq y x ~{~ q x z x�x g z ~{|�q zZ} 8 zZ} 9 �.�
z 8

7/6
8�8mg x�x 8 8 y�z x 9 | y } 9 x 9z g

9/8
q x }{} 9 y gZ8]| }�zZ}{y x z 9�q q�g qZ8 �m�

y 8
8/7

8m9 x | x�x y 8 x |{|�gZ8 8m9 | x 9�q�g�9
òÂ{����|�!�@ïI�îíA=Åá»�!���]}�x���x�{-}!x�{-~�}�¨9�;��������{-�;��}�����������}���¨

k
��v��

l

 ¡��z��?����}!����vRz����êx!�¢�|�!������~��;�R�|�|x���x�{-�;v�������®§x�z���xÆ�;v|��®�V�v|{�x!����®E�y��vÈ®
(α, `)

�©¨ª�!�������;�!�|}����I{-}�x?�
ì��|x���z���x�{-}�x�z��¢���I{-�|��v�~��¢x�z���x�}��|������}�x!}�����z��?���¸�|��x!�����R{�v����¥x�z��¢}��y�����-��}�x�����}�}�{�¾|�-�

α � ò��;��x�z|{-}?��������*�|�-�;�!��x�z���x��!����~��;���!��}����;v��*{�v|�¢x!�������;{-�*{�v|�
(α+, `)

���!������x�{�x�{-�;v�}&��}!{�v|���|���|x�z*�@V��!}�xW}!�?���!~�z2�Óu�¨�������!�¢��¾|�-��x!�3~��;v�}�x�����~�x­��É�������®§�-�;v|� Ë ���;�!�¥�����;{-�*{�v|� (α+, `)
���!������x�{�x�{-�;v�}��*x�z���v«���\}!��}�����~�x�����z������¨©�;�|v��@x�z����;�|x�{��y���|������������¨

α
�Âò��;�Å�?�;~�zR�|v|�|�!�?����v

α
��{�����v3{�vRòÂ{����|�!�¸ñ��;���������!�­��¾|�-��x!��~��;v�}!x�����~�x�@���;�!�£��¨»�-��v|��x�zë��x��-�?�;}�x�í'T'T'T'TR�����;{-�*{�v|�Rx�z��¢~��;���!��}��7�;v��*{�v|�R�!������x�{�x�{-�;v�}��Wá�z|{-}�~��;v�}�x�{�x��|x!��}����?�¤P���I{-�|��v�~��¦��¨Âx�z��]~��;���!��~�x�v���}!}���¨W�;�|��~��;v;ß���~�x��|�!��}?�|¾|�|x�{�x­{-}­���I{-�|��vÈx���®£v��;x�~��;v�~�����}!{������

ì��;}!���Ì�;v¥x�z��]����x��E{�vÌòÂ{����|�!�§ñ��|���¦�|�!�;����}!�¢x�z��¸¨9�;���-����{�v|�c~��;v;ß���~�x��|�!��}?�
¹ 	.G�H��JI�KML��
��ª������

­ �
R(3, `) = 1 + 1

`

� ���
` > 2

�

° �
R(4, `) = 1 + 1

`+2

� ���
` > 2

�

á�z���}!�]~��;v;ß���~�x��|�!��}����!�¸���?�¤PI��®«}!�|�|���;��x!���¥¾
®£x�z��¢vÈ�|�§����{-~?���&���
{-�|��v�~��]��¾7�?�����
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g °�õ � ÿcA µ7ÿ6��¹3ø�´��
uwv x�z|{-}y}!��~�x�{-�;v2�����ë�|�!�?���Á}�{��q�!��}!�|��x!}y��¨¢x�z��¥¨©�;���

R(k, `) = α
�êò|�!�;� x�z��¥vÈ�|�§����{-~?�����!��}��|��x!}�!���7�;��x!���Á{�vÃòÂ{����|�!�Rí*�O���4P
v���� {�vÃ�?�;~!z¡~?�;}!�@x�z���x�x�z����!�3���*{-}�x�v��y{�vAV�v|{�x!�

(α, `)
�©¨ª�!���E���;�!�|}¸�?�����

Σk
�Åu�x�x�z����!��¨©�;�!�¦}���-y~���}­x!�§���Iz|{�¾|{�x���v¥{�vAV�v|{�x!�

(α+, `)
�©¨ª�!���¢���;�!�ë�������

Σk
�

�����
	��
���;ªI�����
R(2, 3) = 8

5

�
�����������Ua��;v�}�{-�|���­x�z���y'y�íì���|v|{�¨©�;��� �§�;���|z|{-}��

h : Σ∗
4 −→ Σ∗

2

�|�ZV�v����Ì¾È®
0 7→ 0000101011110000111010100011110000101011110100001111000101011100001111010000101111

0000111010100011110000101111010100001111000101011100001111010100001011110000111010100011
1100001010111101000011110001010111000011110100001010111100001110101000111100001011110101
0000111100010101110000111101000010111100001110101000111100001011110100001111000101011100
0011110101000010111100001110101000111100001010111101000011110001010111000011110100001011
1100001110101000111100001011110101000011110001010111000011110100001010111100001110101000
1111000010111101000011110001010111000011110100001011110000111010100011110000101011110100
0011110001010111000011110101000010111100001110101000111100001011110100001111000101011100
0011110100001010111100001110101000111100001011110101000011110001010111000011110101000010
1111000011101010001111000010101111010000111100010101110000111101000010101111000011101010
0011110000101111010000111100010101110000111101010000101111000011101010001111000010111101

010000111100010101110000111101,

1 7→ 0000101011110000111010100011110000101011110100001111000101011100001111010000101111
0000111010100011110000101111010100001111000101011100001111010100001011110000111010100011
1100001010111101000011110001010111000011110100001010111100001110101000111100001011110101
0000111100010101110000111101000010111100001110101000111100001011110100001111000101011100
0011110100001010111100001110101000111100001010111101000011110001010111000011110101000010
1111000011101010001111000010111101010000111100010101110000111101000010101111000011101010
0011110000101111010000111100010101110000111101000010111100001110101000111100001010111101
0000111100010101110000111101010000101111000011101010001111000010111101000011110001010111
0000111101000010101111000011101010001111000010111101010000111100010101110000111101000010
1111000011101010001111000010101111010000111100010101110000111101000010101111000011101010
0011110000101111010000111100010101110000111101010000101111000011101010001111000010111101

010000111100010101110000111101,

2 7→ 0000101011110000111010100011110000101011110100001111000101011100001111010000101111
0000111010100011110000101111010000111100010101110000111101010000101111000011101010001111
0000101011110100001111000101011100001111010000101011110000111010100011110000101111010100
0011110001010111000011110101000010111100001110101000111100001011110100001111000101011100
0011110100001010111100001110101000111100001010111101000011110001010111000011110101000010
1111000011101010001111000010111101010000111100010101110000111101000010111100001110101000
1111000010101111010000111100010101110000111101000010101111000011101010001111000010111101
0000111100010101110000111101010000101111000011101010001111000010101111010000111100010101
1100001111010000101111000011101010001111000010111101010000111100010101110000111101000010
1011110000111010100011110000101111010000111100010101110000111101000010111100001110101000
1111000010101111010000111100010101110000111101010000101111000011101010001111000010111101

010000111100010101110000111101,

3 7→ 0000101011110000111010100011110000101011110100001111000101011100001111010000101111
0000111010100011110000101111010000111100010101110000111101010000101111000011101010001111
0000101011110100001111000101011100001111010000101011110000111010100011110000101111010100
0011110001010111000011110100001011110000111010100011110000101111010000111100010101110000
1111010000101011110000111010100011110000101011110100001111000101011100001111010100001011
1100001110101000111100001011110101000011110001010111000011110100001011110000111010100011
1100001010111101000011110001010111000011110100001010111100001110101000111100001011110101
0000111100010101110000111101010000101111000011101010001111000010101111010000111100010101
1100001111010000101111000011101010001111000010111101010000111100010101110000111101000010
1011110000111010100011110000101111010000111100010101110000111101000010111100001110101000
1111000010101111010000111100010101110000111101010000101111000011101010001111000010111101

010000111100010101110000111101.
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ì�®ë�R�!��}!�|��x���¨Å�&��v�}�{-�;xRÛîô*ñ�Ý���x�z����!�3���I{-}!x 7
5

+ �©¨ª�!���]{�vAV�v|{�x!�3���;�!�|}¢�?�����
Σ4
��a��;v�}�{-�|���¢�;v��]}���~�z

���;�!�
x
�ÃÇÊ~��;�R�|�|x!���R~!z���~ PB}�z����­}Ex�z���x

h
{-}3}�®Iv�~!z|�!�;v|{`¥�{�v|�m��v��Bx�z���x3¨9�;�E��������® 7

5

+ �©¨9�!���c���;�!�
t ∈ Σ∗

4

}���~!zÁx�z���x
|t| < max 7

5
, 8
5
,992 = 16

�
h(t)

{-} (

8
5
+
, 3

) �©¨9�!������ì�®�£2���R�y�«ô*��ñ���x�z|{-}��|�!�?����}\x�z���x
h(x)

{-}���vë{�vAV�v|{�x!�¸¾|{�v�����® (

8
5

+
, 3

) �©¨ª�!���¢���;�!�Þ�
�����
	��
���;ªI�\[,�

R(2, 4) = 3
2

�
�����������Ua��;v�}�{-�|���­x�z��§ñ�yì���|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��

h : Σ∗
4 −→ Σ∗

2

�|�ZV�v����Ì¾È®
0 7→ 0000110100100111110, 1 7→ 0000011011001010111,
2 7→ 0000011010100111111, 3 7→ 0000010110111110010.

 ¡�Ì���È��{�v½~��;v�}�{-�|���y��v {�vAV�v|{�x!� 7
5
+ �©¨9�!���c���;�!�

x
�?�����

Σ4
�BÇ ~��;�R�|�|x!���y~�z���~YP }�z��?�­}§x�z���x

h
{-}

}�®Iv�~!z|�!�;v|{`¥�{�v|�Ì��v��Ìx�z���x�¨9�;����������® 7
5
+ �©¨ª�!���]���;�!�

t ∈ Σ∗
4

}���~�zëx�z���x
|t| < max 7

5
, 3
2
,19 = 30

�
h(t)

{-}
(

3
2
+
, 4

) �©¨ª�!�����Nì�®4£»���R�y�¦ô*��ñ���x�z|{-}W�|�!������}Wx�z���x
h(x)

{-}���vR{�vAV�v|{�x!��¾|{�v�����® (

3
2
+
, 4

) �©¨ª�!�������;�!�Þ�
�����
	��
���;ªI�`_0�

R(2, 5) = 7
5

�
�����������Ua��;v�}�{-�|���­x�z��¸Ü % ���|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��

h : Σ∗
5 −→ Σ∗

2

�|�ZV�v����Ì¾È®
0 7→ 000000101011111001000000011010101001111111011,
1 7→ 000000101010111100010011011101000001111111011,
2 7→ 000000010101011111100100101101100010001110111,
3 7→ 000000010101011001100111111010001000101110111,
4 7→ 000000010011110101010000001100111111101010011.

ì�®£�3�!��}!�|��x���¨wvÄ�;�|��{�v*�hë\���¬����v|{-���EÛ % íìÝ��|x�z����!�¦���*{-}�x 5
4

+ �©¨ª�!���¢{�vAV�v|{�x!�]���;�!�|}\�?�����
Σ5
�za��;v�}!{-�|�����;v��

}���~�z§���;�!�
x
�&Ç ~��;�R�|�|x!����~�z���~YP§}�z����­}Åx�z���x

h
{-}Å}�®Iv�~!z|�!�;v|{`¥�{�v|�E��v��Rx�z���xW¨©�;�Æ��������® 5

4

+ �©¨ª�!�������;�!�
t ∈ Σ∗

5

}���~�zÁx�z���x
|t| < max 5

4
, 7
5
,45 = 56

3 < 19
�
h(t)

{-} (

7
5
+
, 5

) �©¨ª�!�����Âì�®X£2���R�y�«ô*��ñ��Ox�z|{-}��|�!������}
x�z���x

h(x)
{-}\��vÌ{�vAV�v|{�x!�¸¾|{�v�����® (

7
5
+
, 5

) �©¨9�!���¢���;�!�Þ�
�����
	��
���;ªI�p���

R(2, 6) = 4
3

�
�����������Ua��;v�}�{-�|���­x�z��@ïIñ����|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��

h : Σ∗
5 −→ Σ∗

2

�|�ZV�v����Ì¾È®
0 7→ 00000001010101111111100001000101110111101000000001101101010010011110111,
1 7→ 00000000101011111110001100101001011110110000100011111111010101001100111,
2 7→ 00000000101011011111111000110011010101000000111111100100010110101100111,
3 7→ 00000000101010111111000110010100101110111100001000110110101001001110111,
4 7→ 00000000100101011011111111001100101000000001111110101101000010011110111.

 ¡�£���È��{�v ~��;v�}�{-�|���E��vB{�vAV�v|{�x!� 5
4

+ �©¨9�!���§���;�!�
x
�?�����

Σ5
�ÌÇ ~��;�R�|�|x!���R~!z���~ Pm}�z����­}@x�z���x

h
{-}

}�®Iv�~!z|�!�;v|{`¥�{�v|�Ì��v��Ìx�z���x�¨9�;����������® 5
4

+ �©¨ª�!���]���;�!�
t ∈ Σ∗

5

}���~�zëx�z���x
|t| < max 5

4
, 4
3
,71 = 32

�
h(t)

{-}
(

4
3

+
, 6

) �©¨ª�!�����Nì�®4£»���R�y�¦ô*��ñ���x�z|{-}W�|�!������}Wx�z���x
h(x)

{-}���vR{�vAV�v|{�x!��¾|{�v�����® (

4
3

+
, 6

) �©¨ª�!�������;�!�Þ�
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�����
	��
���;ªI�\s,�
R(3, 2) = 3

2

�
�����������Ua��;v�}�{-�|���­x�z�� & ���|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��

h : Σ∗
4 −→ Σ∗

3

�|�ZV�v����¥¾È®
0 7→ 021, 1 7→ 100, 2 7→ 122, 3 7→ 201.

 ¡�Ì���È��{�v½~��;v�}�{-�|���y��v {�vAV�v|{�x!� 7
5

+ �©¨9�!���c���;�!�
x
�?�����

Σ4
�BÇ ~��;�R�|�|x!���y~�z���~YP }�z��?�­}§x�z���x

h
{-}

}�®Iv�~!z|�!�;v|{`¥�{�v|�ë��v��Äx�z���x�¨9�;�¸��������® 7
5

+ �©¨9�!���@���;�!�
t ∈ Σ∗

4

}���~!zÃx�z���x
|t| < max 7

5
, 3
2
,3 = 30

�
h(t)

{-}
(

3
2

+
, 2

) �©¨ª�!�����Nì�®*£2���R�y�\ô*��ñ��;x�z|{-}Ó�|�!�?����}Âx�z���x
h(x)

{-}&��v]{�vAV�v|{�x!��x!����v�����® (

3
2

+
, 2

) �©¨9�!���Å���;�!�Þ�
�����
	��
���;ªI�`�0�

R(3, 3) = 4
3

�
�����������Ua��;v�}�{-�|���­x�z��§ñ�Ü;���|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��

h : Σ∗
5 −→ Σ∗

3

�|�ZV�v����Ì¾È®
0 7→ 00011112122220, 1 7→ 00101112202021, 2 7→ 01012111102120,
3 7→ 10002212102020, 4 7→ 10100222112020.

 ¡�Ì���È��{�v½~��;v�}�{-�|���y��v {�vAV�v|{�x!� 5
4

+ �©¨9�!���c���;�!�
x
�?�����

Σ5
�BÇ ~��;�R�|�|x!���y~�z���~YP }�z��?�­}§x�z���x

h
{-}

}�®Iv�~!z|�!�;v|{`¥�{�v|�Ì��v��Ìx�z���x�¨9�;����������® 5
4

+ �©¨ª�!���]���;�!�
t ∈ Σ∗

5

}���~�zëx�z���x
|t| < max 5

4
, 4
3
,14 = 32

�
h(t)

{-}
(

4
3

+
, 3

) �©¨ª�!�����Nì�®*£2���R�y�\ô*��ñ��;x�z|{-}Ó�|�!�?����}Âx�z���x
h(x)

{-}&��v]{�vAV�v|{�x!��x!����v�����® (

4
3

+
, 3

) �©¨9�!���Å���;�!�Þ�
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á�z��¸���;�!�

h(t)
{-} (

43
22

+
, 3

) �©¨9�!������}!�
a 6 2

��v��
b 6 2

�
á�z��¢¨��;~�x!�;�

CAC
{��R�|��{-��}

c 6 max (2 − a, 21a) = 21a
�

0 7→ 00010101100101001101010110010101001101011001010011010
100010111010100110101100101011101

1 7→ 00010101100101001101010001011101010011010110010101001
101010110010100110101100101011101

2 7→ 00010101100101001101010001011101010011010110010100110
101011001010100110101100101011101

á�z���¨©�;���-�?��{�v|� & Ü;���|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��
h
{-}�}���~�z¥x�z���x�¨9�;�­��vÈ® 7

4

+ �©¨9�!���\���;�!�
t ∈ Σ∗

3

�
h(t) ∈ Σ∗

2�����;{-�|}�x�z��¸����x�x!����v
AABBCBC

��v��Ì{�x!}��!�������!}!���
á�z��¸���;�!�

h(t)
{-} (

33
17

+
, 3

) �©¨9�!������}!�
a 6 2

��v��
b = c = 1

�
0 7→ 1110101110001010001110001010100011
1 7→ 1110101110001010100011100010100011
2 7→ 1110101110001110101000111000101000

á�z���¨©�;���-�?��{�v|� % íì���|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��
h
{-}�}���~�z¥x�z���x�¨9�;�­��vÈ® 7

4

+ �©¨9�!���\���;�!�
t ∈ Σ∗

3

�
h(t) ∈ Σ∗

2�����;{-�|}�x�z��¸����x�x!����v
AABBCC

�
á�z��¸���;�!�

h(t)
{-} (

59
30

+
, 3

) �©¨9�!������}!�
a 6 2

�
b 6 2

�O��v��
c 6 2

�
0 7→ 1101001110001101000101100011010011100101100011100101
1 7→ 1101001110001101000101100011100101100011010011100101
2 7→ 1101001110001101000101100011100101110100111001011000

á�z���¨©�;���-�?��{�v|�RÜÈôì���|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��
h
{-}�}���~�z¥x�z���x�¨9�;�­��vÈ® 7

4

+ �©¨9�!���\���;�!�
t ∈ Σ∗

3

�
h(t) ∈ Σ∗

2�����;{-�|}�x�z��¸����x�x!����v
AABCBC

��v��¥{�x!}��!�������!}����
á�z��¦���;�!�

h(t)
{-} (

367
184

+
, 3

) �©¨ª�!�����O}!�
a 6 2

��v��
b = c = 1

���\�;x�{-~��]x�z���x�x�z��@�;v|��®£�I~�~��|���!��v�~���}���¨
AABB

{�v
h(t)

���!�
0011

��v��
1100

�
0 7→ 0011010011100011001011000110100110001110010110
1 7→ 0011010011100011001011000110100111001011000111
2 7→ 0011010011100011001011000111001101001110010110

á�z���¨©�;���-�?��{�v|� & Ü;���|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��
h
{-}�}���~�z¥x�z���x�¨9�;�­��vÈ® 7

4

+ �©¨9�!���\���;�!�
t ∈ Σ∗

3

�
h(t) ∈ Σ∗

2�����;{-�|}�x�z��¸����x�x!����v
AABCCAB

��v��Ì{�x!}��!�������!}!���
á�z��3���;�!�

h(t)
{-} (

257
136

+
, 4

) �©¨ª�!�����7}!�
a 6 3

��v��
c 6 3

�¸á�z��@¨©�;~�x!�;�
ABCCAB

{��R�|��{-��}
a + b 6

⌊

242
15 c

⌋ �*x�z
��}
b 6

⌊

242
15 c

⌋

− a
�

0 7→ 0000101111101000011111101000101111
1 7→ 0000101110100001111010001011111100
2 7→ 0000101110100000011110100010111111
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á�z���¨©�;���-�?��{�v|� % ôì���|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��
h
{-}�}���~�z¥x�z���x�¨9�;�­��vÈ® 7

4

+ �©¨9�!���\���;�!�
t ∈ Σ∗

3

�
h(t) ∈ Σ∗

2�����;{-�|}�x�z��¸����x�x!����v
AABCCBA

��v��Ì{�x!}��!�������!}!���
á�z��¸���;�!�

h(t)
{-} (

36
19

+
, 3

) �©¨9�!������}!�
a 6 2

��v��
c 6 2

�Åá�z��¢¨��;~�x!�;�
BCCB

{��R�|��{-��}
b 6 17c

�
0 7→ 00010110001110010111010011100011010001011000111001011101
1 7→ 00010110001101001110010110001101000101110100111001011101
2 7→ 00010110001101000101110100111001011000110100111001011101

á�z���¨©�;���-�?��{�v|�Ìñ�Tì���|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��
h
{-}�}���~�z¥x�z���x�¨9�;�­��vÈ® 7

4

+ �©¨9�!���\���;�!�
t ∈ Σ∗

3

�
h(t) ∈ Σ∗

2�����;{-�|}�x�z��¸����x�x!����v
ABAAB

��v��¥{�x!}��!�������!}����
á�z��¸���;�!�

h(t)
{-} (

39
20

+
, 3

) �©¨9�!������}!�
a 6 2

�Æá�z��¢¨©�;~�x!�;�
BAAB

{��R�|��{-��}
b 6 38a

�
0 7→ 0001110101
1 7→ 0000111101
2 7→ 0000101111

á�z���¨©�;���-�?��{�v|�Ìñ�ï����|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��
h
{-}�}���~�z¥x�z���x�¨9�;�­��vÈ® 7

5
+ �©¨9�!���\���;�!�

t ∈ Σ∗
4

�
h(t) ∈ Σ∗

2�����;{-�|}�x�z��¸����x�x!����v
ABAACBC

��v��Ì{�x!}��!�������!}!���
á�z������;�!�

h(t)
{-} (

13
7

+
, 7

) �©¨9�!�����È}��
a 6 6

�&á�z������;�!�
h(t)

{-} (

23
16

+
, 20

) �©¨ª�!�����$b
�|�|�7��}!�
b+c > 20

�
x�z���vyx�z���¨��;~�x!�;�

CBC
{��R�|��{-��}

c 6
⌊

7
9b

⌋ ��v��yx�z��­¨©�;~�x!�;�
BAACB

{��R�|��{-��}
b 6

⌊

7
9(2a + c)

⌋ �&ò|�!�;�x�z���}!�¸�!���¬��x�{-�;v�}����¦~?��vÁ�|���*��~��
b 6 22

��v��
c 6 17

��á�zÈ��}����¸z��?���
b 6 22

��v��
c 6 18

�
0 7→ 01110000110000111
1 7→ 01011100110011101
2 7→ 01000110011000101
3 7→ 00011110011110001

á�z���¨©�;���-�?��{�v|�cïìÜ;���|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��
h
{-}�}���~�z¥x�z���x�¨9�;�­��vÈ® 7

4

+ �©¨9�!���\���;�!�
t ∈ Σ∗

3

�
h(t) ∈ Σ∗

2�����;{-�|}�x�z��¸����x�x!����v
ABAACCB

��v��Ì{�x!}��!�������!}!���
á�z��¸���;�!�

h(t)
{-} (

193
104

+
, 3

) �©¨9�!�����|}!�
a 6 2

��v��
c 6 2

�Åá�z��¢¨��;~�x!�;�
BAACCB

{��R�|��{-��}
b 6

⌊

89
15 (a + c)

⌋ �
0 7→ 000001011001110100110101100101110011010000011111010011000

10100011001011111
1 7→ 000001011001010100110001011001010011010000011111010011000

10100011001011111
2 7→ 000001011001010011010001100101010011010000011111010011000

10100011001011111

á�z���¨©�;���-�?��{�v|�Ìñ?íì���|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��
h
{-}�}���~�z¥x�z���x�¨9�;�­��vÈ® 7

4

+ �©¨9�!���\���;�!�
t ∈ Σ∗

3

�
h(t) ∈ Σ∗

2�����;{-�|}�x�z��¸����x�x!����v
ABACACB

��v��Ì{�x!}��!�������!}!���
á�z������;�!�

h(t)
{-} (

15
8

+
, 3

) �©¨9�!������}!�
a = c = 1

�&á�z��Å¨��;~�x!�;�
BACACB

{��R�|��{-��}
b 6 14(a+c) = 28

�
0 7→ 001010011111 1 7→ 000110100111 2 7→ 000001101011
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á�z���¨©�;���-�?��{�v|�yí'yì���|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��
h
{-}�}���~�z¥x�z���x�¨9�;�­��vÈ® 7

5

+ �©¨9�!���\���;�!�
t ∈ Σ∗

4

�
h(t) ∈ Σ∗

2�����;{-�|}�x�z��¸����x�x!����v
ABACBC

�
á�z��Ã���;�!�

h(t)
{-} (

41
29

+
, 291

) �©¨ª�!����� b
�|�|�7��}!�
a + b > 291

��v��
b + c > 291

� á�z��Ä¨©�;~�x!�;�!}
ABA

�
CBC

�Ó��v��
BACB

�!��}��7��~�x�{�������®Ã{��R�|��®Ãx�z���x
17a 6 12b (i)

�
17c 6 12b (ii)

�W��v��
17b 6

12(a+c) (iii)
�Wá�z��­~��;�]¾|{�v���x�{-�;v

17× (i)+17× (ii)+24× (iii)
��{�����}

a+c 6 0
�
�¦~��;vÈx����;�*{-~�x�{-�;v2�

bI�3���¢~?��v¥}��|�|�7��}!����{�x�z��;�|x��-��}�}���¨»����v���������{�x�®«x�z���x
b + c 6 290 (iv)

�Åu�¨
291 6 a + b (v)

x�z���v
(i)��v��

(iii)
}�x�{����7z��;�-�¥��v��£x�z��¢~��;�]¾|{�v���x�{-�;v

2324 × (i) + 1649 × (iii) + 19788 × (iv) + 19720 × (v)��{�����}
213b 6 0

�Åá�z|{-}­~��;v
x����;�*{-~�x�{-�;vÄ}!z��?�­}­x�z���x
a + b 6 290

��v��
b + c 6 290

�
0 7→ 00011010110000111100101001110
1 7→ 00011010110000011100101001111
2 7→ 00001101011000111101110011110
3 7→ 00001101011000011110011101111

á�z���¨©�;���-�?��{�v|�Ìñ�yì���|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��
h
{-}�}���~�z¥x�z���x�¨9�;�­��vÈ® 7

4

+ �©¨9�!���\���;�!�
t ∈ Σ∗

3

�
h(t) ∈ Σ∗

2�����;{-�|}�x�z��¸����x�x!����v
ABACCAB

��v��Ì{�x!}��!�������!}!���
á�z������;�!�

h(t)
{-} (

35
19

+
, 5

) �©¨ª�!������}��
c 6 4

�Âá�z���¨��;~�x!�;�
ACCA

{��R�|��{-��}
a 6 max

(

4 − 2c,
⌊

32
3 c

⌋)

=
⌊

32
3 c

⌋ �Wá�z��¢¨��;~�x!�;�
ABACCAB

{��R�|��{-��}
a + b 6

⌊

16
3 (a + 2c)

⌋ ��x�zÈ��}
b 6

⌊

13a+32c
3

⌋ �
0 7→ 0101110010100000111
1 7→ 0101100000010011100
2 7→ 0100010111010100011

á�z���¨©�;���-�?��{�v|�Ìñ�Ü;���|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��
h
{-}�}���~�z¥x�z���x�¨9�;�­��vÈ® 7

4

+ �©¨9�!���\���;�!�
t ∈ Σ∗

3

�
h(t) ∈ Σ∗

2�����;{-�|}�x�z��¸����x�x!����v
ABACCBA

��v��Ì{�x!}��!�������!}!���u�¨
w
{-}���v«�I~�~��|���!��v�~�����¨

ABACCBA
}!��~!z«x�z���x

a > 1
�Èx�z���v«x�z��\}!��-R�y��¨

w
��¨»}!{`¥?�

|w|−a+1
{-}�¦}!�y�����-�����I~�~��|���!��v�~�����¨

ABACCBA
}���~�zcx�z���x

a = 1
�$bI�@���¢�;}!}��|�§�\��{�x�z��;�|x��-��}!}���¨2����v���������{�xw®

x�z���x
a = 1

�Âá�z��Æ���;�!�
h(t)

{-} (

23
12

+
, 3

) �©¨ª�!�����;}!�
c 6 2

�Âá�z��Æ¨©�;~�x!�;�
BACCBA

{��R�|��{-��}
a+b 6 22c

�
x�zÈ��}

b 6 22c − 1
�

0 7→ 10101100001110
1 7→ 01010111100011
2 7→ 01010000111110

á�z���¨©�;���-�?��{�v|�Ìñ?íì���|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��
h
{-}�}���~�z¥x�z���x�¨9�;�­��vÈ® 7

4

+ �©¨9�!���\���;�!�
t ∈ Σ∗

3

�
h(t) ∈ Σ∗

2�����;{-�|}�x�z��¸����x�x!����v
ABBACCA

�
á�z��B���;�!�

h(t)
{-} (

31
16

+
, 4

) �©¨9�!�����@}!�
b 6 3

��v��
c 6 3

�óá�z��¡¨��;~�x!�;�
ABBA

{��R�|��{-��}
a 6

max (3 − 2b, 30b) = 30b
�

0 7→ 000111001011
1 7→ 000101111010
2 7→ 000100111011

á�z���¨©�;���-�?��{�v|�RÜÈíì���|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��
h
{-}�}���~�z¥x�z���x�¨9�;�­��vÈ® 7

4

+ �©¨9�!���\���;�!�
t ∈ Σ∗

3

�
h(t) ∈ Σ∗

2�����;{-�|}�x�z��¸����x�x!����v
ABBACCB

��v��Ì{�x!}��!�������!}!���
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á�z��¸���;�!�
h(t)

{-} (

53
28

+
, 3

) �©¨9�!������}!�
b 6 2

��v��
c 6 2

�Åá�z���¨��;~�x!�;�
ABBA

{��R�|��{-��}
a 6

⌊

50
3 b

⌋ �
0 7→ 000010111100010111010001111010000111010111
1 7→ 000010111100010101100101001101011001010111
2 7→ 000010111100010100011110100001110100010111

á�z���¨©�;���-�?��{�v|�Ìñ?ôì���|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��
h
{-}�}���~�z¥x�z���x�¨9�;�­��vÈ® 7

5

+ �©¨9�!���\���;�!�
t ∈ Σ∗

4

�
h(t) ∈ Σ∗

2�����;{-�|}�x�z��¸����x�x!����v
ABBCACB

��v��Ì{�x!}��!�������!}!���
á�z������;�!�

h(t)
{-} (

9
5

+
, 4

) �©¨9�!�����È}��
b 6 3

�Wá�z������;�!�
h(t)

{-} (

233
160

+
, 49

) �©¨9�!�����$b
�|�|����}!�
a+c > 49

�
á�z���¨��;~�x!�;�!}

ABBCA
��v��

CAC
�!��}!����~�x�{�������®3{��R�|��®]x�z���x

a 6
⌊

73
87 (2b + c)

⌋ ��v��
c 6

⌊

73
87a

⌋ �Âò|�!�;�x�z���}!�¸�!���¬��x�{-�;v�}����¦~?��vÁ�|���*��~��
a 6 15

��v��
c 6 12

��á�z|{-}­~��;vÈx����;�*{-~�x�{-�;vÃ}�z��?�­}�x�z���x
a + c 6 48

�
0 7→ 0010000001101111
1 7→ 0000111010001111
2 7→ 0000100111111011
3 7→ 0000001001101011

á�z���¨©�;���-�?��{�v|�Ìñ�Ü;���|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��
h
{-}�}���~�z¥x�z���x�¨9�;�­��vÈ® 7

5

+ �©¨9�!���\���;�!�
t ∈ Σ∗

4

�
h(t) ∈ Σ∗

2�����;{-�|}�x�z��¸����x�x!����v
ABBCBAC

��v��Ì{�x!}��!�������!}!���
á�z��3���;�!�

h(t)
{-} (

18
11

+
, 7

) �©¨ª�!�����Þ}��
b 6 6

�¦á�z��3���;�!�
h(t)

{-} (

29
20

+
, 43

) �©¨9�!������b
�|�|�7��}!�
a + b +

c > 43
�Bá�z��c¨©�;~�x!�;�!}

ABBCBA
��v��

CBAC
�!��}��7��~�x�{�������®m{��R�|��®Bx�z���x

a 6
⌊

9
11(3b + c)

⌋ ��v��
c 6

⌊

9
11 (a + b)

⌋ �Wò|�!�;� x�z���}!�¸�!���¬��x�{-�;v�}­���¦~?��vë�|���*��~��
a 6 54

��v��
c 6 49

�
0 7→ 00101010101011
1 7→ 00010001110111
2 7→ 00000101011111
3 7→ 00000010111111

á�z���¨©�;���-�?��{�v|�yí�íì���|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��
h
{-}�}���~�z¥x�z���x�¨9�;�­��vÈ® 7

4
+ �©¨9�!���\���;�!�

t ∈ Σ∗
3

�
h(t) ∈ Σ∗

2�����;{-�|}�x�z��¸����x�x!����v
ABBCBCA

��v��Ì{�x!}��!�������!}!���
á�z�� ���;�!�

h(t)
{-} (

173
88

+
, 3

) �©¨9�!�����E}!�
b = c = 1

� á�z��q¨©�;~�x!�;�
ABBCBCA

{��R�|��{-��}
a 6

⌊

85
3 (3b + 2c)

⌋

= 141
�

0 7→ 0001101011001010100111
1 7→ 0001101010110010100111
2 7→ 0001101010011100101011

á�z���¨©�;���-�?��{�v|�yí'Tì���|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��
h
{-}�}���~�z¥x�z���x�¨9�;�­��vÈ® 7

4

+ �©¨9�!���\���;�!�
t ∈ Σ∗

3

�
h(t) ∈ Σ∗

2�����;{-�|}�x�z��¸����x�x!����v
ABBCCAB

��v��Ì{�x!}��!�������!}!���
á�z��@���;�!�

h(t)
{-} (

15
8

+
, 4

) �©¨ª�!������}!�
b 6 3

��v��
c 6 3

��á�z��¦¨��;~�x!�;�
ABBCCAB

{��R�|��{-��}
a + b 6

7(b + 2c)
�|x�z
��}

a 6 6b + 14c
�

0 7→ 00010100100101011111
1 7→ 00010010001110110111
2 7→ 00000101011011010111
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á�z���¨©�;���-�?��{�v|�yí�Ü;���|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��
h
{-}�}���~�z¥x�z���x�¨9�;�­��vÈ® 7

4

+ �©¨9�!���\���;�!�
t ∈ Σ∗

3

�
h(t) ∈ Σ∗

2�����;{-�|}�x�z��¸����x�x!����v
ABCAACB

��v��Ì{�x!}��!�������!}!���
á�z��Ì���;�!�

h(t)
{-} (

187
96

+
, 4

) �©¨ª�!������}��
a 6 3

�Öá�z��ë���;�!�
h(t)

{-} (

355
192

+
, 97

) �©¨ª�!����� á�z��£¨��;~�x!�;�
CAAC

{��R�|��{-��}
c 6 max

(

96 − 2a,
⌊

326a
29

⌋)

= 96 − 2a
� á�z��ë¨��;~�x!�;�

BCAACB
{��R�|��{-��}

b 6

max
(

96 − 2a − 2c,
⌊

326(a+c)
29

⌋) �
0 7→ 000001011111001000110111
1 7→ 000001011111000100111011
2 7→ 000001010111110010011011

á�z���¨©�;���-�?��{�v|�Ìñ�Tì���|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��
h
{-}�}���~�z¥x�z���x�¨9�;�­��vÈ® 7

4

+ �©¨9�!���\���;�!�
t ∈ Σ∗

3

�
h(t) ∈ Σ∗

2�����;{-�|}�x�z��¸����x�x!����v
ABCACAB

��v��Ì{�x!}��!�������!}!���
á�z��E���;�!�

h(t)
{-} (

79
40

+
, 3

) �©¨9�!�����2}!�
a = c = 1

�3á�z��E���;�!�
h(t)

{-} (

149
80

+
, 41

) �©¨9�!�����@á�z��3¨��;~�x!�;�
ABCACAB

{��R�|��{-��}
a + b 6 max

(

40 − a − 2c,
⌊

69
11 (a + 2c)

⌋) �*x�z
��}
b 6 40 − 2a − 2c = 36

�
0 7→ 0001110101 1 7→ 0001011101 2 7→ 0001010111

á�z��Xt*ñ�Tì���|v|{�¨©�;��� �§�;���|z|{-}��
h = m4,2 ◦ m6,4

{-}E}���~!z x�z���xE¨©�;�§��vÈ® 5
4
+ �©¨9�!���«���;�!�

t ∈ Σ∗
6

�
h(t) ∈ Σ∗

2

�?���;{-�|}­x�z��¸����x�x!����v
ABCACB

�
á�z��E���;�!�

h(t)
{-} (

1073
810

+
, 3241

) �©¨ª�!������b
�|�|�7��}!�
a + c > 3241

�Rá�z��3¨©�;~�x!�;�!}
ABCA

�
BCACB

�
��v��

CAC
�!��}��7��~�x�{�������®£{��R�|��®¥x�z���x

547a 6 263(b + c) (i)
�
547b 6 263(a + 2c) (ii)

�O��v��
547c 6

263a (iii)
�Öá�z��Ì~��;�]¾|{�v���x�{-�;v

2 × (i) + (ii) + 2 × (iii)
��{�����}

305a + 568b + 42c 6 0
�½á�z|{-}

~��;vÈx����;�*{-~�x�{-�;v£}�z����­}Æx�z���x
a+c 6 3240 (iv)

�Æá�z������;�!�
h(t)

{-} (

29
14

+
, 4

) �©¨9�!�����È}��¢x�z���¨��;~�x!�;�
CAC{��R�|��{-��}

c 6 14a (v)
�zb
�|�|�7��}!�\v��?�

3238 6 b (vi)
�|}!�]x�z���x

a + b +2c > 3241
��v��

(ii)
}�x�{�����z��;�-�|}?�á�z��¸~��;�]¾|{�v���x�{-�;v

15 × (ii) + 7627 × (iv) + 263 × (v) + 7632 × (vi)
��{�����}

573b + 936 6 0
�Åá�z|{-}~��;vÈx����;�*{-~�x�{-�;vÃ}�z����­}­x�z���x

b 6 3237
�

á�z��§ñ &'% ���|v|{�¨©�;��� �§�;���|z|{-}!�
m4,2

{-}���{�����vÌ¾È®À=
0 7→ 00000100111101100010111100000101101000011111011000010011110000010
1101000011111010010111100001001111101100000100111010000111110100101111
1 7→ 00000100111101100010111100000101101000011111011000010011110000010
1101000011110110000010011111011000101111000001011010000111110100101111
2 7→ 00000100111101100001111101001011110000100111110110000010011101000
0111110100101111000001011010000111110110000100111010000111110100101111
3 7→ 00000100111101100001111101001011110000010110100001111011000001001
1111011000101111000001011010000111110110000100111010000111110100101111

á�z��]ôì���|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��
m6,4

{-}���{�����vÌ¾È®À=
0 7→ 032131 1 7→ 031232 2 7→ 023121
3 7→ 021323 4 7→ 013212 5 7→ 012313

Ç\v �
~�~��|���!��v�~�� ��¨
ABCBABC

{-}e� (

3
2
+
, 4

) ���!���7��x�{�x�{-�;v }�{�v�~��
|φ(ABCB)| > 4

��v��
|φ(ABCBABC)|

|φ(ABCB)| = 2a+3b+2c
a+2b+c = 3

2 + a+c
2(a+2b+c) > 3

2

�½bI�
ABCBABC

{-}y�?���;{-�|��� ¾È®½������x�z��¥{�v*�
V�v|{�x!� (

3
2
+
, 4

) �©¨ª�!���¢¾|{�v�����®£���;�!�|}?�|{�v¥������x�{-~��|�¬���­x�z���}!�¸~��;v�}!x�����~�x!���Ì{�v¥x�z��¢�|�!�I��¨&��¨&á�z����;�!���þïI�îí*�
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á�z���¨©�;���-�?��{�v|�Ìñ�tì���|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��
h
{-}�}���~�z¥x�z���x�¨9�;�­��vÈ® 7

5

+ �©¨9�!���\���;�!�
t ∈ Σ∗

4

�
h(t) ∈ Σ∗

2�����;{-�|}�x�z��¸����x�x!����v
ABCBBAC

��v��Ì{�x!}��!�������!}!���
á�z��Å���;�!�

h(t)
{-} (

8
5
+
, 7

) �©¨9�!������}��
b 6 6

�Âá�z��Å���;�!�
h(t)

{-} (

527
378

+
, 181

) �©¨ª�!�����wb
�|�|����}��
a+2b+c >

181
� á�z��Ì¨©�;~�x!�;�!}

CBBAC
��v��

ABCBBA
�!��}�����~�x�{�������® {��R�|��® x�z���x

c 6
⌊

149
229 (a + 2b)

⌋ ��v��
a 6

⌊

149
229 (3b + c)

⌋ �&ò|�!�;�¤x�z���}!�\�!���¬��x�{-�;v�}����¢~?��v£�|���*��~��
a 6 28

��v��
c 6 26

�Wá�z|{-}�~��;v
x����;�*{-~�x�{-�;v}�z����­}­x�z���x
a + 2b + c 6 180

�
0 7→ 010000011011011011
1 7→ 001001001001111101
2 7→ 001000000111111011
3 7→ 000000101010111111

� °�õ �ê¼�³@ù�µ�÷�Aê¶�µ7·4� ù��­¶­¼�·@¼!³4�ãø!ù­µI�­ÿ �.��¹3ù�µ7ÿ6�
ò|���;��vQP����Ó��v��Wb
{��R��}��;vmÛîí�Ü;Ý»~��;v�}�x�����~�x!���ë��v¥{�vAV�v|{�x!�¸¾|{�v�����®«���;�!�ë~��;vÈx���{�v|{�v|�c�;v|��®«x�z|�!���¸}!à
�����!��}?�Ç\v��;x�z�����~��;v�}�x�����~�x�{-�;v£��}�{�v|�@�|v|{�¨9�;���Í�§�;���|z|{-}��§}�{-}���{�����vc{�vÄÛîô & Ý��¾b
z�������{�x¢Ûîô'tìÝÞ���-}!�@��{�����}Æ�|v|{�¨©�;����§�;���|z|{-}��§}­¨9�;��¾|{�v�����®£���;�!�|}������;{-�*{�v|�O=

•
}!à
�����!��}­��¨&�-��v|��x�zÁ��x­�-�?�;}�x & ��v��

3+ ���!������x�{�x�{-�;v�}4��ñ�Tì���|v|{�¨9�;���µ!��

•
}!à
�����!��}­��¨&�-��v|��x�zÁ��x­�-�?�;}�x�Ü«��v�� 5

2

+ ���!������x�{�x�{-�;v�}4��ñ % ô'Tì���|v|{�¨9�;���µ!��

•
}!à
�����!��}­��¨&�-��v|��x�zÁ��x­�-�?�;}�x\ï§��v�� 7

3

+ ���!������x�{�x�{-�;v�}4�©í % íì���|v|{�¨9�;���µ!��
uwv½x�z|{-}c}���~�x�{-�;vê���ë��{����Á}!�y�����

Σ∗
3 → Σ∗

2

�|v|{�¨©�;��� �§�;���|z|{-}��§}c�|�!�I�*��~�{�v|�B���;�!�|}yz��?�
{�v|�qx�z���}!��|�!�;�7����x�{-��}?�
á�z���¨©�;���-�?��{�v|� % Tì���|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��

h
{-}�}���~�z¥x�z���x�¨9�;�­��vÈ® 7

4

+ �©¨9�!���\���;�!�
t ∈ Σ∗

3

�
h(t) ∈ Σ∗

2~��;vÈx���{�v�}��;v|��®«x�z��¦}!à
�����!��}�{�v
{02, 12, (01)2}

��v��¥{-} (

37
19

+
, 3

) �©¨9�!�����

0 7→ 00011001011000111001011001110001011100101100010111
1 7→ 00011001011000101110010110011100010110001110010111
2 7→ 00011001011000101110010110001110010111000101100111

á�z��¦¨9�;���-����{�v|��tì���|v|{�¨©�;��� �§�;���|z|{-}!�
h
{-}\}!��~!zëx�z���x\¨©�;�\��vÈ® 7

4

+ �©¨9�!���¦���;�!�
t ∈ Σ∗

3

�
h(t) ∈ Σ∗

2{-}
3+ �©¨9�!����� (5

2

+
, 2

) �©¨ª�!��������v�� (

59
32

+
, 3

) �©¨9�!�����

0 7→ 01101011 1 7→ 00111010 2 7→ 00101110
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á�z���¨©�;���-�?��{�v|�«ñ�T & ���|v|{�¨9�;��� �§�;���|z|{-}��
h
{-}Å}���~�z§x�z���xW¨©�;����vÈ® 7

4

+ �©¨9�!�������;�!�
t ∈ Σ∗

3

�
h(t) ∈ Σ∗

2{-} 5
2

+ �©¨9�!����� (7
3

+
, 3

) �©¨9�!��������v�� (

823
412

+
, 4

) �©¨9�!�����
0 7→ 0010011010010110010011011001010011010110010011011001011010011011

001001101011001010011011001011010011011
1 7→ 0010011010010110010011011001010011010110010011011001011010011011

001001101001011001001101011001010011011
2 7→ 0010011010010110010011011001010011010110010011010010110010011011

001011010011011001001101011001010011011

á�z���¨©�;���-�?��{�v|� & Tì���|v|{�¨©�;���Ê�§�;���|z|{-}��
h
{-}�}���~�z¥x�z���x�¨9�;�­��vÈ® 7

4
+ �©¨9�!���\���;�!�

t ∈ Σ∗
3

�
h(t) ∈ Σ∗

2{-} 7
3

+ �©¨9�!���]��v�� (

79
40

+
, 7

) �©¨ª�!�����
0 7→ 001011001011010011011001001101
1 7→ 001011001011010011001011001101
2 7→ 001011001001101100101101001101
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uwvÁx�z|{-}¸~�z����|x!���?�Þ���E~��;v�}�{-�|���¢x�z��E���Ix��!���y���&¨9�!��à
����v�~�®ë��¨��c�-��x�x!���¢{�vÄ{�vAV�v|{�x!�E���;�!�|}¸�?�����]�{V�v|{�x!������|z���¾7��xy�����;{-�*{�v|�m}!�;�§�£�!���7��x�{�x�{-�;v�}?� á�z��£�y��{�v �§�;x�{�����x�{-�;v ¨9�;�Rx�z|{-}dPI{�v�� ��¨��|�!�;¾|�-��� {-}E¾7��}�x���*�|�¬��{�vÄ��{�x�z¡��vÃ���|���R�|�-���¢ ¡�4PIv��?� x�z���x¸}!à
�����!��}¢���!�R�?���;{-����¾|�-�R�?�����
Σ3

¾|�|x¦���!�3v��;x¢�?�����
Σ2
�Ç v���x��|�����ÓàÈ����}�x�{-�;v£{-}�x�z
��}���z���x�z�����x�z|{-}�x�z|{��!�£�-��x�x!����{-}���}!}���vÈx�{¬���»�;�Âß���}�x�¾����!����®cv������|���¥x!�§�?���;{-�}!à
�����!��}?�Â ¡�­~?��vR¨©�;���y����{`¥?�­x�z|{-}�àÈ����}�x�{-�;v«��v��y�;}�P@¨9�;�Åx�z��­�R{�v|{��y�����-��x�x!���Å¨9�!��à
����v�~�®3{�v«��v§{�vAV�v|{�x!�x!����v�����®¥}!à
�����!���©¨ª�!���¢���;�!�Þ�

� °U± �\´�ù�´OÿÅügÿW³\´û¶ ¨ ügù­¼!³ µ7ÿ6��¹3ø�´��
ò��;� x!����v�����® }!à
�����!���©¨ª�!���g���;�!�|}?�MáÓ������v|v|{`P���� Û ï;íìÝû}�z��?����� x�z���x

fmin ∈
[

1780
6481 , 64

233

]

=
[0.27464897 . . . , 0.27467811 . . . ]

� Ç�~�~��;�!�*{�v|�ûx!� Ûîô % Ý��3z��½���-}!� �|�!�������Mx�z���x
fmax 6

469
1201 =

0.39050791 · · ·
�$ë\�|�­v����*x��!��}��|��x­�|�!�?�I{-�|��}­¾7��x�x!������}�x�{��y��x�{-�;v�}\��¨Âx�z���}��¸~��;v�}�x���vÈx!}�=

�����
	��
�����0����� ±0��� � ���²���'�²� ��� ÄQ�������F�Z���Y���$����� � � �z�*��� � �
­ �

fmin ∈
[

1000
3641 , 883

3215

]

= [0.27464982 . . . , 0.27465007 . . . ]
�

° �
fmax = 255

653 = 0.39050535 · · ·
�

�����
	��
�����0�\[,� ±0���
(5
3 , 3)

�G�²�Y�Y�{¢ � �����Z�{�$����� � � �z�*�A� � �
fmin = 1

2

�
á�z����;�!��� y*�îíy{��R�|��{-��}¢x�z���x\{�vAV�v|{�x!�

(β, 3)
�©¨ª�!���E¾|{�v�����®Á���;�!�|}¢z��?���3��à
�����Â�-��x�x!���\¨9�!��à
����v�~�®¥¨9�;�

β ∈
[

8
5

+
, 5

3

] �ÓÇÖ}�{��R{��¬���&�!��}��|��x&{�v£Û Ü
TìÝ�}��?®I}Âx�z���xW{�vAV�v|{�x!�
(β, 1)

�©¨ª�!����¾|{�v�����®3���;�!�|}&z��?������àÈ�����*�-��x�x!���
¨9�!��àÈ����v�~�®@¨9�;�

β ∈
[

2+, 7
3

] ��{��/���
ρ(2+) = ρ

(

7
3

)

= 1
2

�&u�x&{-}&v��;x�{-~��?��¾|�-�­x�z���xWx�z���}���x����]~?�;}!��}W��¨7��à
������-��x�x!���¸¨9�!��àÈ����v�~�®Ãz��?���y�*{ �Þ���!��vÈxÍPI{�v��¡��¨����!�?��x�z¡¨9�|v�~�x�{-�;v2�yÎ¦����z
�|�¢¡¤P
{���v��úb
z�������{�x¦z��?���y}�z�����vx�z����!�Å���*{-}�x2�7�;��®
v��;�R{¬������®¢�y��v
® 7
3

�©¨ª�!���&¾|{�v�����®¢���;�!�|}�Û & yìÝ��ì��z����!�?�;}»x�z����!�Å���*{-}�x2���*���;v���v
x�{¬������®¸�y��vÈ®
(8
5

+
, 3)
�©¨ª�!���y¾|{�v�����®À���;�!�|}?�£á»�Á}!���Rx�z|{-}?�Óv��;x�{-~��§x�z���x]x�z��µy'y�íì���|v|{�¨©�;��� �§�;���|z|{-}��

h : Σ∗
4 → Σ∗

2��{�����v«{�vyx�z��\�|�!�
��¨»��¨2á�z����;�!��� ïI��ñ­�|�!�I�*��~���}�� (

8
5

+
, 3

) �©¨ª�!����¾|{�v�����®R���;�!�
h(w)

¨©�;����������® 7
5

+ �©¨9�!���
���;�!�

w ∈ Σ∗
4

�W��v��¡x�z���x@x�z����!�c���*{-}�x3���I�7�;v���vÈx�{¬������®¡�y��v
® 7
5

+ �©¨ª�!���y���;�!�|}3�?�����
Σ4

¾
®¡á�z����;�!���ô*� & �\�©í !��
Î\�;�����¤P��?�Ì��x\�����­Û Ü
T;Ý2�|�!�?�����Ìx�z���x�x�z��¢¨ª�|v�~�x�{-�;v

ρ
{-}­�*{-}!~��;v
x�{�vÈ���;��}¸��x 7

3

�|�§�;�!�¸�|�!��~�{-}�����®«x�z���®
�;¾|x���{�v����Ìx�z���x

ρ
(

7
3

)

= 1
2

��v��
ρ

(

7
3
+
)

6
10
21 = 0.47619047 · · ·

�
y*ñ
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á�z���v����Ix��!��}��|��xÆ�|�!���
{-�|��}�v����ê�7�;{�vÈx!}���¨2�*{-}!~��;vÈx�{�v
�|{�x�®§¨©�;�
ρ
{�vyx�z�������v|��� [

7
3

+
, 3

] �Èv����§����® 17
7

�
5
2

� 23
9

� 41
16

� 18
7

�O��v�� 8
3

�
�����
	��
�����0�`_0�

­ �
ρ

(

7
3
+
)

6
47
101 = 0.46534653 · · ·

�
° �

ρ
(

17
7

)

>
467
1004 = 0.46513944 · · ·

�
³ �

ρ
(

17
7

+
)

6
81
175 = 0.46285714 · · ·

�
� �

ρ
(

5
2

)

>
54286
117293 = 0.46282386 · · ·

�
´ �

ρ
(

5
2

+
)

6 23
52 = 0.44230769 · · ·

�
¶ �

ρ
(

23
9

)

> 205
464 = 0.44181034 · · ·

�
� �

ρ
(

23
9

+
)

6 91
206 = 0.44174757 · · ·

�
� �

ρ
(

41
16

)

> 322
729 = 0.44170096 · · ·

�
¥ �

ρ
(

41
16

+
)

6
143
324 = 0.44135802 · · ·

�
­�¦ �

ρ
(

18
7

)

> 79
179 = 0.44134078 · · ·

�
­
­ �

ρ
(

18
7

+
)

6
41
93 = 0.44086021 · · ·

�
­�° �

ρ
(

8
3

)

> 339
769 = 0.44083224 · · ·

�
­'³ �

ρ
(

8
3
+
)

6
24
59 = 0.40677966 · · ·

�
­ � �

ρ (3) > 115
283 = 0.40636042 · · ·

�

� °�õ § ÿÂ´.53¶¸· ¨ ¶�µ ³3ÿ6�­ù�´�¼{�­ÿ¤µ�ÿ6�O¹@ø�´��
£2��x

L
¾��£�¥¨��;~�x!�;��{¬�����¬��v|�����������ÀÇ¤���;�!�

w
{-}3}���{-�Bx!�ë¾7�

k
��¾|{��|�!�;�-�;v|�È��¾|�-�£{�v

L
{�¨�x�z����!�£���I{-}!x!}�£���;�!�

lwr ∈ L
}���~�zmx�z���x

|l| = |r| = k
�cÇ � Ä¨)�ÁÅ�Y� � �Z�]��¨

L
{-}3�¥}!��x

S
��¨zV�v|{�x!�y���;�!�|}@{�v

L}���~�z¥x�z���x���������®RV�v|{�x!�¢���;�!�¥x�z���x�{-}
k
��¾|{��|�!�;�-�;v|�È��¾|�-�¦{�v

L
��v��¥��¨Ó�-��v|��x�zÁ��x��-�?�;}!x

maxu∈S |u|
z��;}�Á}���-R�¡x�z���xE¾����-�;v|��}3x!�

S
�»¨©�;�E}!�;�§�{V�v|{�x!�«v
�|�]¾7���

k
�ÄáÓ�¤PI{�v|�

k = 20
{-}E}���-y~�{-��v
x3¨9�;�E��������®v����È��x�{����¦�!��}!�|��x�{�vÌx�z|{-}������7���?�Åò��;�\�3���;�!�

u ∈ S
�*�-��x

Au(q) =

{

w ∈ L | uw ∈ L
��v��£¨©�;�­��������®£�|�!�ZV|�

w′ ��¨ w,
|w′|0
|w′|

< q

}

.

6 ������»©�,�����E7 � �
L

¢Y�Í����� � � ��� � �����p������ÄA�S�
�*�����
S

�'�I�U��� �����Â� Ä*)�Á��Y� � �Z� � � 7 � �
q ∈ Q

� � �
Au(q)�"�w¯ � ��� �¾� ����� � �Z�Z�R�$�'���

u ∈ S � � �Q�Z� fmin > q
�



£,/ � /Cª.+|Ú,) ç L ¦�ç Ô Ï çÂÙ�è Ú è ��+¡Ô,+ Ù�ä Ð�Ú Ù y &

�����������\Ç\}!}!�|�§�
Au(q)

{-}�V�v|{�x!�§¨©�;�3��������®m���;�!�
u ∈ S

�Äá�z���v ��vÈ®B{�vAV�v|{�x!�«���;�!�
w ∈ L

z��;}R�
�|��~��;�R�7��}�{�x�{-�;vm{�v
x!�óV�v|{�x!�E¨��;~�x!�;�!}

w0w1w2 . . .
}���~!z¡x�z���x

|w0| = k + maxu∈S |u|
��v�� |wi|0

|wi|
> q¨©�;�­��������®

i > 1
�

£2���R�y�4y*��ñ���v���¾|�-��}���}Æx!�]�;¾|x���{�v«¾��;�|v��|}���¨Þx�z���¨©�;���
fmin > q

¾
®§~!z��I��}�{�v|�R��vc���*�|��{-~�{�x�}���-R�~��?��������v��R~!z���~YPI{�v|�]¾
®3~��;�R�|�|x!���Æx�z���xÆ��������®3}���x
Au(q)

{-}NV�v|{�x!���Wu�x&{-}Å�?�;}�®@x!�¸}!����x�z���x¾£2���R�y�Íy*��ñ��v��§x�z��\�|�ZV�v|{�x�{-�;v¥��¨
Au(q)

~?��vc¾7���§�I�*{pV����yx!�]�|�!�?�I{-�|��¾7�;�|v��|}���¨7x�z��­¨9�;���
fmin > q

�
fmax 6 q

��;�
fmax < q

�Wá�z|{-}��§��x�z��I�«{-}­�¦v���x��|�����Þ����v���������{`¥���x�{-�;vÁ��¨»x�z��¢�;v��\{�vÃÛ ï;í�Ý��I��z����!��x�z��¢}���-R�«~��������~��;v�}�{-}�x!}���¨»x�z������R�|x�®§���;�!�Þ�|��v��«��¨2x�z����;v��\{�vÄÛ Ü % Ý��
��z����!��x�z��\}���-R�y~���������~��;v�}�{-}�x!}���¨Â������¾|{�v�����®���;�!�|}y��¨\�-��v|��x�z x�z|�!�����½b
{�v�~��£���¥}�x����*®Bz����!�£x�z��«¨ª�!��à
����v�~�®B��¨�x�z��£�-��x�x!���RTÁ{�vq�!���7��x�{�x�{-�;v*�©¨9�!������;�!�|}��»��������®Ã�-��x�x!���¦�;x�z����¦x�z���vúT«�|�¬�?®Äx�z��R}U���§�E�!�;�-���{£2��x¸��}¦}��?®Áx�z���x]x����Ì���;�!�|}
u
��v��

u′ {�v
Σs

���!�@��à
�|{������-��vÈx�{�¨Å��v��Ä�;v|��®¥{�¨
u
~?��vÄ¾7�¦�;¾|x���{�v����Á¨ª�!�;�

u′ ¾
®ë�R�7�����]�|x���x�{-�;vÀ��¨Åx�z��¦�-��x�x!���!}�{�v
Σs \ {0}

���\�;x�{-~��3x�z���x\¨9�;�\x����¥��à
�|{������-��vÈx����;�!�|}
u
��v��

u′ � Au′(q)
{-}~V�v|{�x!�3{�¨���v��Ä�;v|��®Ì{�¨

Au(q){-}UV�v|{�x!���R ¡�y�|�ZV�v��Rx�z��R�!���*��~����¡}���-R�À~��?�����3��¨��£}!��-R�Ã~��������
S
�;}¸x�z��§à
���;x�{-��vÈx@��¨

S
¾
®Ãx�z|{-}��à
�|{��;���-��v�~��¸�!���¬��x�{-�;v2��á»�§�|�!�?���¦x�z��¦v����È��x�{����¦������x\��¨Wá�z����;�!��� y*��ñ���ñ¦���¸��}!���Ìx�z��¸�!���*��~����ë}���-R�~��?�����

{1, 01210, 0210, 2010}
�\x�z��¥~��;�R�|�|x���x�{-�;v½x!�
��P ��¾7�;�|xRí'TÃ���?®I}y�;v �¬«8�zë��gí*�îí #�z2�qò��;�á�z����;�!���:y*��ñ��îíc���3��}!���Áx�z��@�!���*��~����Ã}���-R�Ä~��?�����

{0, 01, 021, 0121}
�Rò��;�¢á�z����;�!���:y*�îíc���3��}!���x�z��¦}���-R�¥~��?�����

{01, 111, 000, 1110, 1010, 0001111000010, 0111101000010, 1110101000010,
0111100010}

�  ¡�c�;�R{�xEx�z��£~��;�R�|�|x!���R�|�!�I��¨�x�z���xEx�z|{-}@{-}3{�v��|�����½�Á}���-R�B~��������E¨9�;�
( 5
3 , 3)

�©¨ª�!���¾|{�v�����®£���;�!�|}?��á�z��¦v����È��x�{����@}�x���x!���§��vÈx!}���¨Åá�z����;�!��� y*� & �9������vÁ{�x!���§}²!������!�]�;¾|x���{�v����Ì��}!{�v|�§x�z��}���-R�¥~��?�����
{1, 10, 100}

�

� °}| § ÿÂ´.53¶¸· ¨ ¶�µûý«¶~��¼�´O¼{�­ÿ¤µ7ÿ6��¹3ø�´��
£2��x

L
¾7�\��¨��;~�x!�;��{¬�����¬��v|���������\�������

Σ∗
s

�&áÓ�@~��;v�}�x�����~�x���vy{�vAV�v|{�x!�\���;�!�
w ∈ L

��{�x�z¥�¢��{�����vc�-��x�x!���¨9�!��àÈ����v�~�®
q ∈ Q

�����@��}��3���È��{�vÃx�z��3�§��x�z��
�Ã�|��}!~���{�¾7���Ä{�vñbI��~�x�{-�;vmô*�îí*�¢ ¡�3����{�x!�
q = a

b

��{�x�z
a~��;�|��{��§�¢x!�

b
�Wò��;��{�v�~��!�?�;}!{�v|�R�;��������}���¨

k
�I���\�-�I��PR¨©�;�­�

(k × b)
���|v|{�¨9�;��� �§�;���|z|{-}��

h : Σ∗
e → Σ∗

s�|�!�I�*��~�{�v|�^�ª{�vAV�v|{�x!�S!����;�!�|}­{�v
L
}!��~!zÌx�z���x

|h(i)|0 = k × a
¨©�;�­��������®

i ∈ Σe
�

a��;v�}�{-�|����x�z���tì���|v|{�¨9�;��� �§�;���|z|{-}��
m : Σ∗

3 −→ Σ∗
4

�|�ZV�v����¥¾È®
m(0) = 01232103,
m(1) = 01230323,
m(2) = 01210321.

á»������x»x�z��W¾7�;�|v��
fmin 6

883
3215

{�v@á�z����;�!���Ky*��ñ��ì���Å¨9�;�|v��3��}!à
�����!���©¨ª�!���W�§�;���|z|{-}!�
h+ : Σ∗

3 −→ Σ∗
3}���~�zyx�z���x

h+ = m+ ◦m
��z����!�

m+ : Σ∗
4 −→ Σ∗

3

{-}Æ� & í*ñ % ���|v|{�¨9�;���Í�§�;���|z|{-}��Ì�Wá»�]����xÅx�z���¾7�;�|v��
fmax >

255
653

{�vêá�z����;�!��� y*��ñ������Ì¨9�;�|v��Ö�Ã}!àÈ�����!���©¨9�!���Ì�§�;���|z|{-}!�
h− : Σ∗

3 −→ Σ∗
3

}���~�z½x�z���x
h− = m− ◦m

��z����!�
m− : Σ∗

4 −→ Σ∗
3

{-}���y*ñ�ÜÈíì���|v|{�¨©�;��� �§�;���|z|{-}�� �
9142 = 14×653

!��Å ¡��v�������\�!��}��|��xÅ��¨,a��!�I~!z����§�;�!�]Û�ñ�ï�Ý�}���®I{�v|�¢x�z���xÆ���|v|{�¨©�;���M�§�;���|z|{-}�� {-}W}�àÈ�����!���©¨9�!����{�¨Ox�z���{��y��������¨���������®}!à
�����!���©¨ª�!���]���;�!�Á��¨&�-��v|��x�z & {-}�}�àÈ�����!���©¨9�!������á�z��]}!��¨9x������!�
mreps

Û ÜÈôìÝÂ����{�x�x!��vë¾È®¥Î¢��~�z����!�?�Á��x�����]~?��vÃx!��}�x¢{�¨��c���;�!�À{-}¢}!àÈ�����!���©¨9�!���3{�vÃ��{�v��?���¸x�{��§���¦ ¡�E��}!���Ä{�x¢x!�«�|�!�?���Ex�z���x
h− ��v��

h+ ���!�}!à
�����!���©¨ª�!���@¾È®Á~!z���~YPI{�v|�£x�z���x
h−(w)

��v��
h+(w)

���!�@}!à
�����!���©¨9�!��������z����!�
w = 010201210120212{-}¸}!à
�����!���©¨ª�!���§��v��À~��;v
x���{�v�}]��������®Äx!����v�����®Ä}�àÈ�����!���©¨9�!���E���;�!�|}@��¨��-��v|��x�z & �;}¢¨��;~�x!�;�!}?��a�z���~YPI{�v|�x�z���{��y�����\��¨

w
{-}W¨��;}�x!���Wx�z���vc~�z���~YPI{�v|�@x�z��­{��y������}���¨7x�z��]ñ?í¢x!����v�����®R}!à
�����!���©¨9�!���­���;�!�|}���¨Þ�-��v|��x�z

& ¾7��~?����}!�
mreps

���|v�}�{�v£��{�v��?���­x�{��§���zb
{�v�~��¢x�z��¸�§�;���|z|{-}��§}
h− �ª�!��}!�2�

h+ !����!�¸}!à
�����!���©¨ª�!�����*���
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�;¾|x���{�v ��vB���*���;v���v
x�{¬�����-�������3¾��;�|v��m¨9�;�]x!����v�����®m}!à
�����!���©¨ª�!���y���;�!�|}@��{�x�zB�-��x�x!���]¨ª�!��à
����v�~�® 883
3215�ª�!��}��2� 255

653

!��
ò��;�3�?�;~!z¡�7��}�{�x�{����§}!x���x!���§��vÈx3{�vmá�z����;�!��� y*� & �9�I�|�À{�x!���§}²!��Ó���R¨9�;�|v��m�¥�|v|{�¨9�;��� �§�;���|z|{-}��

h : Σ∗
3 −→ Σ∗

2

}���~!z x�z���x3¨9�;�E��������® (

7
4
+
) �©¨9�!���yx!����v�����®B���;�!�

w
�
h(w)

z��;}Ex�z��«~��;���!��}!���;v��*{�v|�
�|�!�;�7����x�{-��}���¨&�!������x�{�x�{-�;v*�©¨9�!����v���}!}\��v��Ì�-��x�x!����¨ª�!��à
����v�~�®��
� °�¯ ­ ÿ�®�ÿWù­³°¯ê�eºÂ¶­³t®�ÿWº2´O¹@µ7ÿ ù­³@· ø!ÿÂ´�´Oÿ&µ ¨ µ�ÿ��¢¹3ÿW³@ºÂ¼!ÿ6�
ì��;}!���]�;v@vÈ�|�§����{-~?���*���
{-�|��v�~���}��ì���Æ�|�!�;�7��}!����v��;x�z����Â}�x��!�;v|��¨9�;���ð��¨�%��5ß��?��v f }Â~��;v;ß���~�x��|�!�Æ{�vÈ���;���I{�v|��-��x�x!����¨9�!��àÈ����v�~�{-��}S=
¹ 	.G�H��JI�KML��
�¬�,�����

­ ��±������ � �Z�Z�
k > 5 � � �A�Z�Y���YÁ �¡����� �'� � � ¯ � ��� � (

k
k−1

+
) �G�²�Y�Y�Í�$�����R� � ���

Σk
� ��� �R�\� �@� �Z�6�Z��� � ÄQ�Z�I���

1
k+1

�
° ��±������ � �Z�Z�

k > 6 � � �A�Z�Y���YÁ �¡����� �'� � � ¯ � ��� � (

k
k−1

+
) �G�²�Y�Y�Í�$�����R� � ���

Σk
� ��� �R�\� �@� �Z�6�Z��� � ÄQ�Z�I���

1
k−1

�
uwxÅ{-}��?�;}�®Ex!�]}!����x�z���x�x�z��­����������} 1

k+1

��v�� 1
k−1

{�vóa��;v;ß���~�x��|�!��y*��ñ\���;�|�-�c¾7��¾���}!xÅ����}�}�{�¾|�-���&ò��;�
(

5
4

+
) �©¨ª�!���\���;�!�|}��?�����

Σ5
�
�����;¾|x���{�v

fmax < 103
440 = 0.23409090 · · · < 1

4

��}�{�v|�3x�z����!���*��~����£}���-R�
~��?�����

{0, 01, 012, 0123, 012341, 401234, 4301234}
��á�z���x»{-}Ó��zÈ®da��;v;ß���~�x��|�!�Ây*��ñ��\�©í !2{-}Ó}�x���x!���]��{�x�z

k > 6
�
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uwvÌx�z|{-}­������x?�����¦�y��{�v|��®¥�|�!��}���vÈx!���Á����}�{�x�{����¦�!��}��|��x!}�{�vÁ~��;�]¾|{�v���x!�;��{-~�}¸�;vÌ���;�!�|}?�cvÁ�;�!�]�|�!��~�{-}!����®�����¢~��;v�}�x�����~�x�{�vAV�v|{�x!�����;�!�|}��;v¥}��y�����Þ�����|z���¾7��x!}���{�x�z«�|�!�;�7����x�{-��}�}���~�z£�;}������;{-�*{�v|�§�*{ �Þ���!��vÈxÂPI{�v����¨Å�!���7��x�{�x�{-�;v�}¦��v���´��;�\����x�x!����v�}?�\ ¡�E���-}!�c~��;v�}!{-�|���\x�z��@�|�!�;¾|�-��� ��¨Å�R{�v|{��R{`¥�{�v|�¥��v��Ä�y�ì�*{��R{`¥�{�v|�x�z��¢¨9�!��àÈ����v�~�®£��¨W�;v��¸�-��x�x!���­{�vë��vÌ{�vAV�v|{�x!�¸�!���7��x�{�x�{-�;v*�©¨9�!���¦���;�!�Þ�
á�z��E����v��������Å{-�|�?�«{-}¢x!�¥�;¾|x���{�vq��vÀ{�vAV�v|{�x!�R���;�!�Ã��{�x�z¡x�z��R�|��}!{��!���Ã�|�!�;������xw®Ã�;}¸x�z��E{��y�����R��¨��vë{�vAV�v|{�x!�@�!���7��x�{�x�{-�;v*�©¨ª�!���@���;�!�Á¾È®ë�§�|v|{�¨9�;���þ�§�;���|z|{-}��Ì�� ¡�]���!�;x!�3�y~��;�R�|�|x!���\�|�!�;�������þx�z���x

V�v��|}�x�z���}!�¦�§�;���|z|{-}��§}?�
á�z��¢�§��}�x�v���x��|�����»���|�|��{-~?��x�{-�;vÄ��¨Óx�z|{-}��§��x�z��I�£{-}�x!��V�v��£�|�|������¾7�;�|v��|}­�;v£����v���������{`¥?���Ì�!���7���x�{�x�{-�;vëx�z|�!��}!z��;�-�|}?�� ¡�]�;¾|x���{�v����Áx�z��¦�����;~�x����������]��¨Å}�{��¥����v���������{`¥?���ë�!���7��x�{�x�{-�;vÄx�z|�!��}�z��;�-�

R(k, `)��{�x�zÀ}��y�����Å�����|z���¾���x¸}�{`¥?�
k
��v��Ä�|�!�ZV|�Ä}�{`¥?�

`
�¸�Å�!�?�I{�v|�¥�-�?�����]¾��;�|v��|}¢�;v

R(k, `)
{-}�����x�z����¢�?�;}!®��}�{�v|�¦¾��;~ P
x����;~ P
{�v|���|��v��y����~?��vy¾��­à
�|{�x!�­~��;vAV��|��v
x�x�z���x��;�|�Å�-�?������¾7�;�|v��|}����!��x�{���zÈx?�$ë\�|�Æ�|�|�7���¾7�;�|v��|}y�������?®I}§¨9�;���-��� ¨ª�!�;� �!��}��|��x!}y��¾7�;�|xRx�z����9~��¬�;}!}�{-~?���"!@�!���7��x�{�x�{-�;v½x�z|�!��}�z��;�-�

Rk = R(k, 1)
�á�z|{-}]}��;�|v��|}¸��{`P��y�«��{��R{�x���x�{-�;vmx!�Ìx�z��R�§��x�z��
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