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Introduction

La domination est une branche de la théorie des graphes, qui a connu une croissance
rapide au cours de ces dernieres décennies. Dans un graphe G, un ensemble dominant est
un sous-ensemble D de sommets de G tel que tout sommet du graphe est soit dans D, soit
adjacent a un sommet de D et la cardinalité minimale d’un ensemble dominant dans G,
notée v(G), est le nombre de domination de G.

La domination trouve son origine au 19°¢ siecle avec les jeux d’échecs lorsque De Jaenisch
[35] posa le probléeme du placement d’'un nombre minimum de reines sur un échiquier de
telle sorte que chaque case est soit occupée par une reine soit peut étre occupée par un seul
mouvement d'une des reines. La domination ne devient un domaine théorique qu’en 1956
avec Claude Berge ou cet invariant est appelé coefficient de stabilité externe, puis renommé
nombre de domination par Ore en 1962 mais elle ne prend véritablement son essor qu’une
vingtaine d’années plus tard, sous I'impulsion des travaux de Cockayne et Hedetniemi [29].
La domination dans les graphes a suscité un intérét particulier pour la communauté
scientifique grace a la richesse des champs d’application. En 1968, Liu a discuté le concept
de domination dans les réseaux de communication ou un ensemble dominant représente
un ensemble de cités ayant des stations de diffusion (broadcast) pouvant transmettre des
messages vers toutes les cités du réseau, en supposant que chaque station abritant une
station ne peut transmettre des messages que vers les cités voisines. Ainsi, le plus petit
nombre de stations permettant de couvrir tout le réseau n’est autre que le nombre de
domination.

En 2001, Erwin fut le premier a introduire un modele de domination inspiré du modele
de Liu, appelé la domination broadcast. Dans cette variante, il associe a chaque station

broadcast un cotit (puissance d’émission, disons en watts) qui peut étre supérieur a un, ce
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qui permet de transmettre des messages a n’importe quelle cité du réseau. Formellement,
un broadcast f sur un graphe G = (V, E) est une fonction de pondération sur les sommets
définie par f : V — {0,...,diam(G)}, ou chaque sommet v € V satisfait f(v) < eg(v), ou
diam(G) est le diametre de G et eg(v) est I'excentricité du sommet v. Le cotit d'un broadcast
festo(f)=>,cv f(v) et le colit minimum sur I'ensemble des broadcasts dominants sur G,
noté v,(G), est le nombre de domination broadcast.

Erwin a pu enrichir ce concept, en introduisant d’autres parametres de broadcast. Plusieurs
résultats de ses travaux sont publiés dans 'article de Dunbar et al. [25], qui contient de
plus, une étude comparative de ces parametres et traite quelques classes de graphes en

déterminant soit des valeurs exactes, soit des bornes pour ces parametres.

Dans cette these, nous nous intéressons a trois classes de graphes : les chaines, les cycles
et les chenilles sans sommets troncs ou une chenille est un arbre dont la suppression des
sommets pendants engendre une chaine. Chaque sommet de cette chaine est appelé support
s’il est adjacent a un sommet pendant et tronc sinon.

La these est composée de quatre chapitres, en plus de I'introduction et de la conclusion.
Nous énongons dans le premier chapitre des définitions de base sur les graphes. Ensuite, nous
énumérons dans le deuxieme chapitre quelques résultats sur la domination, la domination
broadcast et leurs invariants.

Nous consacrons le troisieme chapitre a I’étude de la conjecture d’Ahmadi et al. [1], concer-
nant la valeur de huit invariants de la domination broadcast des chaines et des cycles. Il
s’agit des nombres de domination broadcast ~;,, de domination broadcast supérieur I'y, de
non-redondance broadcast ir,, de non-redondance broadcast supérieur IR;, d’indépendance
broadcast 3, d'indépendance broadcast inférieur i, de packing broadcast inférieur p, et de
packing broadcast P,.

En déterminant la valeur de chacun de ces invariants, nous infirmons plusieurs égalités de
la conjecture. Les résultats obtenus ont fait I'objet d’une publication dans la revue Discrete
Applied Mathematics [9].

Nous étudions dans le quatrieme chapitre le nombre de domination broadcast supérieur des
chenilles sans sommets troncs. Pour ce faire, nous établissons plusieurs lemmes d’existence

d’un broadcast dominant minimum avec des valeurs bien spécifiques des sommets, puis nous
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procédons a des transformations de la chenille pour pouvoir arriver a la détermination de I'.
Les résultats énoncés dans ce chapitre ont été soumis pour publication.
Enfin, nous terminons notre travail par une conclusion générale et quelques perspectives de

recherche.



Chapitre 1
Généralités sur les graphes

De maniere générale, un graphe permet de représenter la structure d’'un ensemble en
exprimant les relations possibles entre ses éléments. Dans ce chapitre, nous introduisons

quelques définitions de base ainsi que des notations usuelles de la théorie des graphes.

1.1 Définitions

Un graphe non orienté G est un couple composé d'un ensemble de sommets V(G) et
d’un ensemble d’arétes F(G), ou une aréte est une paire de sommets (non nécessairement
distincts) de G, appelés les extrémités de 'aréte. Une aréte e est notée simplement par uv
(ou vu), au lieu de {u,v}. Une boucle est une aréte dont les deux extrémités sont identiques,
par exemple uu.

Un graphe est fini si son ensemble de sommets et son ensemble d’arétes sont finis. Dans
un graphe fini G, le nombre de sommets et le nombre d’arétes sont appelés respectivement
Iordre et la taille de G et notés communément par n et m respectivement. Un graphe vide

est un graphe de taille m = 0 et un graphe trivial est un graphe d’ordre n = 1.

Adjacence et incidence

Si e = uv est une aréte de G, alors on dit que
— e relieu a v,

— les sommets u et v sont adjacents ou voisins, et

4



Chapitre 1 Généralités sur les graphes

— Daréte e est incidente au sommet © et au sommet v.

Si deux arétes ont une extrémité commune, elles sont dites adjacentes ou voisines, sinon
elles sont dites disjointes.
Deux arétes, ou plus, peuvent avoir les mémes extrémités u et v. Dans ce cas, on dit qu’elles
sont paralléles ou bien qu’il y a une aréte multiple joignant u et v.

Un graphe simple est un graphe sans boucle et sans aréte multiple.

Dans ce qui suivra, nous noterons brievement V' (resp. E), au lieu de V(G) (resp. E(G)),
lorsqu’il n’y a aucun risque d’ambiguité sur G, et tous les graphes considérés sont supposés

finis, simples et non triviaux.

Chaine - Cycle

Une chaine P dans un graphe G = (V, E'), est une séquence finie de sommets vy, v, . .., vy

telle que v;v;41 € E, pour tout 1 < < k — 1.
1. La longueur de la chaine P est le nombre de ses arétes, c’est-a-dire k£ — 1.
2. Les sommets vy et vy, sont les extrémités de P.
3. La chaine vy, vq,...,v; relie les sommets vy et vy.

Une chaine est élémentaire si tous ses sommets sont deux a deux distincts.
Une chaine est simple si toutes ses arétes sont deux a deux distinctes.
Une aréte reliant deux sommets non consécutifs dans une chaine est une corde.
Une chaine minimale induite par n sommets, notée P,, est une chaine élémentaire sans
cordes.
Une (u,v)-géodésique dans un graphe G est une plus courte chaine reliant u a v.
Un cycle est une chaine dont les deux extrémités sont identiques. Un cycle élémentaire
induit par n sommets, noté C,, est un cycle dont les sommets sont distincts. La longueur du

cycle C,, est le nombre de ses arétes, c’est-a-dire n.
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Stable - Clique

Soit G' un graphe.
Un ensemble de sommets K, K # (), est une clique de G si les sommets de K sont deux a
deux adjacents.
Un ensemble de sommets S, S # (), est un stable ou un ensemble indépendant de G, si les

sommets de S deux a deux non adjacents.

Voisinage - Voisinage privé

Soit G = (V, E) un graphe et soit v € V.

Le voisinage ouvert de v est ’ensemble des voisins de v
N@w)={ueV: uwekE}.
Le voisinage fermé de v est I’ensemble
N [v] =N (v) U{v}.
Soit S C V.
Le voisinage ouvert de S est

et le woisinage fermé de S est

Le S-voisinage ouvert privé de v est

N(v,8) ={weV: Nw)nS5={v}},
et le S-voisinage privé de v est

Nv,S|={weV: NwlnS ={v}}.

Les sommets du S-voisinage privé de v sont les voisins privés de v relatifs a S.
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Degré d’un sommet

Soit G = (V, E) un graphe et soit v € V.
Le degré de v, noté dg (v), est le nombre d’arétes incidentes a v dans G. En d’autres termes,
dg(v) = [N(v)].
Les nombres 6(G) = Ivrél‘l/l da(v) et A(G) = max dc(v) désignent le degré minimum et le degré
maximum du graphe G, respectivement. S’il n’y a pas de confusion, on écrira simplement

d(v), 6 et A au lieu de dg(v), 6(G) et A(G).

Soit 7 un entier naturel. Le graphe G est régulier de degré r, ou simplement r-régulier, si
I(G) =A(G) =r.
Un sommet isolé de G est un sommet de degré 0 et un sommet pendant ou une feuille de
G, est un sommet de degré 1.
Un sommet support est un sommet adjacent a un sommet pendant et une aréte pendante
est une aréte incidente a un sommet pendant. Un support fort est un sommet adjacent a au

moins deux sommets pendants, sinon c¢’est un support faible.

Connexité

Un graphe G est conneze si pour toute paire de sommets distincts u, v, il existe une
chaine qui relie u et v.
Une composante connexe d'un graphe est un sous-graphe connexe maximal (au sens de l'in-

clusion).

Distance, excentricité, rayon et diametre

Soit G = (V, E) un graphe connexe et soient u,v € V.
La distance entre deux sommets u et v, notée dg(u,v) ou simplement d(u,v) s’il n'y a pas
de risque de confusion, est la longueur de la plus courte chaine reliant v a v, si u # v et
d(u,v) = 0, sinon.
Par convention, si le graphe G n’est pas connexe, alors d(u,v) = 0o, lorsque les sommets u

et v appartiennent a des composantes connexes différentes.
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La distance entre un sommet u et un ensemble S C V est définie par :
d(u,S) = min{dg(u,v) : v € S}
L’excentricité d’un sommet u, noté eg(u), est :
eq(u) = max{dg(u,v) : v eV}

En particulier,

— Le rayon du graphe G, noté rad(G), est lentier
rad(G) = min{eg(v) : v € V}.
— Le diamétre d'un graphe, noté diam(G), est 'entier
diam(G) = max{eg(v) : ve V}.

Un sommet central (resp. diamétral) est un sommet d’excentricité minimale (maximale),
c’est-a-dire égale au rayon (resp. diametre) du graphe G.

Plus généralement, l’excentricité d’un ensemble S, est :

ea(S) = max{dg(v,S) : v e V}.

Produit cartésien de deux graphes

Soient Gy = (V1, E1) et Gy = (Vi, Ey) deux graphes.
Le produit cartésien de Gy et G, noté GG, est le graphe dont I'ensemble des sommets
est V1 x V5 et deux sommets (uy,v1) et (ug,vy) sont adjacents dans G10G; si et seulement

Si, ujus € E(G1> et v1 = V9, OU U} = Uy et V1VUy € E(GQ)

1.2 Quelques graphes particuliers

Graphe complet

Le graphe complet d’ordre n (n > 3), noté K,,, est un graphe dont tous les sommets sont

deux a deux adjacents.
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Graphe complémentaire

Le complémentaire d'un graphe G = (V, E) est le graphe G = (V, FE), ou V =V et pour

toute paire de sommets u,v € V,

weE & wé¢kE.

Sous-graphe - Sous-graphe induit

Un sous-graphe H d’un graphe G, noté H < G, est un graphe défini par un ensemble de
sommets V(H) C V(G) et un ensemble d’arétes E(H) C E(G). En particulier, si V(H) =
V(G) alors H est appelé sous-graphe couvrant.

Un sous-graphe de G est un sous-graphe induit de G si, pour toute paire de sommets de H,
w € F(H) < wv € E(G)}. En particulier, si S =V (H), alors H est appelé le sous-graphe
induit par S et est noté par G[S] ou < S >.

Graphe biparti et graphe biparti complet

Un graphe est dit biparti si 'ensemble de ses sommets peut étre partitionné en deux
sous-ensembles V) et V5 tels que les sous-graphes G[V;] et G[V5] sont vides. Un graphe biparti
complet est noté K, ,, ou |Vi| = p, [Va| = qet E(K,,) = {uwv:ueVi,ve Vh}

Une étoile est un graphe biparti complet K, ,, avec p =1 ou ¢ = 1.

Graphe subdivisé

Le graphe subdivisé d'un graphe G, noté S(G), est le graphe obtenu a partir de G en
remplacant chaque aréte e = v;v; de G par un nouveau sommet v;; et deux arétes v;v;; et
v;;v;. Autrement dit, en insérant un nouveau sommet sur chaque aréte de G.

Pour un entier positif k, le graphe k-subdivisé d'un graphe G, noté Si(G), est le graphe
obtenu a partir de GG en insérant k nouveaux sommets sur chaque aréte de GG. En particulier,
S1(G) = S(G).

Nous illustrons a travers la Figure 1.1, le cycle subdivisé S(Cj), et I'étoile K 3 2-subdivisée.
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V12

Us1

o (a) S(Cs)
FIGURE 1.1 — Le cycle subdivisé S(C5) et I'étoile 2-subdivisée Sa(K 3).

Arbres

Un arbre T est un graphe connexe sans cycles.
Il existe plusieurs caractérisations des arbres, qui sont énoncées dans le théoreme ci-dessous :
Théoreme 1.1. Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. T est un arbre d’ordre n.
2. T est un graphe conneze de taille n — 1.
3. T est un graphe sans cycles de taille n — 1.

4. Pour toute paire de sommets distincts u et v, il existe une unique chaine reliant u et v.

Arbre couvrant

Un arbre couvrant d’un graphe GG, est un sous-graphe couvrant qui est un arbre. Un graphe
G contient un arbre couvrant si et seulement si GG est connexe. Notons que ’arbre couvrant

d’un arbre T est T' lui-méme.

Chenilles

Une chenille, notée CT, est un arbre tel que si on supprime tous les sommets pendants
le graphe résultant est une chaine C' = zox 2o . .. 7).

La chaine C' est appelée épine dorsale et ses sommets sont appelés épines.

10



Chapitre 1 Généralités sur les graphes

Si un sommet épine x; est adjacent a au moins un sommet pendant, alors x; est un sommet

support, sinon, x; est un tronc.

Pour une chenille C'T" a n épines, on suppose sans perte de généralité, que les extrémités
xg et x,, de I’épine dorsale de C'T, sont des sommets supports.

Il n’est pas difficile de voir que le diametre d'une chenille est diam(C7T) = 1 si (m,n) = (1,0)

et diam(CT) = n + 2, sinon. Concernant le rayon, il est tout aussi simple de voir que
2
rad(CT) = PH_ w .
Une chenille CT a n sommets épines est notée CT({y, {1, ..., L,), ou £; désigne le nombre

de sommets pendants adjacents au sommet épine x;, avec £y # 0 et £, # 0.
En particulier, I'étoile K ,,,m > 1, est notée CT'(m).

On peut aussi utiliser une notation exponentielle pour indiquer les séquences répétées
dans la chenille. Par exemple, la chenille CT'(1,0,0,0,2,2) est notée simplement C'T(10323)
et la chaine P, est notée CT (10" 21) sin >4, et CT(n —1) sin € {2,3}.

Homard

Un homard est un arbre tel que, si 'on supprime tous ses sommets pendants, le graphe

résultant est une chenille.

Araignée

Une araignée est un arbre ayant au plus un sommet de degré supérieur a 2, appelé centre
de Uaraignée (s’il n’existe pas de sommet de degré supérieur a 2, alors chaque sommet peut
étre le centre). Une patte d’une araignée est une chaine reliant le centre de I'araignée a un
sommet de degré 1. Une araignée d’ordre n est notée par S(nq,...,ng),ouny+---+ng =n—1,
et P,,,...,P,, sont des chaines d’ordre ny, ..., ng respectivement, qui sont toutes rattachées
au centre (sommet de degré d).

On note I'araignée S(k, ..., k) par S(k%), qui représente 1’étoile k-subdivisée Si(K q).
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Chapitre 1 Généralités sur les graphes

FIGURE 1.2 — La couronne du cycle C5 © Kj.

Grille, cylindre et tore

Soient m et n deux entiers positifs.
La grille de dimension m X n, notée G, ,, est le produit cartésien P,,lJF, des deux chaines
P, et P,.

Un cylindre est le produit cartésien d’une chaine par un cycle et un tore est le produit

cartésien de deux cycles.

Couronne généralisée d’un graphe

La couronne d'un graphe G, notée G O K, est le graphe obtenu a partir d'une copie de
G en attachant un sommet pendant a chaque sommet de G. Plus généralement, pour un
entier positif p, la couronne généralisée d’'un graphe GG, notée G © pK;, est le graphe obtenu
a partir d’'une copie de G en attachant p voisins pendants a chaque sommet de G.

Nous illustrons a travers la Figure 1.2, la couronne du cycle C5, noté C5 © K.
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Chapitre 1 Généralités sur les graphes

FI1GURE 1.3 — La 3-couronne du cycle Cs.

La p-couronne d’un graphe

La p-couronne d’'un graphe G est le graphe obtenu a partir d’'une copie de G, ou pour

2 ..., 0P et p arétes vol, vt?, ... 0P loP

tout sommet v € V(G), p nouveaux sommets v', v
sont ajoutés. Autrement dit, en insérant p — 1 nouveaux sommets sur chaque aréte pendante
de la couronne de G.

Nous illustrons a travers la Figure 1.3, la 3-couronne du cycle Cs.

13



Chapitre 2
Notions sur la domination broadcast

Il existe des dizaines de parametres de domination qui combinent la notion de domination
avec des propriétés de graphes. Nous nous restreignons dans ce manuscrit a ceux qui nous
sont utiles dans nos travaux de recherche.

La premiere partie de ce chapitre est dédiée aux généralités sur la domination et quelques
parametres de domination. Quant a la seconde partie, elle est consacrée a la domination

broadcast et quelques invariants relatifs a cette variante de domination.

2.1 Domination sur les graphes

Soit G = (V, E) un graphe non trivial et simple.
Un ensemble de sommets S C V est dit dominant de G, si tout sommet qui n’appartient pas
a S possede un voisin dans D. En d’autres termes, N[S] = V ou encore, pour tout sommet
ue V-5 Nuns=#o.
Un ensemble de sommets S est dit minimal (resp. mazimal) pour une propriété P s'il n’existe

aucun sous-ensemble de sommets S’ & S (resp. S & §') tel que S’ satisfait la propriété P.

Le nombre de domination est
v(G) = min{|S| : S est un ensemble dominant de G'}

Notons que 'on peut se restreindre aux ensembles dominants minimaux dans la définition

précédente puisque tout dominant minimum est forcément minimal.

14



Chapitre 2 Notions sur la domination broadcast

Le nombre de domination supérieur est
['(G) = maz{|S| : S est un ensemble dominant minimal de G}.

Dans la littérature, les différents types de domination imposent des conditions supplémen-
taires (souvent des propriétés de graphes) sur le sous-graphe induit par I'ensemble dominant
D, ou sur le sous-graphe induit par V' — .S, ou bien sur les arétes reliant S a V' — S. Il existe
énormément de parametres de domination, nous ne citons ici que quelques-uns parmi eux, a
savoir : la domination stable, la domination non-redondante, la domination de packing et la

domination efficace, qui nous seront utiles dans la suite.

Domination stable
Le nombre de domination stable de G est
i(G) = min{|S| : S est un ensemble stable maximal de G},
et le nombre de stabilité (ou nombre d’indépendance ) de G est
Bo(G) = maz{|S|: S est un ensemble stable de G}.

Une caractérisation des ensembles stables maximaux est donnée par la proposition sui-

vante.

Proposition 2.1 ( [11]). Un ensemble de sommets S d’un graphe G est un stable mazimal

st et seulement si, il est stable et dominant.
Ainsi, nous pouvons définir I'invariant i(G) comme suit :
i(G) = min{|S] : S est un ensemble stable et dominant de G'}.
D’autre part, tout ensemble stable maximal vérifie la propriété suivante.

Proposition 2.2 ( [11]). Tout ensemble stable mazimal de G est un ensemble dominant

minimal de G.

La Proposition 2.2 permet d’établir la chaine d’inégalités suivante :

1(G) <i(G) < Bo(G) < T(G). (2.1)
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Chapitre 2 Notions sur la domination broadcast

Ensemble non-redondant

Un ensemble de sommets S C V est non-redondant de GG, si tout sommet v dans S admet
un voisin privé relatif a S, c’est-a-dire, pour tout v € S, PN|v, S] # 0.

Le nombre de non-redondance de G est
ir(G) = min{|S] : S est un ensemble non-redondant maximal de G},
et le nombre de non-redondance supérieur est
IR(G) = maz{|S] : S est un ensemble non-redondant de G'}.

Notons que 'on peut se restreindre aux ensembles non-redondants maximaux dans la
définition précédente puisque tout ensemble non-redondant maximum est maximal.
Cockayne et al. [22] ont caractérisé la minimalité d’un ensemble dominant par sa non-

redondance.

Proposition 2.3 ( [22]). Un ensemble dominant S de G est minimal si et seulement si, il

est dominant et non-redondant.

Ils ont aussi proposé une condition suffisante pour qu’un ensemble soit non-redondant

maximal de G.

Proposition 2.4 ( [22]). Tout ensemble dominant minimal de G est un ensemble non-

redondant maximal de G.

La Proposition 2.4 permet de rallonger la chaine d’inégalités (2.1) :

ir(G) < 4(Q) < i(G) < Bo(G) < T(Q) < IR(G). (2.2)

Ensemble de packing

Un ensemble de sommets S C V est de packing de G, si tout sommet v dans S est dominé
au plus une fois. En d’autres termes, |N[v] N S| < 1, pour tout sommet v dans S, ou encore,
Nu] N Nv] =0, pour toute paire de sommets distincts u et v de S.

Le nombre de packing inférieur de G est
p(G) = min{|S| : S est un ensemble de packing maximal de G},
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et le nombre de packing de G est
P(G) = max{|S| : S est un ensemble de packing de G}.

Notons que I'on peut se restreindre aux ensembles packing maximaux dans la définition
précédente puisque tout ensemble de packing maximum est maximal.

Comme tout ensemble de packing de G est un ensemble indépendant de G, on obtient

p(G) < P(G) <i(G).

Domination efficace

Un ensemble de sommets S est un dominant efficace si tout sommet de G est dominé
exactement une seule fois par un élement de S. En d’autres termes, |N[v] N S| = 1, pour

tout sommet v de G.

L’existence d'un dominant efficace n’est pas assurée pour tout graphe (puisque les cycles
impairs d’ordre n, n > 5 et n # 0[3] n’admettent pas de dominant efficace), néanmoins, si un
graphe admet un ensemble dominant efficace, alors forcément, cet ensemble est un dominant

minimum.
Proposition 2.5 ([5, 6]). Si G admet un ensemble dominant efficace S, alors |S| = ~v(G).

Comme tout ensemble dominant efficace est un ensemble de packing, nous pouvons a

nouveau rallonger la chaine d’inégalités (2.2) :

p(G) < P(G) <+(G) <i(G) < [(G) <T(G) < IR(G). (2.3)

2.2 Domination broadcast sur les graphes

En 2001, Erwin [26] introduit la domination broadcast comme une variante de la
domination. Dans cette variante, on peut associer a chaque sommet un poids quelconque
(généralement un entier naturel), de sorte que chaque sommet v de poids k, kK € N*, est en

mesure de dominer tous les sommets a distance au plus égale a £ du sommet v. Comme pour
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Chapitre 2 Notions sur la domination broadcast

la domination, la théorie de la broadcast domination a été enrichie par Erwin, ou plusieurs
parametres de broadcast ont été introduits et étudiés. Plusieurs de ses résultats sont publiés

dans [25].

2.2.1 Définitions et notations

Soit G = (V, E) un graphe simple et connexe.
Une fonction f : V. — {0,...,diam(G)} est un broadcast sur G si, pour tout sommet
veV, f(v) <eg(v), ou eg(v) représente 'excentricité du sommet v.
La valeur f(v) est appelée la f-valeur de v. Si f(v) > 0, alors v est appelé un f-sommet

broadcast. Nous notons I’ensemble de tous les f-sommets broadcast par Vf+.

Le cott d’un broadcast f sur un graphe G, noté o(f), est :

o(f) =2 fv).

veV

Un broadcast f est radial (resp. diamétral), si o(f) = rad(G) (resp. o(f) = diam(G)).

Soient u € Vet v € V. Si dg(u,v) < f(v), on dit que v f-domine u, u est f-dominé par

v ou encore u entend le broadcast de v.

Le voisinage broadcast de v, noté Ny, est ’ensemble de tous les sommets f-dominés par v
Ni(w)={ueV :dg(u,v) < f(v)}
et le voisinage broadcast de f est 'ensemble de tous les sommets f-dominés par Vf+

Ny(V)=N;(Vi) = U Ny(v).

vEVer

L’ensemble de tous les f-sommets broadcast que u peut entendre, noté H(v), est

He(u) ={v € Vf+ dg(u,v) < f(v)}.
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Chapitre 2 Notions sur la domination broadcast

V12 @ V15 V22 @ V25 O Uag

V13 @ V16 V23 @ V26 @ V29

V14 @ V17 V24 @ V27 @ U3p
3 2 2 3 2 2 3 2 1

FIGURE 2.1 — Exemple de broadcast

Un sommet v € V est dit f-voisin privé de v si Hy(u) = {v}.
L’ensemble des f-voisins privés de v est I'ensemble des sommets qui entendent uniquement
v, ¢’est-a-dire

PN;(v) ={ueV :H¢(u) ={v}}.

La f-frontiéere d’'un f-sommet broadcast v est
By(v) ={u eV :d(u,v) = f(v)}
et la f-frontiére privée d'un f-sommet broadcast v est

{v} st f(v) =1 et PNy(v) ={v},

PBf(v) =
) {ue PNy(v) : dg(u,v) = f(v)} sinon.

Tout sommet de PBy(v) est un f-voisin privé frontiére de v. En particulier, si f(v) =1
et PN¢(v) = {v} alors v est son propre f-voisin privé frontiere.

S’il n’y a pas un risque de confusion, on peut omettre la lettre " f" quand elle est présente
comme indice (par exemple dans : Vf+, Hy,...) ou attachée a un mot donné (par exemple

dans : f-valeur, f-sommet broadcast,...).

Nous illustrons a travers la Figure 2.1, les différentes notions de broadcast citées ci-dessus.

Nous considérons un arbre a 31 sommets et le broadcast f défini par : f(vy) = f(vs) =

f(vaa) =3, f(v7) = flvir) = f(var) = f(vi0) = f(va0) =2, f(vz0) =1 et f(u) =0, sinon.
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Le cofiit de f est : o(f) = 20. L’ensemble des f-sommets broadcast est :

Vf+ = {4, v7, V10, V14, V17, Vag, Vag, Va7, 30 . Nous avons coloré les f-sommets broadcast (de
poids strictement positif) en bleu, et les sommets dominés qui ne sont pas des f-sommets
broadcast en noir. Les sommets vy et vog (en blanc), ne sont ni des sommets broadcast ni des
sommets dominés, et donc H(vg) = H(vag) = 0.

Nous avons :

— L’ensemble des sommets dominés par vy est Ny(vy) = {va, vs, v2, v1}.
— By(va) = {v1} et By(vso) = {vao}-
— PBy(vy) = {1}, PBy(vso) = {vs0, v29}.

Plusieurs types de broadcast ont été définis en relation avec la domination, la non-
redondance, la stabilité ou le packing. Ceci a entrainé I'introduction d’invariants de broadcast
sur les graphes, qui correspondent soit a un cotit minimum d’un broadcast (de type donné)
maximal soit & un colit maximum d’un broadcast (de type donné) minimal.

Un broadcast f sur un graphe G, d’un certain type, est dit minimal (resp. mazimal)
s’il n’existe pas un autre broadcast g sur G du méme type, vérifiant g(u) < f(u) (resp.

g(u) > f(u)) pour tout sommet u € V.

Introduisons maintenant quelques types de broadcast sur les graphes.

2.2.2 Broadcast dominant

Un broadcast f sur G est appelé un broadcast dominant si tout sommet de V — VfJr
est f-dominé par un sommet de Vf+ ou, d’'une maniére equivalente, |H;(v)| > 1, pour tout
sommet v € V.

Notons que si f est un broadcast dominant minimal sur G tel que f(v) = 1 pour tout

v e Vf+, alors VfJr est un ensemble dominant minimal dans G.

A titre d’exemple, soit pour tout wu, le broadcast f, défini par ij: = {u} et,

0 StV F U
fulv) = ?

eq(u) siv=u
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fu est un broadcast dominant minimal de colit o(f,) = eg(u). En particulier, si

eq(u) = rad(G), f, est radial et si eg(u) = diam(G), f, est diamétral.

Le nombre de domination broadcast est
%(G) =min{o(f) : f est un broadcast dominant sur G}.

Un broadcast dominant de cotit égal a ~,(G) est un broadcast optimal, appelé aussi

Y (G)-broadcast. Nous utiliserons une notation similaire pour les autres types de broadcast.

Le nombre de domination broadcast supérieur est
I'y(G) = max{o(f): f est un broadcast dominant minimal sur G}.

Le broadcast f considéré précédemment dans la Figure 2.1, n’est pas dominant car il existe
deux sommets non dominés sur T. Nous représentons dans la Figure 2.2, deux broadcast
dominants minimaux sur arbre T, de cotlit 7,(T) = 4 et I'y(T') = 20 respectivement.

La premicere caractérisation des broadcast dominants minimaux est donnée par Erwin [27].

Proposition 2.6 (Erwin [27]). Soit G un graphe connezxe et soit f un broadcast dominant

sur G. Alors f est minimal si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. Tout sommet v avec f(v) > 2, admet un f-voisin privé u de v tel que d(u,v) = f(v),

et

2. tout sommet v avec f(v) =1, admet un f-voisin privé dans N[v].

Cette caractérisation est exprimée en termes des f-frontiéres privées des f-sommets broad-

cast, par Mynhardt et Roux [39].

Proposition 2.7 (Mynhardt et Roux en [39]). Un broadcast dominant f est un broadcast
dominant minimal si et seulement si, pour tout v € Vf+, PBs(v) # 0.

2.2.2.1 Résultats sur le nombre de domination broadcast -,

Erwin [27] a déterminé une borne inférieure pour le nombre de domination broadcast en

fonction du diametre de G.
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FIGURE 2.2 — Exemples de broadcast dominants minimaux

22



Chapitre 2 Notions sur la domination broadcast

Théoréme 2.8 (Erwin [27]). Pour tout graphe G, v,(G) > {ww _
Cette borne est atteinte pour les chaines d’ordre n.

Corollaire 2.9 (Erwin [27]). Pour tout entier positif n,

La fonction caractéristique d’'un ensemble dominant est un broadcast dominant et le
broadcast radial f, est un broadcast dominant minimal. Cette observation permet d’obtenir
une borne supérieure pour le nombre de domination broadcast, en fonction du rayon et du

nombre de domination du graphe G.

Proposition 2.10 (Erwin [27]). Pour tout graphe G,
Ww(G) < min{rad(G),7(G)}.

La borne min{rad(G),v(G)} pour v,(G) peut étre trés mauvaise comme elle peut étre
tres bonne. En effet, il existe une famille de graphes pour laquelle, la différence entre

min{rad(G),v(G)} et v(G) est aussi grande que l'on veut.

Proposition 2.11 (Erwin [27]). Pour tout entier positif t, il existe un graphe connexe pour
lequel min{rad(G),v(G)} — %(G) > t.

Néanmoins, cette borne peut aussi étre atteinte.

Théoréme 2.12 (Erwin [27]). Pour tout graphe G,

1. %w(G) =1 si et seulement si rad(G) = 1.

2. w(G) = 2 si et seulement si min{rad(G),vy(G)} = 2.

Par ailleurs, Erwin [27] a montré que l'implication "si min{rad(G),v(G)} = k, alors
Ww(G) = k " est vérifiée pour k € {1,2,3}, mais elle n’est pas vraie pour k = 4. En effet, en

considérant le graphe G obtenu en joignant un sommet pendant de 1’étoile subdivisée S(K 4)

a une extrémité de la chaine Ps, on obtient min{rad(G),v(G)} =4 et v,(G) = 3.

Proposition 2.13 (Erwin [27]). Pour tout graphe G et pour tout entier 1 < k < 3, si
min{rad(G),v(G)} =k, alors v,(G) = k.
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En se basant sur l'inégalité établie dans la Proposition 2.10, on peut partitionner les

graphes en 3 classes :
1. Les graphes de type 1 : Ce sont les graphes G pour lesquels v,(G) = v(G).

2. Les graphes de type 2 (ou graphes radiaux) : Ce sont les graphes G pour lesquels
Ww(G) = rad(G).

3. Les graphes de type 3 : Ce sont les graphes G pour lesquels 7,(G) < min{rad(G),v(G)}.

Les graphes de type 1 sont entierement caractérisés par Erwin dans le Théoréme suivant.

Théoréme 2.14 (Erwin [27]). Pour tout graphe G, v(G) = v(G) si et seulement si, il existe

un broadcast dominant f sur G tel que VfJr est un ensemble dominant.

Seager [44] s’est intéressée a la caractérisation des chenilles de type 1. Dans son article,
elle note une chenille C'T", non pas en termes du nombre de sommets pendants adjacents aux
sommets épines, qui se présentent le long de I’épine dorsale de C'T', mais en termes du type

de ses sommets ("s" pour support et "t" pour tronc), qu’elle appelle la forme de la chenille
CT. Par exemple, la forme de la chaine Py est stts. Seager a utilisé la notation exponentielle
pour indiquer les séquences répétées dans les chenilles. Par exemple, une chenille de forme

stststts est notée (st)3ts.

Théoréme 2.15 (Seager [44]). Soit CT une chenille. Alorsy,(CT) = v(CT) si et seulement
si entre chaque paire de séquences de la forme stPs et stis tel que p = q = 0[3], il existe au

moins une séquence (avec possibilité de chevauchement) de la forme st”s, ot r = 2[3].

Avant d’énoncer la caractérisation des arbres de type 1 (7,(G) = v(G)), définissons la
notion d’ensemble P-scindé.
Soit P une chaine diamétrale d’'un arbre 7. Un ensemble M d’arétes de P est dit P-scindé si
les extrémités de ses arétes sont de degré 2 dans T et pour chaque composante 7" de T'\ M,
la chaine 7" N P est une chaine diamétrale de T”, de longueur positive paire. Un ensemble

scindé de T est un ensemble P-scindé pour une chaine diamétrale P de T

Théoréme 2.16 (Cockayne, Herke et Mynhardt [23]). Un arbre T est de type 1 si et seule-
ment si T admet un ensemble scindé M tel que T; est de type 1, pour toute composante T;

de T\ M.
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Parmi les graphes de type 2 (radiaux), on trouve les grilles, des arbres particuliers et les
graphes dont les arbres couvrants sont de type 2. Dunbar et al. ont prouvé que les grilles

Gmn (2 <m < n) et les étoiles subdivisées sont radiales.

Théoréme 2.17 (Dunbar et al. [25]). Pour toute paire d’entiers m et n, avec 2 < m < mn,

Théoréme 2.18 (Dunbar et al. [25]). Pour tout entiers k > 0 ett > 5,
%(Skyt) = ’I“(Id(Skﬂg) = k’ + 1.
Pour les autres valeurs de ¢, Bouchemakh et Sahbi [17] ont prouvé que Sj; reste radial.

Proposition 2.19 (Bouchemakh et Sahbi [17]). Pour tout entiers k > 0 et t > 3,
Vo(Skt) = rad(Sks) =k + 1.
La caractérisation des chenilles de type 2 est donnée par Seager [44].

Théoréme 2.20 (Seager [44]).

1. Une chenille de diametre impair est de type 2 si et seulement si la suppression d’une
aréte reliant deux sommets troncs implique qu’au moins une des composantes connexes

résultantes est de diamétre impair.

2. Une chenille de diametre pair est de type 2 si et seulement si la suppression de deux
arétes disjointes, ou chaque aréte relie deur sommets troncs, implique qu’au moins une

des trois composantes connexes est de diamétre impair.
Plus généralement, Herke et Mynhardt [36] ont caractérisé les arbres de type 2.

Théoréme 2.21 (Herke et Mynhardt [36]). Un arbre T est radial si et seulement si T

n’admet pas un ensemble non vide P-scindé.

Herke [35] a prouvé que pour tout graphe connexe G, il existe un arbre couvrant T tel

que v (G) = (7).
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Proposition 2.22 (Herke [35]). Pour tout graphe connexe G,
Ww(G) = min{w(T) : T est un arbre couvrant de G}.

De la Proposition 2.22, on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 2.23 (Herke [35]). Soit G un graphe connexe. Si tous les arbres couvrants T de

G sont radiaux, alors G est radial.

Pour la classe des arbres, Herke et Mynhardt [36] ont déterminé une autre borne supé-

rieure, dépendant seulement de l'ordre du graphe.

Théoréme 2.24 (Herke et Mynhardt [36]). Si T est un arbre d’ordre n, alors

W) <.

En se basant sur la Proposition 2.22, la borne établie dans le Théoréme 2.24 est généralisée

pour tous les graphes connexes.

Corollaire 2.25 (Herke et Mynhardt [36]). Pour tout graphe connexe G d’ordre n,

W@ < |5

2.2.2.2 Résultats sur le nombre de domination broadcast supérieur I’

Pour des raisons similaires a celles qui ont permis d’étabir la borne dans la Proposi-
tion 2.10, Erwin a déterminé une borne inférieure pour le nombre de domination broadcast
supérieur en fonction du diametre et du nombre de domination supérieur I', vu que la fonction
caractéristique d'un ensemble dominant est un broadcast dominant et le broadcast diamétral

fu est un broadcast dominant minimal.

Proposition 2.26 (Erwin [27]). Pour tout graphe G,
I'y(G) > maz{diam(G),T'(G)}.

Un graphe G est diamétral si I'y(G) = diam(G).
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Dunbar et al. ont prouvé que la différence entre max{I'(G),diam(G)} et T'y(G) peut
étre arbitrairement grande. Ils ont considéré une famille de graphes, notée Hj, ot pour tout
entier k > 1, Hj, est le graphe construit en joignant un sommet pendant de S(Kj 24) & une
extrémité de la chaine P. Pour tout entier positif &, ils ont montré que, I'(Hy) = 2k + 3,

diam(Hy) = 2k + 4 et T'y(Hy) > 3k + 3, ce qui justifie le résultat ci-dessous.
Observation 2.27 (Dunbar et al. [25]). Pour tout entier positif k,
Uy(Hy) — max{T(Hy),diam(Hy)} > k — 1.

Ils ont aussi prouvé que la taille d'un graphe G représente une borne supérieure pour
I'y(G) et cette borne est atteinte. Par la suite, cette borne été améliorée par Bouchemakh et

Fergani [16].

Théoréme 2.28 (Dunbar et al. [25]). Pour tout graphe G de taille m, T'y(G) < m. De plus,

'y(G) = m si et seulement si G est une chaine ou une étoile non triviale.

Théoréme 2.29 (Bouchemakh et Fergani [16]). Si G est un graphe d’ordre n et de degré
minimum 0(G), alors T'y(G) < n —6(G), et cette borne est atteinte.

Soit f un broadcast dominant minimal sur un graphe G. D’apres la Proposition 2.7,
chaque sommet broadcast v € V1 posséde un f-voisin privé (noté v?) tel que soit v? est a
distance f(v) de v, soit v» = v si f(v) =1 et PNy(v) = {v}. Soit € une fonction définie sur
V* comme suit : €(v) = {e,}, ou e, est I'une des arétes adjacentes a v, si PBf(v) = {v},
tandis que €(v) est I'ensemble de toutes les arétes des (v, vP)-géodésiques, si vP est a distance
f(v) de v. reliant v & vP si vP est a distance f(v) de v. Dans la preuve du Théoreme 2.28,

Dunbar et al., ont prouvé que les ensembles €(v) sont deux a deux disjoints.

Lemme 2.30 (Dunbar, Erwin, Haynes, Hedetniemi and Hedetniemi [25], preuve du Théo-

réme 5). Pour toute paire de f-sommets broadcast u et v, e(u) Ne(v) = 0.

Le Lemme 2.30 sera fréquemment utilisé dans les preuves de nos résultats du Chapitre 4.

Une caractérisation des chenilles diamétrales est donnée dans le théoréme suivant :

Théoréme 2.31 (Gemmrich et Mynhardt [28]). Une chenille CT, de chaine diamétrale

Py =wvgvy...,vq, est diamétrale si et seulement si
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F1GURE 2.3 — Exemple d’un broadcast non-redondant maximal

1. Chaque v;, i € {1,...,d — 1}, est adjacent a au plus deux sommets pendants,
2. pour chaque i € {1,...,d — 2}, min{deger(v;),degor(vis1)} = 2, et
3. a chaque fois que v; et vj, i < j sont des supports forts, il existe un indice k, i < k < j,

tel que degor(vi) = deger (Vi) = 2.

Neilson a déterminé la valeur exacte du nombre de domination broadcast supérieur d'une

autre classe d’arbres, a savoir la classe des araignées S(2%), ott k > 3.

Proposition 2.32 (Neilson [43]). Pour tout entier k > 3,

Iy (S(2%) =k + 1.

2.2.3 Broadcast non-redondant

Un broadcast f sur G est appelé un broadcast non-redondant si PBy(v) # 0 pour tout
sommet v € Vf+.

Nous illustrons a travers la Figure 2.3, un exemple d’un broadcast non-redondant maximal
sur T.

Le nombre de non-redondance broadcast est
iry(G) = min{o(f) :  f est un broadcast non-redondant maximal sur G}.
Le nombre de non-redondance broadcast supérieur est
IR,(G) = max{o(f): f est un broadcast non-redondant sur G}.
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Mynhardt et Roux [39] ont prouvé que ir,(G) et ir(G) sont incomparables mais que le

ratio iry/ir est borné.

Théoréme 2.33 (Brewster, C.Mynhardt et Teshima [21]). Pour tout graphe G, ir, <
(G) < 2ir(G). De plus, pour tout k € Z* il eiste un graphe conneze Gy, tel que ir(Gy,) = 2k

et v (Gr) = 3k.
Le ratio 73 /iry, est borné aussi.

Théoréme 2.34 (Mynhardt et Roux [39]). Pour tout graphe G, (G) < 2ir,(G).

En utilisant la Proposition 2.7 et la définition d'un broadcast non-redondant maximal, le

corollaire ci-dessous devient immédiat.

Corollaire 2.35 (Ahmadi et al. [1]). Tout broadcast dominant minimal est un broadcast

non-redondant maximal.

Du Corollaire 2.35 et du fait que la fonction caractéristique d’un ensemble dominant

minimal est un broadcast dominant minimal, on déduit la chaine d’inégalités (4).

Corollaire 2.36 (Ahmadi et al. [1]). Pour tout graphe G,

irp(G) < w(G) <A(G) < T(G) < To(G) < IRy(G). (2.4)

Dans [39], Mynhardt et Roux ont caractérisé les broadcasts non-redondants maximaux,

ayant comme conséquence le corollaire ci-dessous.

Corollaire 2.37 (Mynhardt et Roux [39]). S un broadcast non-redondant est dominant,

alors il est non-redondant maximal et dominant minimal.

Pour la relation liant le nombre de domination broadcast et le nombre de non-redondance
supérieur, Mynhardt et Roux ont comparé ces invariants. ils ont prouvé que le ratio IR, /T, est
non borné et que la différence IR, —I'y, peut étre aussi grande que 1’on veut pour la classe des
arbres. Néanmoins, cela n’exclut pas la possibilité d’avoir I'égalité IR,(G) = I',(G), comme

nous le verrons au Chapitre 3.
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FIGURE 2.4 — Exemple d'un broadcast indépendent maximal

2.2.4 Broadcast indépendant

Un broadcast f est appelé un broadcast indépendant si aucun sommet broadcast n’est f-
dominé par un autre sommet broadcast. En d’autres termes, |Hf(v)| = 1, pour tout sommet
broadcast v € V;".

Sur la Figure 2.4, nous donnons un broadcast indépendant maximal sur 'arbre T.

Le nombre d’indépendance broadcast est
Bp(G) = max{o(f): [ est un broadcast indépendant sur G}.
Le nombre d’indépendance broadcast inférieur est
ipy(G) = min{o(f) : [ est un broadcast indépendant maximal sur G'}.

En particulier, si f est un broadcast indépendant sur G tel que f(v) = 1 pour tout

v E Vf+, alors Vf+ est un ensemble stable maximal dans G.

Comme pour les autres invariants de broadcast précédemmet cités, il existe une caractéri-
sation des broadcasts indépendants maximaux. Avant de I’énoncer, notons, pour un sommet
+
veV,
) — i : -
d"(v) = min{d(v,u) : u € V;"\ {v}}.

Théoréme 2.38 (Erwin [26]). Soit f un broadcast independant sur un graphe G. Si V't =
{v}, alors f est mazimal si et seulement si f(v) = eq(v). D'un autre coté, si V| > 2, alors

f est mazimal si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

30



Chapitre 2 Notions sur la domination broadcast

1. f est un ensemble dominant, et

2. pour tout v € V;©, f(v) =d*(v) — 1.

Du Théoreme 2.38, on déduit que 7,(G) < 4(G).
Bien qu’un indépendant broadcast maximal soit un dominant, il n’est pas forcément un
dominant minimal. Pour le voir, il suffit de considérer la chalne Py, = wvq,vs,v3,v4, OU
fo(v1) = folvy) =2 et fi(v2) = fy(v3) = 0. Le broadcast f, est un indépendant maximal mais
n’est pas un dominant minimal. En revanche, 3,(G) et I'y(G) sont en général incomparables,
puisque pour la chaine P; et le graphe de Petersen! PG, on a (,(P;) = 4 > T,(Py) = 3 et
Bo(PG) =4 < T'y(Py) = 5.

Dunbar et al. [25] ont prouvé une autre chaine d’inégalités donnée dans la Proposition
suivante.

Proposition 2.39 (Dunbar et al. [25]). Pour tout graphe G,

W(G) < ip(G) < Bo(G) Zi(G) = v(G) = w(G).

2.2.5 Broadcast de packing

Un broadcast f est appelé un broadcast de packing si chaque sommet broadcast entend
au plus un sommet broadcast. En d’autres termes, |H;(v)| < 1, pour tout v € V.
Nous représentons sur la Figure 2.5, un broadcast de packing maximal sur I’arbre T.

Le nombre de packing broadcast inférieur est
po(G) = min{o(f): f est un broadcast de packing maximal sur G}.
Le nombre de packing broadcast est
Py(G) = max{o(f): f est un broadcast de packing sur G}.

Notons que la fonction caractéristique d’un packing maximal n’est pas forcément

un broadcast de packing maximal. Pour le wvoir, il suffit de considérer la chaine

1. On appelle graphe de Petersen le graphe PG = (V, E) ou V = {uy,uz, us, ug, us, v1, Va2, U3, Vg, V5 } €t

E = {ujtiq1, 40, 00342, i =1,...,5}, o les indices sont pris modulo 5.
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FIGURE 2.5 — Exemple d'un broadcast de packing maximal

Ps = wvy,v9,v3,04,v5. L'ensemble S = {v3} est un packing maximal dont la fonction
caratéristique n’est pas un broadcast de packing maximal puisque la valeur 1 peut étre

augmentée a 2.

Dunbar et al. [25] ont montré que P(G) et p(G) sont incomparables a p,(G), mais qu’on
a les relations : p(G) < P(G) < Py(G) et pp(G) < rad(G) < diam(G) < B(G) < B(G).
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Chapitre 3

Invariants de broadcast des chaines et

des cycles

Dans ce chapitre, nous déterminons les valeurs exactes de huit invariants de la domination
broadcast des chaines et des cycles. Il s’agit des nombres de domination broadcast =, de
domination broadcast supérieur I',, de non-redondance broadcast ir,, de non-redondance
broadcast supérieur IR,, d’indépendance broadcast [, d’indépendance broadcast inférieur
ip, de packing broadcast inférieur p;, et de packing broadcast P,. Nous répondons ainsi a une
conjecture posée par Ahmadi et al. dans [1]. Les résultats démontrés dans ce chapitre ont

fait 'objet d'une publication dans la revue Discrete Applied Mathematics [9].

3.1 Conjecture d’Ahmadi et al. [1]

En 2015, Ahmadi et al. publient un article sur le nombre de non-redondance broadcast
dans les graphes et posent une conjecture sur les valeurs de plusieurs invariants de la domi-

nation broadcast des chaines et des cycles. Cette conjecture est présentée dans la Table 3.1.
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iTy MW | Iy IRy, By

Po| [%22] | 181 8] | n—1|2n-4|2n—4
[27] [25] [26]
Co| 31 | 131 [I31] 15 5] 3]

TABLE 3.1 — Conjecture d’Ahmadi et al.

Le nombre de broadcast domination v, et le nombre de stabilité supérieur (3, étaient

initialement étudiés par Erwin 2004 [27] et en 2001 [26] respectivement. Concernant le nombre

de broadcast domination supérieur sur les chaines, il a été déterminé par Dunbar et al. en

2006 [25]. Dans ce qui suivra, nous prouverons plusieurs résultats qui sont récapitulés dans
la Table 3.2.
Yo = UTp it Iy = IRy Br Db By
o if n =0 (mod 8)
EdE n—1 2n — 4
P, E ’ ’ 2|5/ +1 ifn=1,2,3 (mod 8) n—1
n#3 n>2 n >3
2 L%J + 2 otherwise
Th. 3.12 | Th. 3.7 Th. 3.1 [26] Th. 3.16 Th. 3.14
T if n =0 (mod 8)
2n n
3 2([3/-1), | n-2
51 2 ’ ) : —
C, K [ W 2[2]+1 ifn=1,2,3 (mod 8) El
n#3 n>4 n=3
2|%] +2 otherwise
Th. 3.13 | Th. 3.8 Th. 3.4, 3.2 Th. 3.5 Th. 3.17 Th. 3.14
TABLE 3.2 — Invariants de broadcast sur les chaines et cycles
Nous noterons par P, = x125...2,, n > 2, la chalne d’ordre n, et par C,, = xor1T2...2,_1,

n > 3, le cycle d’ordre n. De plus, nous supposons que tous les indices des sommets de C),

sont pris modulo n.
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p BT Ty T T T v Ty 0
9 N4 N4 N\ / N4 N4 N4
X2
xs3
X1
Xyq
Cg Zo
Zs
xrg
Te
X

FIGURE 3.1 — Représentation d'une chaine et d'un cycle

3.2 Nombres de domination broadcast supérieur et de

non-redondance broadcast supérieur

Nous montrons dans le théoreme suivant que pour toute chaine d’ordre n > 2, le nombre de

non-redondance broadcast supérieur est égal au nombre de domination broadcast supérieur.
Théoréme 3.1. Pour tout entier n > 2, IR,(P,) = I'y(P,) = diam(P,) =n —1

Preuve. D’apres le Corollaire 2.36 et le Théoreme 2.28, on a : IR,(P,) > I'y(P,) = n — L.
Pour montrer I’égalité, il suffit de montrer 'inégalité dans l'autre sens, c’est-a-dire : IRy(P,) <
Ty(P).
Soit f un broadcast non-redondant sur P,, et soient VfJr ={zi,. .., 2}, aveciy < - <y,
t > 1 l'ensemble des sommets broadcast.
Par définition d’'un broadcast non-redondant, nous affirmons que :
— Pour tout sommet broadcast ;; € Vf+ de poids f(x;;) > 2, il existe un sommet xf]_ tels
que Hy(x7) = {zi;} et dp, (v, 27,) = f(wy;), et
— pour tout sommet broadcast x;; € Vf+ de poids f(x;;) = 1, il existe un sommet xfj €
Np, [z;;] vérifiant Hy(af ) = {x;;}.
Soit ¢’ un entier, 0 < ¢ < t, le nombre de sommets broadcast x;, qui sont leur propre

. . . 7 [N p _ . . . _ d 7 . z
voisin privé frontiere, donc zj = z;; (ceci implique f(z;;) = 1), et sans perte de généralité,
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supposons que ces sommets sont {z;,, . .. ,xit/}.

On a donc Y, t'f(z;,) = t' et par conséquent

t
V(P =t + > (dp,(zi,,a0) +1)
j=t'+1
t

Z§f(xij)+ > (f(xij)“Ll)

j=t'+1

= IR(P,) +t—t,

qui implique que IR,(P,) <n — (t —t').

Nous considérons deux cas :
Cas 1 Si0<t <t alorst—t > 1alors IR,(P,) <n—1.

Cas 2 Si t’ =t, alors tous les sommets broadcast sont de poids unitaire et chaque sommet
broadcast z;; est son propre voisin privé frontiere (z;; = ;) et dp, (i), i j41) =
2, Vj=1,...,t.
Ainsi, 'ensemble des sommets broadcast V;r contient tous les sommets dont les indices

sont pairs ou, Vf+ contient tous les sommets dont les indices sont impairs, et dans les
deux cas, on a : o(f) = IRy(P,) < [%1 <n-1.
Ainsi, pour tout 0 < ¢ <t,ona: IR, (P,) <n—1.
O

Nous étudions maintenant les cycles. Nous commencons par la détermination du nombre
de domination broadcast supérieur. Il est évident que pour n = 3, I',(C3) = 1. Pour n > 4,

le nombre de domination broadcast supérieur sur C, est donné par le Théoréme suivant.

Théoréme 3.2. Pour tout entier n > 4, I'y(C,,) = 2( {%J — 1).

Preuve. D’apres le Théoreme 2.29, et puisque §(C,,) = 2, on a pour tout n > 4, T'y(C,,) <
n— 2.

Considérons le broadcast f défini par :
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Le broadcast f est un dominant minimal sur C,,, de cofit

n —2 sin est pair,
2({"J —1)

n —3 sin est impair.

Dioit a(f) < Ty(Co).

En utilisant les deux inégalités précédentes, on obtient : o(f) < I'y(C,) < n — 2 et par
conséquent :

Si n est pair,

[y(Cp) =n—2 (3.1)

et si n est impair,

n—3<TWC,) <n-—2. (3.2)

Ainsi, la preuve est terminée pour le cas ou n est pair et il nous reste a discuter le cas ou
n est impair. Il est facile de vérifier que I'y(C5) = 2. Supposons que n > 7, n = 1[2] et soit
g un I'y-broadcast sur C,, avec th* =z, .., 2}, 11 < -+ <1y t > 1. Montrons d’abord le

fait suivant.

Fait A. t = 2.

Preuve. Sit =1, alors il existe un unique sommet broadcast x; € V;“, et par suite, I',(C,,) =
g(z1) = ec, (z1) = “5* < n — 3, une contradiction avec I'équation (3.2). Ainsi, ¢ > 2.
D’apres la Proposition 2.7, nous savons que chaque g-sommet broadcast x; € V; possede
un sommet privé frontiere, noté z¥, avec la possibilité que 2! = z; (qui implique dans ce cas
que g(z;) = 1).
Notons par (), 'ensemble des arétes définies comme suit :
— Si g(z;) > 2, alors @, est 'ensemble des arétes de 'unique (z;, 2)-géodésique,
— Sig(z;) =1et a? € {x;_1,2,,1} est un g-sommet frontiere privé de z;, alors @, est le
singleton {z;z%},
— Sig(z;) = 1 et z; est un g-sommet frontiere privé de lui-méme, alors @, est le singleton
{z;xii1}
Il est facile de vérifier que, g(z;) = |Qs,| pour tout z; € V', et Qu N Qu; = () pour

toute paire de sommets z;,z; € V;r(i # 7). Par ailleurs, pour tout ensemble Q,, =
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oA
{iivr, o Tip—1Tige ) (vesp. Quy = {Zice®ipi1, ... w125} ), t > 1, Varéte x;4404441 (resp.
TiTit1), qui succede @), n'appartient & aucun ensemble Q,,, avec zy € ng C’est une

conséquence directe des observations suivantes :
(a) Chaque g sommet broadcast z; appartient a une unique chaine, notée Q.
(b) Chaque g sommet frontiere privé appartient au plus a une chaine Q.

(¢) Soit x; Pextrémité d'une chaine (). Le sommet x; n’est ni un g-sommet broadcast ni un
g-sommet frontiere privé si et seulement si Q) = Q,,_,, ;1 est un g-sommet broadcast,
de colit g(x;) =1 et z; est 'unique g-sommet frontiere privé de lui-méme.

Ainsi, on a :

Ly(Ch) = > g(x)

:EiEVg+

- Z |Q$1’ - | Uxier Qa?l|

xiEVng

<n—|Vfl=n—t

Sit > 3, alors I'y(C),) < n — 3, une contradiction avec ’équation (3.2) et ainsi, 2 < ¢t < 3.

Supposons que t = 3 et soit V" = {xq, 2y, 2.}, avec a < b < c¢. Comme I'y(C,) = n — 3,
alors entre chaque paire de chaines de @,,, @, et Q,., il existe une unique aréte qui les
sépare.

Sans perte de généralité, supposons d’abord que I'un des sommets broadcast, disons z., est
un sommet de cofit g(z.) = 1 et x. est son unique g-voisin privé, tel que Q,, = x.x..1. Dans
ce cas, T._1 n'est ni un g-sommet broadcast ni un g-voisin privé frontiere, ce qui implique, en
utilisant I’Observation (¢) précédemment citée, que x, = x._2, g(xy) = 1 et x;, est son unique
voisin privé frontiere. En utilisant le méme argument, on obtient z, = xp_2, g(z,) = 1, x, est
son propre g-voisin privé frontiere, et x. = x,_s, ce qui implique que n = 6, une contradiction
avec la supposition que n > 7.

Ainsi, chaque extrémité de chacune des chaines @),,, @z, et @, est soit un g-sommet
broadcast soit un g-voisin privé frontiere du g-sommet broadcast sur la chalne considérée.
Mais comme on a trois chaines, successives et séparées entre elles par une seule aréte, alors
forcément I'un des g-sommets broadcast x,, x; ou x,. est adjacent a un g-voisin privé frontiere

d’un autre g-sommet broadcast, une contradiction avec la minimalité de g.
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Ainsi, dans le cas ot n > 7 et n est impair, il est impossible d’avoir ¢t = 3 et o(g) = n — 3.

D’ou, si t = 3 alors o(g) < n — 3, une contradiction avec I’équation (3.2). Ainsi, t =2. O

Du Fait A, nous pouvons supposer que V,© = {x,, 7}, qui implique que |PB,(z,)| =
|PB,y(zp)], et comme g est un I'y-broadcast, alors 1 < |PB,(z,)| <2 et 1 < |PBy(x)| < 2.

Si|PBy(z,)| = |PBy(zp)| = 2, alors n = 2¢(x,) +14+2¢(xp) +1 = 2(g(z4) +g(xp) +1), une
contradiction car n est impair. Nous avons donc |PBy(z,)| = |PB,(z)| = 1, et les g-voisins
privés frontieres 22 de z,, et x} de x; sont adjacents.

De plus, sans perte de généralité, si nous supposons que Z,Tqi1...T, est une chaine
(x4, Tp)-géodésique, alors dg, (4, 15) = b — a < 2 car sinon la fonction h obtenue a partir
de g en posant h(z,) = 0, h(zp) = 0, h(xer1) = g(x,) + 1 et h(xp—1) = g(xp) + 1, sera un
broadcast dominant minimal de colit I'y(h) = I'y(g) + 2, ce qui contredit 'optimalité de g.
Ainsi, nous avons dg, (x4, 7,) < 2. Si z, et x, sont reliés par une arréte, alors forcément
g(zs) = g(xp), et par conséquent n est pair, ce qui contredit notre supposition que n est
impair.

Ainsi, nous avons dc, (24, ) = 2, et donc g(z,) = g(xp) = %52, qui implique que o(g) =

n — 3. OJ

Nous considérons maintenant ’étude du nombre de non-redondance broadcast sur les
cycles. Nous commencons d’abord par montrer que sur un IR,-broadcast, il n’existe pas une

paire de deux sommets consécutifs non dominés.

Lemme 3.3. Soit f un IR,-broadcast sur C,. S’il existe un sommet x; tel que Hs(z;) = 0,

alors Hy(z;—1) # 0 et H(xiq1) # 0.

Preuve. Raisonnons par I'absurde, et sans perte de généralité, supposons que H(z;—1) = 0,
donc le sommet z;_; n’est pas f-dominé, ce qui implique en particulier que f(z;—2) = 0.
Par conséquent, il existe un f-sommet broadcast z;, j < ¢ — 2, qui f-domine x; o, car
sinon nous pourrions poser f(x;_1) = 1, ce qui contredit 'optimalité de f. Ainsi, nous avons
forcément de, (xj, xi_2) = f(z;). Mais, dans ce cas, la fonction g obtenue a partir de f en
posant g(z;) = 0 and g(z;+1) = f(x;) + 1 serait un broadcast non-redondant sur C,, de cofit
o(g) =o(f)+1>o(f), ce qui contredit 'optimalité de f. Il s’ensuit donc, Hy(x;—1) # 0 et
par symétrie, H(z;11) # 0. O
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(o °

FIGURE 3.2 — Un broadcast non-redondant illustratif du Théoréme 3.4.
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En utilisant le Lemme 3.3, nous prouvons maintenant 1’égalité entre le nombre de non-

redondance broadcast supérieur et le nombre de domination broadcast supérieur sur les cycles.
Théoréme 3.4. Pour tout entier n > 3, IR,(C,,) = [',(C,,).

Preuve. D’apres le Corollaire 2.36, on a IR,(C,) > I'y(C,). Ainsi, pour montrer 1’égalité,
il nous suffit de montrer : IR,(C,,) < I'y(C,). Pour ce faire, il suffit de construire de tout
IRy-broadcast non dominant sur C,, un broadcast non-redondant dominant (qui sera donc
un broadcast dominant minimal, voir Corollaire 2.37) de cotit IR,(C,,).

Soit f un IRj-broadcast non dominant sur C,. Donc, il existe i € {0,...,n — 1} tel que
H¢(z;) = 0. Du Lemme 3.3, on a Hp(x;—1) # 0 et Hp(wiy1) # 0.

Comme x; n’est pas f-dominé, on sait que x;_; est f-dominé par un unique f-sommet broad-
cast, noté x;, j < i — 1, tel que f(x;) = do,(x;,2i-1), ce qui implique |PBy(z;)| > 1.
Nous affirmons que |PBy(z;)| = 1. En effet, si |[PBs(z;)| = 2 , alors nous pourrions poser
f(xj11) = f(x;), ce qui contredit I'optimalité de f.

Soit g la fonction obtenue a partir de f en posant g(x;) = 0 et g(z,;+1) = f(x;). La fonction
g est un broadcast non-redondant de coit o(g) = o(f), tel que z; est g-dominé, et tous les
sommets qui étaient f-dominés restent g-dominés (voir Figure 3.2).

En réitérant la méme transformation pour chaque sommet non dominé, nous pourrons
construire un broadcast dominant minimal sur C, de coltt IR,(C,). Ainsi, IR,(C,) <

Fb(cn)- Il

3.3 Nombres d’indépendance broadcast et d’indépen-

dance broadcast inférieur

Dunbar et al. [25] ont observé que le nombre de domination broadcast supérieur I'y(G)

et le nombre d’indépendance broadcast (5,(G) d’'un graphe G sont incomparables en général.
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Sur les chaines, Erwin [26] a montré que pour tout entier n > 3, 5,(P,) = 2(n — 2), et donc,
par le Théoréme 3.1, on obtient 5,(P,) > I'y(P,), pour tout entier n > 3. Sur les cycles,
nous avons montré que I'y(C,,) = 2( {%J - 1) (Théoréme 3.2), et nous prouverons dans le

Théoreme suivant que [3,(C,,) = I',(C,,), pour tout entier n > 3.
Théoréme 3.5. Pour tout entier n > 3, 3,(C,,) = 2( {%J - )

Preuve. 1l est facile de vérifier que 5,(C3) = 1 et 3,(Cy) = 2. Supposons que n > 5. Par

construction, la fonction f définie par

3] -1 siic o5},

0 sinon,

flx:) =

est un broadcast indépendant sur C,, de cotit o(f) = 2(|5] — 1), ce qui implique que

B(Ca) = 2(|5] - ).

Montrons I'inégalité dans l'autre sens. Soit g un Sy-broadcast sur C,.

Si |VF| =1, c’est-a-dire V" = {x;}, pour un certain i € {1,...,n}, alors

olg) = glw) = ecw) = | 5] <2(|5] -1).

et, si |Vg+| = 2, alors I'optimalité du cofit de g impose que les deux g-sommets broadcast sont
antipodaux, ce qui nous donne o(g) = 2(|5] — 1).

Supposons que [V,"| > 3. Notons par V" = {z;,,...,7;_,}, k > 3, 'ensemble des g-sommets
broadcast. Puisque g est un broadcast indépendant, alors d¢, (2, zi,,,) > g(z;,) + 1 pour
tout j, 0 < j <k —1 (les indices de i sont pris modulo k). Ainsi, nous obtenons

n
(C) =0l = ¥ gw) < X (de,(ogmi) -1 =n- |V <n-3<2(|5]-1).
Cl:ijEVHJr wijEV;r

]

Avant de déterminer la valeur du nombre d’indépendance broadcast inférieur sur les

chaines et les cycles, établissons quelques propriétés de cet invariant pour la classe des chaines.

Lemme 3.6. Si [ est un i,-broadcast sur P,, n > 3, avec VfJr =z, a0 < e <y,

t > 2, alors :

41



Chapitre 3 Invariants de broadcast des chaines et des cycles

Lo f(@i) = f(ws,) et fla,) = f(wi_,),

2. dp, (w1, 3;,) < f(zi,) et dp, (i, zn) < f(23,),

3. Pour tout j, 1 < j <t —1, max{f(z;), f(zi,,)} +1 < dp, (25, 25,,,) < flzg;) +
f@i,) +1,

4. dp (xiy,xi) = f(z,) + 1 et dp, (x4, ,,x;,) = f(z5,) + 1.

Preuve. Si le premier point n’est pas satisfait, alors on pourra incrémenter la valeur de f(x;)
ou f(x,) par 1, ce qui contredit la maximalité du broadcast f.

Si le deuxieme point n’est pas satisfait, alors on pourra poser f(x;) = 1, ou f(z,) = 1,
ce qui contredit la maximalité du broadcast f.

Pour le troisieme point, I'inégalité max{ f(z;,), f(vi,,)} + 1 < dp, (2, 2,,,) est une
conséquence directe de la définition d’un broadcast indépendant.
Finalement, si dp, (zi;, vi;,,) > f(2i;) + f(zs,,,) + 1, alors on peut poser
[+ f(xij)ﬂ) = 1, ce qui contredit la maximalité du broadcast f.

Considérons maintenant le quatrieme point. D’apres les points 1 et 3, nous avons :
flzi)+1 <dp,(xi,2s,) et f(z;,)+1 < dp, (x;,_,,x;). Sil'une des inégalités est stricte, alors
on peut incrémenter la f-valeur du f-sommet broadcast concerné par 1, ce qui contredit la

maximalité du broadcast f. O]

Dans la suite, par commodité, nous utiliserons souvent pour définir une fonction f sur
la chaine P, (resp. sur le cycle C,,) le mot f(xq)... f(z,) (resp. f(zo)... f(xn—1)), utilisant
une notation standard de la Théorie des Langages. En particulier, rappelons que losqu’on
écrit (ay . ..ax)? pour un certain entier ¢ > 0, on désigne que la séquence a; . .. ay est répétée

q fois (en particulier, si ¢ = 0, alors (a; . ..ag)? est le mot vide ).

Le nombre d’indépendance broadcast inférieur est donné par le Théoréme suivant.

Théoréme 3.7. Pour tout entier n > 2, iy(P,) = [%’ﬂ :

Preuve. Soit n =5g+7r,ouq>0,0<r <4etdg+r > 2. Il est facile de vérifier que les
fonctions 10, 010 et 0101 sont des i,-broadcasts sur P,, de cotit {%ﬂ, quand n = 2, 3 et 4,

respectivement.
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Supposons que n > 5.

Selon la valeur du reste r, 0 < r < 4, définissons les broadcasts f,. sur P, comme suit :
Jo(Bn) = (01010), f1(Fy) = (01010)"1, fa(F,) = (01010)710,
f3(P,) = (01010)9101, et f4(P,) = (01010)70101.

Il est facile de vérifier pour tout 0 < r < 4, la fonction f, est un broadcast indépendant

maximal sur Cs,q,, si ¢ > 1, et son colit est o(f,) = {%ﬂ’ donc

(P < (2;1 (3.3)

Examinons maintenant 'inégalité dans ['autre sens.

Soit f un 4,-broadcast sur P,. Si |[V;| = 1, alors iy(P,) = rad(P,) = EJ, qui implique

2n

ne S ={1,...,9,11,13}, car sinon nous aurions i,(F,) = {QJ > [5

9 W, ce qui contredirait
I'inégalité (3.3).

Nous observons aussi que pour tout n € .S, {gJ = %ﬂ est vraie, donc i,(P,) = {%ﬂ
Ainsi, il nous reste a traiter le cas ou n ¢ S, qui implique ]Vf+] > 2. Notons Vf+ =
{Ziy, ... x4, ), i1 < -+ < iy, avec t > 2. Les deux faits suivants prouvent qu’on pourra

toujours choisir f tel que f(x;,) = 1 pour tout f- sommet broadcast z;, € Vf+.
Fait B. [l existe un iy-broadcast g sur P, tel que g(x;,) = g(zi,) = g(x;,_,) = g(x;,) = 1.

Preuve. Nous démontrons d’abord qu'il existe un i,-broadcast gy sur P, tel que go(z;,) =
go(ziy) = 1.

Si f(zs,) = f(xi,) = 1, alors nous posons go := f et nous avons terminé.

Donc, supposons qu’on a f(z;,) + f(zs,) > 3.
Si |V;"| = 2, alors, d’aprés le Lemme 3.6(4), dp, (i, 5,) = f(2i,) + 1 = f(z5,) + 1.

Par ailleurs, en utilisant les Lemmes 3.6(2) et (3), nous obtenons
n= dPn(xlwrh) + dPn(xiinQ) + dPn<xi2vxn) +1< 3f(:[‘“) + 2,

et ainsi, o(f) = 2f(x;) > @ Rappelons que le broadcast indépendant maximal f,, ou
r =n mod 5, défini ci-dessus vérifie o(f,.) = [%"W Puisque n > 10, ceci contredit 'optimalité
de f. Ainsi, le nombre de f-sommet broadcast [V, > 3.

Nous considérons deux cas, selon la parité de dp, (x;,, x;,).
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0o 0 0 3 0 0 0 1 0
< 0—0—0—0—0—0—0 00
o 1 0 1 0 1 0 1

(a) 7o est pair (8 dans cet exemple)

o 0 3 0 0 0 1 0
< O—0—8—0—0—0 00
1 0 1 0 1 0 1

(b) iy est impair (7 dans cet exemple)

Fi1GURE 3.3 — Un broadcast indépendant maximal illustratif de la preuve du Fait B, Cas 1.

1o flay) +1 <dp, (i, xi5) < flay) + 2.
Soit g la fonction obtenue de f en replagant les f-valeurs
011 f(x; )02~ f(y,) de @y ...y, . .. T, par (01)%2 si 49 est pair, ou par 1(01)% si
iy est impair (voir Figure 3.3). Dans les deux cas, nous obtenons g(x;,) = 1, ce qui

implique que g broadcast indépendant maximal sur P,. Ainsi, nous avons

b2

7lg) — o) = | 2| = @) = Faw).
Du Lemme 3.6(2) et (4), nous avons
iy = dp,(x1,24,) + dp, (Tiy, 23,) + 1 < 2f(25,) + 2,
et par conséquent
o(g) = o(f) < Fl@i) +1= fa) = fla) = 1= fla)

L’optimalité de f implique f(z;,) = 1, tel que o(g) = o(f) et nous poserons gy := g.

2. dpn(l'iQ, 33'1'3) Z f(l'lg) + 3.

Soit g le broadcast obtenu de f en remplacant les f-valeurs

Oil_lf(a:il )Oiz_il_lf(a:ig )Oig—ig—f(xis)—Q

ig—f(ei)-2 ‘
de @1...Tj . Tiy .. Tig—fay,)—2 Par (01)7 2 si i3 — f(xi,) — 2 est pair, ou par
'L'37f(wi3)73

1(01)— =z siiz — f(xi,) — 2 est impair (voir Figure 3.4).
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0 0 3 0 0 0 3 0 0 0 0 2 0
< O—O0—8—1~C0—"7-C—"0C—8—O0—" 00— 0O0—0C—8—=0
0 1 0 1 0 1 0 1

(a) i3 — f(24,) — 2 est pair (12 —2 — 2 = 8 dans cet exemple)

0 3 0 0 0 3 0 0 0 0 2 0
C O———1~00——O0—C——OC0—"O0—C0OC0—O0—8—0O
1 0 1 0 1 0 1

(b) i3 — f(x;,) — 2 est impair (11 —2 — 2 = 7 dans cet exemple)

FI1GURE 3.4 — Un broadcast indépendant maximal illustratif de la preuve du Fait B, Cas 2.

Dans les deux cas, tous les sommets sont g-dominés et g est évidemment un broadcast

indépendant maximal sur P,.

Ainsi, nous avons

ota) = oth) = | “LEI 22| o) - o)

Par le Lemme 3.6(2) et (4), nous obtenons
iy = dp,(x1, 7)) + dp, (Tiy, Tiy) + 1 < 2f(2,) + 2,

et ainsi, i3 — f(xs,) —2 < 2f(x;,) + f(z4,) + 1. Nous obtenons alors

7(9) = o(f) < fla) + W(‘”Q)ﬂ ~ ) = flan) = F‘é“ﬂ .

L’optimalité de f entraine alors f(z;,) < 2, et par conséquent o(g) = o(f) et nous

posons gy 1= g.

Nous remarquons que dans les deux cas précédents, nous avons go(z;;,) = f(z;;) pour
tout j, 3 < j < t. De plus, en utilisant la symétrie et en commencant la modification sur

go au lieu de f, nous pouvons construire de facon similaire un #,-broadcast g sur P, avec

9(vyy) = g(xi,) = 9(zi,_,) = g(z3,) = 1. 0

Fait C. [l existe un i,-broadcast g sur P, tel que g(x;) = 1 pour tout g-sommet broadcast

x; € V;r.
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3
®
1

O
-
0o
O R=)
o 0O o
o 0O o
= 0O o
(=N@N=)
- @
Q

(a) d =dp,(zi;_,,xi;,,) est pair (8 dans cet exemple)

1 0 0 0 2 0 0 2 0
< ......... ® o o o ® o o o ORI
1 0 0 1 0 1 0 1

(b) d =dp,(wi;_,,7;,,,) est impair (7 dans cet exemple )

F1GURE 3.5 — Un broadcast indépendant maximal illustratif de la preuve du Fait C, Cas 1.

Preuve. Du Fait B, nous pouvons supposer que
f(zy) = f(ziy) = flziy) = flz) = 1.
Si f(x;) = 1 pour tout sommet x; € Vf+, on n’a rien a prouver. Supposons que ce n’est pas
le cas, ce qui implique que ¢ > 5, et soit z;;, 3 < j <t — 2, le f-sommet broadcast le plus a
gauche qui vérifie f(z;,) > 2.

Nous allons prouver qu’on peut toujours construire un i,-broadcast f’' sur P, tel que le
nombre de f’-sommets broadcast dont le poids est au plus deux est strictement inférieur au
nombre des f-sommets broadcast dont le poids est au plus deux.

Selon la valeur de dp, (;,,,, %;,,), nous considérons deux cas possibles :
1. f(xij+2) +1< dPn (xij+17 Iij+2) < f(xij-m) +2.

Soit d = ij41 —ij_1 = dp,(i;_,, 7i;,,) = dp, (vi;_,, xi;) +dp, (v5;,, 74, ), et f"la fonction

de pondération obtenue de f en remplacant les f-valeurs

f@s, )05 757 f ()05 757 f ()

5 i d est pair, ou par 10(01)% si d est impair (voir

de x;,_, ... 2 ... 2;,, par 1(01)
Figure 3.5).
Quelle que soit la parité de d, f'(z;;_,) = 1 et f'(z;,,,) = 1, ce qui entraine que f est

un broadcast indépendant maximal sur P,. De plus, dans les deux cas, nous obtenons

o) - alh) = |3 - 5w) - s,
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En utilisant le fait que f(z;,_,) = 1 < f(z;,), et d’apres le Lemme 3.6(3), nous obtenons
flay) +1 < dp, (i, mi;) < fla;) +2.

Nous considérons deux sous-cas selon la valeur de dp, (z;,_,, z;;).

(a) dPn(xij—17$7;j) - f(xlg) + 1.
Du Lemme 3.6(3), on a

d= dPn (xij—lv xi]’) + dPn (Ii]‘7 xi]’+1>

< f(xl]) +1+ f(xlg) + f(xij+1) +1= 2f<xij) + f(xijJrl) + 2,

et donc,

o(f') = o(f) < flay,) + VK‘Z)J T f ) = f(@.) = f_féx)J

< 0.

L’optimalité de f garantit I'optimalité de f’, et le nombre de f’-sommets broadcast
dont le poids est au plus deux est strictement inférieur au nombre de f-sommets

broadcast dont le poids est au plus deux.

(b) dp,(xi,_,,7i;) = f(xi;) + 2.

Comme f est maximal, nous avons nécessairement
dp,(vi,,25,,,) = f(ws;) +1
car sinon on pourrait incrémenter la valeur f(z;,) par 1 et par conséquent,
d=dp,(vs,_,,v5,) +dp,(vi,, 73, ) = 2f (23;) + 3,
donc,
o(f)y—o(f) = flzy,) +1 = flzi,) — f(@,,,)
=1— f(z,,) <0.

L’optimalité de f garantit une fois de plus I'optimalité de f’, et le nombre de
f’-sommets broadcast dont le poids est au plus deux est strictement inférieur au

nombre de f-sommets broadcast dont le poids est au plus deux.

47



Chapitre 3 Invariants de broadcast des chaines et des cycles

(b) d' = ij40 —ij-1 — f(@,,) — 3 est impair (12 — 2 — 3 = 7 dans cet exemple)

FI1GURE 3.6 — Un broadcast indépendant maximal illustratif de la preuve du Fait C, Cas 2.

2. dPn<xij+17$ij+2) Z f(xij+2) + 3.
Posons
d' = dp, (Tijofla,, ,)-2 Tiy+1) = Gji2 — f@i,,) =2 — 11— 1

=jp0 — 11 — f(@4,,,) — 3,

et soit f’ I'application obtenue a partir de f en replagant les f-valeurs
f(l’z'j_l)Oij_ij_l_lf(xij)Oij“_ij_lf(xiﬁl)Oijﬁ_f(xi’“)_z_ijﬂ

d 10(01)% si d est pai 101) 5 si

€ Tjj_y oLy oo Tig g oo Ty fay,,)—2 PAT (01)= si d’ est pair, ou par 1(01) 2 si

d' est impair (voir Figure 3.6).

Comme 749 —ij1 < f(,,,) + f(@i,,,) F1et i —i;1 < 2f(xi;) + f(2i,,,) +2, alors

Z.j-i-2 - 2.j—l <2 f(xl]) + Qf(xij+l) + -f<xij+2) + 3.

Par conséquent, d’ < 2f(x;,) + 2f(x4,,,). Ainsi, I'application f’ est un broadcast indé-
pendant maximal sur P, et :
/

o) - alh) = || - 7)o,

_ {2f(xz-j) +2 Wﬂ ~ i) — flai,,,) =0,
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L’optimalité de f garantit 'optimalité de f’, et le nombre de f’-sommets broadcast dont
le poids est au plus deux est strictement inférieur au nombre de f-sommets broadcast

dont le poids est au plus deux.

Dans chaque cas, nous avons pu construire un i,-broadcast f’ dont le nombre des f’-sommets
broadcast dont le poids est au plus deux est strictement inférieur au nombre de f-sommets
broadcast dont le poids est au plus deux.

On répete cette construction jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de sommet broadcast de cofit
deux, et nous obtenons finalement un ,-broadcast g qui satisfait g(z;;) = 1 pour tout g-

sommet broadcast z;;. Ceci complete la preuve du Fait C. O

Du Fait C, nous pouvons maintenant supposer qu'’il existe i,-broadcast f ou f(z;) =1
pour tout f-sommet broadcast x;;. Il nous reste a prouver que pour tout n > 5, o(f) = P?"W

Afin de prouver ceci, nous démontrons d’abord le Fait suivant. Notons par w; le mot sur

l'alphabet {0, 1} défini par wy = f(x1)... f(x,).

Fait D. Il existe iy-broadcast f sur P,, n > 5, ot f(x;;) = 1 pour tout f-sommet broadcast
T, qui satisfait les proprié¢tés suivantes :
1) wy ne contient pas le facteur 000,

2) wy ne contient pas le facteur 1001001,

(1)
(2)
(3) 0101 est un préfize de wy, et

(4) soit 101 soit 1010 est un suffize de wy.

Prewve. 1. Si f(x;—1)f(z;)f(xi41) = 000, alors on peut poser f(z;) = 1, ce qui contredit

la maximalité du broadcast f, et ainsi le point (1) est vérifié.

2. Similairement au cas précédent, si f(x;—3) ... f(x;)... f(x;43) = 1001001, alors on peut
poser f(z;) = 2, ce qui contredit aussi la maximalité de f, et ainsi le point (2) est
vérifié.

3. Maintenant, nous remarquons que le cas ou f(x1)f(z2) = 00, ne peut pas exister car
sinon nous pourrions poser f(z1) = 1, nile cas ou f(xy) ... f(x4) = 0100, car sinon nous
pourrions poser f(xg) = 2, ni aussi f(x1)... f(x4) = 1001, car sinon nous pourrions
poser f(z1) = 2, ce qui contredirait dans chaque cas la maximalité de f. Par conséquent,

soit 0101 soit 1010 est un préfixe de wy.
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Dans le premier cas, nous avons terminé la preuve, donc supposons maintenant que
1010 est un préfixe de wy. Supposons que wy contient le facteur 100 et considérons sa
premi¢re occurrence, donc supposons que (10)*100 est un préfixe de w; pour un certain
k > 1. Dans ce cas, nous pouvons remplacer les f-valeurs (10)*100 de ;. ..o 3 par
0(10)*10 et ainsi, nous avons fini. Si w; ne contient pas le facteur 100, donc forcément,

n

nous avons soit w; = (10)3 ou w; = (10)*z"1, ce qui donne o(f) = FW > P—"

5

5 W, une

contradiction avec 'optimalité de f. Ceci est la preuve du point (3).
4. Par symétrie du point (3), et en utilisant le méme argument cité dans le point précédent,

nous obtenons le fait qu’aucun de 00, 0010, ou 1001 ne peut étre un suffixe de wy. Ainsi,

soit 1010 soit 0101 est un suffixe de wy, ce qui démontre le point (4).

O

Par le point (3) du Fait D, on note w’; le mot défini par wy = 0101w.
Nous allons maintenant décomposer w’ en facteurs (ou blocs) wy,...,wy, ¢ > 0 (en par-
ticulier, ¢ = 0 signifie qu'un tel bloc n’existe pas), dont la longueur de chaque bloc

wj,j €{1,...,q} est 2 ou 5, défini comme suit.
— Si 01 est un préfixe de w', alors wy = 01.
— Si 00101 est un préfixe de w', alors w; = 00101.
— Siw} =w; ... wpw" et 01 est un préfixe de w”, alors wy, = 01.
— Si w} =wy ... wp_1w” et 00101 est un préfixe de w”, alors w;, = 00101.

Nous avons ainsi, soit wy = 0101w” et ¢ = 0, soit wy = 0101w ... w,w", pour un certain
q > 1, avec w” est soit vide ou bien 0 (nous observons que w” ne peut pas commencer par un
1, et rappelons que 00 ne peut pas étre un suffixe de wy), et, si ¢ > 0, alors w; € {01,00101}
pour tout 7, 1 <1 <gq.

Nous remarquons que si w; = 01 et w;1; = 00101 pour un certain ¢, 1 < i < ¢ — 1, alors
I'application g définie par w, = 0101w, ...w;—1.00101.01.w;1o ... w" restera un ¢,-broadcast
sur P,. Ainsi, on peut choisir f de sorte qu’il existe un entier gy < ¢ tel que w; = 00101 si et
seulement si i < qp.

Notons que f peut étre choisi de telle maniere que nous avons au plus deux blocs de "01" ie.

q — qo < 2. En effet, si nous ajoutons au moins trois blocs, alors soit 1010101 or 10101010
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est un suffixe de wy. Dans le premier cas, 1010101 peut étre remplacé par 1001010, ce qui
contredirait 'optimalité f. Dans ’autre cas, nous devons remplacer 10101010 par 10010101,
tel que g — qo = 2.

Finalement, nous obtenons que la structure de w; (rappelons que n > 5) est soit
01010, 010101, 0101010, 01010101, ou 0101wy ... wew',

avec qo > 1, w; = 00101 pour tout entier ¢, 1 < i < g, et w’' € {,0,01,010,0101,01010}. 11

est facile de vérifier que pour chaque cas, on a o(f) = %ﬂ, ce qui donne iy (P,) = [%ﬂ pour

tout entier n > 3. Ceci complete la preuve. O

En utilisant le Théoreme 3.7, nous pouvons démontrer un résultat similaire sur le nombre

d’indépendance broadcast inférieur sur les cycles.

Théoréme 3.8. Pour tout entier n > 3, i,(C,,) = [%ﬂ )

Preuve. Nous observons d’abord que 010 et 0101 sont des #,-broadcasts sur C,, de cott
[%’ﬂ, quand n = 3,4, respectivement, et que les cinq fonctions fy, ..., fs, définies dans la
démonstration du 3.7, sont aussi des i,-broadcasts sur C,,, n > 5, de coft {%ﬂ Nous avons
ainsi, 4,(C,,) = [%ﬂ sin=3,4, et i,(C,) < [%ﬂ pour tout entier n > 5.

Nous démontrons maintenant l'inégalité dans 'autre sens, quand n > 5. Soit f un -

broadcast sur C),, n > 5.

n

2J. Comme vu dans la

En supposant que |V;"| = 1, nous obtenons i,(Cy) = diam(C,) = {
preuve du Théoreme 3.7, et en tenant compte de I'inégalité précédemment établie, ce cas de
figure peut apparaitre si et seulement si n € S = {1,...,9,11,13}.

Supposons que n ¢ S, donc |Vf+| > 2 et, en particulier, n > 10. Nous affirmons maintenant
que le nombre de f-sommets broadcast |Vf+| > 3. En effet, supposons le contraire, donc
[V = 2, et soit V" = {;,, 74, }. Nous notons par Q1 = ;, T, 11 - . - Tiy,et Q2 = TiyTipy1 ... Ty,
les deux chailnes joignant x;, et x;,. Comme f est maximal, alors sans perte de généralité,
nous pouvons supposer que |Q1| = de, (v, vi,) = f(zi,) +1 = f(zs,) + 1, ce qui conduit
f(@iy) = f(@i,)

Puisque le point 3 du Lemme 3.6 est aussi valable pour les cycles, nous avons |Qs| < f(z;,)+
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f(@i,) +1=2f(x;,) + 1, ce qui nous donne

n = Q1]+ |Q2|
< f($11> +1+ 2f<£L‘¢1) +1= 3f(x11) + 2.

Nous obtenons ainsi f(z;,) > {”T’ﬂ, et donc 4, (Cy,) = 2f(z4,) > 2~ {’%21 , en contradiction
avec 'inégalité établie précédemment car 2 [”T_ﬂ > P?" , Vn > 10.

Nous pouvons maintenant supposer que |Vf+| > 3, et soit VfJr = {ziy...,ziy_,}, t > 3.
Nous affirmons d’abord qu'il existe un entier j, 0 < j <t — 1, tel que dg, (v, 2;;,,) =
f(zs,) + f(ws,,,) + 1 (les indices sont pris modulo ¢). En effet, si cette égalité n’est pas
vérifiée, nous obtenons

n = Z an (xij7xij+1) S 2 Z f(x1]> = Qib(Cn)7

0<j<i—1 0<j<t—1

ce qui implique 7,(C,,) > [%W, en contradiction avec I'inégalité i,(C,,) < [%"1 établie précé-
demment, comme n ¢ S.

Nous pouvons donc supposer sans perte de généralité, que de, (v, i) = f(xi) + f(z5,) + 1,
qui implique que d¢, (x4, ) = f(z;,) + 1 (nous devons avoir z;; = x;,) et, similairement,
que dg, (i, 24) = f(zg) + 1.

Pour éviter tout risque de confusion, notons P, = yoy1 - - - Yn—1, &VeC Yy(z,,) = Ti,, €t s0it g la
fonction définie par g(y;) = f(2;—f(z.,)+i,) POUr tout j, 0 < j < n —1 (les indices sont pris
modulo n). Nous observons que les deux sommets y et y,_; sont g-dominés, puisque tous
les sommets se trouvant entre z;, et x;, sont f-dominés dans C,,. En plus, nous ne pouvons
augmenter ni la g-valeur de yy(s,,) (le g-sommet broadcast le plus a gauche dans P,) car
do, (Tiy; Ti5) = f(2i,) + 1, ni la valeur de y,_f(,; )-1 (le g-sommet broadcast le plus a droite
dans P,) car d¢, (i, xiy) = f(zi,) + 1.

Comme f est un broadcast indépendant maximal sur C,,, alors g sera un broadcast indépen-

dant maximal sur P,, ce qui implique i,(FP,) < i,(C,,), et donc 4,(C,,) > [%ﬂ O
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3.4 Nombres de non-redondance broadcast et de domi-

nation broadcast

Erwin a prouvé dans [27] que 7,(P,) = v(P,) = [n/3]. En connaissant la valeur de v,(P,),
nous pouvons déduire la valeur de 7;(C,,). En effet, Bresar et Spacapan ont prouvé dans [19]
que, pour tout graphe connexe G, il existe un arbre couvrant 7' de G tel que v,(G) = v,(T).
Comme tous les arbres couvrants d'un cycle C), sont tous isomorphes a la chaine P,, nous

obtenons le résultat suivant.

Proposition 3.9. Pour tout entier n > 3, 1,(C,) = v (P,)

Il
—
w3
Ja

Nous considérons maintenant le nombre de non-redondance broadcast des chaines. Nous

commencons d’abord par prouver les deux lemmes suivants.

Lemme 3.10. Soit f un broadcast non-redondant mazximal sur P,. S’il existe un sommet x;

tel que Hy(x;) = 0, alors Np, (x;) N Ng(ViT) # 0.

Preuve. Raisonnons par 1'absurde, et supposons que Np (x;) N N f(Vf+) = (). Dans ce cas,

nous pourrions poser f(x;) = 1, ce qui contredit la maximalité de f. O

Lemme 3.11. Pour tout entier n > 3, les affirmations suivantes sont vérifiées.
1. Si f est un broadcast non-redondant mazximal sur Py, alors H¢(x2) # 0 et Hp(xp—1) # 0.

2. 1l existe un iry-broadcast f sur P, qui satisfait Hy(xy) # 0 et Hy(x,) # 0.

Preuve. Nous prouverons les deux affirmations séparément.

1. Si H(xg) = 0, alors xo n’est pas f-dominé, et par conséquent 1 est aussi non f-
dominé. Nous avons donc, Np, (1) N N¢(V") = 0, ce qui contredit le Lemme 3.10. Le

cas Hy(z,—1) = 0 est similaire au cas précédent.

2. Soit g un iry-broadcast sur P,. Si Hy(z1) # 0 et Hy(z,) # 0, alors nous posons f := g
et nous avons terminé.
Supposons que Hy(z1) = (). En utilisant le précédent point, nous affirmons que z est
g-dominé par un sommet broadcast, noté, x;, i > 2, tel que f(x;) = dp, (z2,x;). Ainsi,

nous avons forcément |PB,(z;)| = 1 si g(x;) > 2, et x; ¢ PNy(x;) si g(z;) = 1, car
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sinon nous pourrions poser g(z1) = 1, ce qui contredirait 'optimalité de g.

Maintenant, nous remarquons que la fonction h obtenue a partir de g en posant h(zx;) =

0 et h(z;—1) = g(x;) est un broadcast non-redondant maximal sur P,, de cotit o(h)
o(g) = iry(Py,), et qui satisfait Hy(z1) # 0.

Si Hy(z,) # 0, alors on pose f := h et nous avons terminé. Sinon, en utilisant le méme
raisonnement (par symétrie), nous affirmons qu’on peut construire un ir,-broadcast f
sur P, qui vérifie Hy(x1) # 0 et Hy(x,) # 0. Par ailleurs, si Hy(x1) = 0 et Hy(z,) = 0,
alors |V F| # 2 car sinon nous pourrions incrémenter la g-valeur de z;, et x;, par 1, ce
qui contredirait la maximalité de g.

Par conséquent, si g satisfait Hy(x1) = 0 et Hy(z,,) = 0, alors I'optimalité de g implique
[V,5| > 3, de sorte que la modification de h n’affecte pas h(z;), et donc z; reste f-
dominé.

]

Nous allons maintenant déterminer la valeur du nombre de non-redondance broadcast et

le nombre de domination broadcast des chaines a ’aide des deux lemmes précédents.
Théoréme 3.12. Pour tout entier n > 2, iry(P,) = 1(FP,) = [%W )

Preuve. D’apres le Corollaire 2.36 et la Proposition 3.9, on a ~,(P,) > iry(F,). Donc, nous
avons uniquement besoin de prouver que 7,(P,) < iry(F,). Pour ceci, il suffit de construire
de tout iry-broadcast non dominant, un ¢r,-broadcast dominant.

Soit f un iry,-broadcast sur P,. Du Lemme 3.11, nous pouvons affirmer que les sommets
X1, To, Tp_1 et x, sont f-dominés. Si f est un dominant, alors nous avons terminé. Donc,
supposons que f n’est pas un dominant, et soit x;, 3 < i < n — 2, le sommet non dominé le
plus a gauche. Nous allons prouver qu’il existe un broadcast non-redondant maximal ¢ sur
P,, de cotit o(g) = o(f) = iry(P,), tel que le nombre de sommets qui ne sont pas g-dominés

est strictement inférieur au nombre de sommets qui ne sont pas f-dominés.

Soit zj, j <i— 2, le f-sommet broadcast qui domine z;_;. Comme z; est non f-dominé,
alors on a forcément x;_1 € PB(z;). Observons que |PB(z;)| = 1, c’est-a-dire que le f-voisin
privé frontiere de x; est x;_1, car sinon, nous pourrions poser f(z;_1) = 1, ce qui contredirait

la maximalité de f.
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0o
N QO o
0o
O

0 1 0 2
C ......... O . O .
0

(b) zjs = xjwi1 et x;41 n'est pas f-dominé

0 0 2 2 0 0 0 0
C ......... O O . . O O O O .........
1 0 0 2
(c) xj # xjwiq et 2,41 est f-dominé
0 0 2 2 0 0 0 0
C ......... O O . . O O O O .........
1 0 0 2

(d) xj # xjwiq et xi1q n'est pas f-dominé

FI1GURE 3.7 — Des broadcasts non-redondant maximaux illustratifs pour la preuve du Théo-

réeme 3.12.
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Notons aussi que z; n'est pas f-dominé par z;, donc x; n’est pas le f-sommet broadcast le
plus a gauche, car sinon nous pourrions incrémenter la f-valeur de x; par 1, ce qui contredirait
aussi la maximalité de f. Notons par z;/, j' < j, le plus proche f-sommet broadcast a gauche
de xj, et par z;», j7 < j', le f-voisin privé frontiere de z;.

Comme z;» est le f-voisin privé frontiere de xj, alors nécessairement, dp, (zjm,z;) >
f(z;) + 1. De plus, dp, (z;», ;) = f(z;) + 1, car sinon nous pourrions incrémenter la valeur
de f(z;) par 1 (z; sera le f-voisin privé frontiere de x;), ce qui contredirait la maximalité de

f. Par conséquent, nous avons dp, (z;»,x;) = f(z;) + 1, et ainsi

dpn ($j/p, $l) :dpn (Zlfj/p, Zlfj) + dpn (Ilfj, ZL‘Z)

=f(x;) + 1+ flz;) +1=2f(x;) +2.

Considérons la fonction g définie a partir de f, en posant

g(@jmin) = 1et glay) =0 iy # xjmia,

g(xj) = f(zy) st T;41 est f-dominé,

ou g(z42) = f(x)) st z;41 nest pas f-dominé (voir Figure 3.7).

Nous remarquons que z;» est un g-voisin privé frontiere de ;»41, et que deux cas peuvent
se présenter : Soit x; est un g-voisin privé frontiere de x;4;1 (si x;41 est f-dominé), soit z;4q
est un g-voisin frontiere privé de ;1o (si 2,41 n’est pas f-dominé).

De plus, tous les sommets x1,...,2; sont g-dominés. D’ou, g est un broadcast non-

redondant maximal de colit

a(g) =o(f) = f(x;) = fwy) + ;) +1
=o(f)— f(xy)+ 1.

L’optimalité de f implique alors f(x;) = 1, et ainsi, g sera un ir,-broadcast sur P, vérifiant
que le nombre de sommets qui ne sont pas g-dominés est strictement inférieur au nombre de
sommets qui ne sont pas f-dominés.

On réitere cette modification tant qu’il existe un sommet non dominé. Nous obtenons au

final un iry-broadcast dominant sur P,, ce qui acheve la preuve. O
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En utilisant le Théoreme 3.12, nous démontrons un résultat similaire sur les cycles.
Théoréme 3.13. Pour tout entier n > 3, iry(Cy) = v(Cy) = [QW

Preuve. D’apres la Proposition 3.9, nous avons ,(C,,) = [%W, donc il nous reste a prouver la
formule suivante : ir,(Cy,) = 7(Chp).

Du Corollaire 2.36, nous avons une premiere inégalité, c’est-a-dire, v,(C,,) > iry(C,),
donc pour montrer 1’égalité, il nous suffit de prouver l'inégalité dans l'autre sens, a savoir
iry(Cn) > 7(Cy) ou bien iry(Cy) > iry(P,), car v,(Cy) = iry(P,) (I'égalité est déduite de la
Proposition 3.9 et le Théoreme 3.12).

Notons que 010, 0200 et 00200 sont des ur,-broadcasts dominants pour C3, C4 et Cs,
respectivement, de cofit [%W Ainsi, nous considérons que le cas ou n > 6.

Soit f un iry-broadcast sur C,, n > 6. Si f est dominant, alors la preuve est terminée.
Donc, supposons que f n’est pas un dominant. Nous affirmons que \Vf+| > 2. En effet, si
V| = 1, alors la maximalité de f implique o(f) = [3], et donc in(C) = 3] > [2] =
Y%(Ch), qui contredit le Corollaire 2.36 car n > 6. Ainsi, nous avons |Vf+| > 2. Comme f est
maximal, il est impossible d’avoir trois sommets consécutifs non f-dominés. En plus, comme
f est non dominant, nous pouvons supposer sans perte de généralité, que le sommet xg n’est
pas f-dominé et que le sommet z; est f-dominé par un f-sommet broadcast x;, i1 > 1.
Notons que le sommet x,_; peut étre f-dominé ou non.

Pour éviter tout risque de confusion, soit P, = yoy1 - .. y,_1. Soit g 'application définie
par g(y;) = f(x;) pour tout i, 0 < i <n — 1. Comme dans C,,, xo n’est pas g-dominé, z; est
g-dominé par z;,, et g(x;;) ne peut pas augmenter car sinon f(z;,) pourrait étre augmenté,
ce qui contredit I’hypothese de la maximalité de f.

Similairement, la g-valeur du g-sommet broadcast le plus a droite dans P, ne peut pas
augmenter car sinon, sa f-valeur pourrait étre augmenté (car zo est non f-dominé, tandis
que x,_1 peut étre f-dominé ou non), ce qui contredirait encore la maximalité de f.

Nous pouvons appliquer le méme raisonnement si x,,_; est non g-dominé, ce qui implique
que z,_1 n'est pas f-dominé. Donc, le fait que f soit un ir,-broadcast sur C),, nous permet
d’assurer que g est un broadcast non-redondant maximal sur P, et par conséquent ir,(C,,) =

o(f)=o(g) >iry(P,), comme souhaité. O
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3.5 Nombres de packing broadcast et de packing

broadcast inférieur

Nous établissons maintenant la valeur du nombre de packing broadcast sur les chaines et

les cycles.

Théoréme 3.14. Pour tout n > 2, Py(P,) = diam(P,) = n — 1 et, pour tout n > 3,
P,(Cy) = diam(C,) = |3].

2

Preuve. Nous considérons d’abord 1’étude de la chaine P,, n > 2. Nous observons que la
fonction f définie par f(x1) =n —1 et f(x;) = 0 pour tout ¢, 2 < i < n est un broadcast
de packing maximal de coit n — 1 = diam(P,), ce qui implique que diam(P,) < By(P,).
L’inégalité dans I'autre sens résulte directement du Théoreme 3.1 et du fait que tout broadcast
de packing est un broadcast non-redondant. Ainsi, pour tout n > 2, B,(P,) = diam(FP,) =

n— 1.

Nous considérons maintenant le cas du cycle C,,, n > 3.

Nous observons que la fonction f définie par f(zg) = {%J et f(z;) = 0 pour tout 4, 1 <i <
n — 1 est un broadcast de packing maximal de cofit {gJ = diam(C},), ce qui nous permet
d’obtenir, diam(C,,) < Py(C,,).

Pour établir I'inégalité dans l'autre sens, il suffit de prouver une fois de plus que pour
tout Py,-broadcast f sur C,, |Vf+| = 1. Similairement au cas précédent, si nous supposons que
chaque P,-broadcast f sur C,, vérifie \Vf+| > 2, alors nous obtenons inevf (2 flz)+ 1) <n,
ce qui nous donne 2P(Cy,) + [V < n, et donc

By(C,) < n —2|Vf+| < n ; 2
< LZJ = diam(C,),

une contradition de plus. O

Avant de déterminer la valeur de py(F,), pour tout n > 1, nous commengons par prouver

le lemme suivant.

Lemme 3.15. Pour tout entier n > 2, il existe un py-broadcast f sur P, tel que f(z;) =1

pour tout f-sommet broadcast x;.
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Preuve. Nous remarquons que 10, 010, 1001 et 10010 définissent des py-broadcasts sur P,
n = 2,3,4,5, respectivement, qui satisfont 1’énoncé du Lemme. Supposons a présent que
n > 6 et soit g un py-broadcast sur P,. Si g(x;) = 1 pour tout g-sommet broadcast x;, alors
nous posons f := g et nous avons terminé.

Dans le cas contraire, soit V& = {wi,, ..., 2}, 01 <--- <ip, t > 1.

Nous démontrons en premier lieu que t > 2. En effet, si £ = 1, nous aurons

n

po(Py) = glas) = rad(P) = | 5.

tandis que la fonction ¢’ définie par ¢'(z;) = 1, 1 < i < n, si et seulement si ¢ =1 (mod 3)
est un broadcast de packing maximal de cotit o(¢') = {gJ < {%J , une contradiction.

Nous avons donc |V,7| > 2. Notons par x;,, 1 < j < ¢, le g-sommet broadcast tel que
i; est le plus petit indice qui satisfait g(z;,) > 2. Dans la suite, nous considérons trois cas
selon la valeur de l'indice 7;. Dans chaque cas, nous prouverons que soit le cas ne peut avoir
lieu dans un py-broadcast, soit que nous pouvons contruire un p,-broadcast ¢’ sur P,, de
coiit o(g’) = o(g), de sorte que I'indice du g’-sommet broadcast le plus a gauche de coiit au
moins 2, s’il existe, est strictement supérieur au g-sommet broadcast le plus a gauche de cofit

au moins 2.
1. 25 =11 or i; = iy.
Supposons que i; = i, le cas i; = 7, est similaire par symétrie. Nous démontrons
d’abord que g(x;,) € {i1 —2,4; — 1} est vérifiée. En effet, si g(z;,) > 41, alors la fonction
h définie & partir de g en posant h(x;,) = 0 et h(x;, 1) = g(x;,) — 1 est un broadcast
de packing maximal de colit o(h) = o(g) — 1, ce qui contredit 'optimalité de g. De
plus, si g(z;,) < i; — 3, alors nous pourrions poser g(x1) = 1, ce qui contredirait donc

la maximalité de g. Ainsi, nous avons deux sous-cas & considérer.

(a) g(x;y) =13 — 1, et donc 47 > 3.
Soit ¢; la fonction définie a partir de ¢, en modifiant les g-valeurs de

T, T2g(z, )41 COMIME suit :
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FI1GURE 3.8 — Des broadcasts de packing illustratifs de la preuve du Lemme 3.15, Cas 1.
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(010), st 2g(x;,) +1=0 (mod 3),
911+ Tog(a; y41) = 1 0(010),  si 2g(z;,) +1=1 (mod 3),
10(010)*, st 2g(z;y,) +1=2 (mod 3),

ou a = {MJ (voir Figure 3.8(a)).

Il n’est pas difficile de vérifier que g; est un broadcast de packing maximal et que

otan) - olo) =( |25 1)~ gtan)

=

On a alors 0(g1) — o(g) < 0 si g(z;,) # 2. Par conséquent, g(z;,) = g(z3) = 2 et
nous pouvons donc définir ¢’ a partir de g en posant ¢'(x; ...x5) = 10010.

(b) g(x;,) =141 — 2, et donc iy > 4.
Par similarité au cas précédent, notons par g, la fonction obtenue a partir de g en

modifiant les g-valeurs de x4, ... s Tog(a;,)+2 comme suit

(010), st 29(z;,) +2=0 (mod 3),
92(T1 - Tog(a, )42) = L 0(010)*, i 29(z;,) +2=1 (mod 3),

10(010)*, st 2g(z;y) +2=2 (mod 3),

oun o = {%J (voir Figure 3.8(b)).
Une fois de plus, il n’est pas difficile de vérifier que g, est un broadcast de packing

maximal tel que

otan) - ota) =( | 22522 | +1) - atan)

[

3
ce qui nous permet d’avoir (g2) — 0(g) < 0 quand g(x;,) # 2 et g(x;,) # 3. Par
conséquent, soit g(x;,) = g(x4) = 2 et nous pouvons donc définir ¢" & partir de
g en posant ¢'(zy...zg) = 010010, soit g(x;,) = g(x5) = 3 et nous pouvons ainsi

définir ¢’ a partir de g en posant ¢'(z; ...xg) = 10010010.
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2. i; € {in, ... ir_1}.

Puisque ¢ est un broadcast de packing maximal, alors nous avons nécessairement
1< dPn(xij—17’:Cij) - g(gjij—l) - g(ﬁzj) <3.

Ensuite, nous avons soit dp, (2;,_,,xi;) = g(xi,_,) + g(zs,) + 1,

soit dp, (x4, %,,,) = g(@i,;) + g(@s,,,) + 1.

Dans la suite, nous considérons quatre sous-cas, qui dépendent de la valeur de 2g(z;,)+1
mod 3, et du nombre de sommets non g-dominés p se situant entre z;,_, et z;;, ou entre

ZL'Z'].

et x;;,,-

Puisque g est broadcast packing maximal, nous avons (i) p = 0, ou (ii) p = 1 et I'un des
deux sommets {xij_g(xij)_l, xiﬁg(xij)ﬂ} n’est pas g-dominé, ou (iii) p = 2 et soit les
deux sommets {:Eij_g(xij)_g, xij_g(xij)_l}, ou les deux sommets {xiﬁg(xij)ﬂ, xij+g(xij)+2},

ne sont pas g-dominés.

(a) 29(z;;) +1=0 (mod 3).

Soit go la fonction définie a partir de g en posant,

() -+ Tiysate)) = (01017, avee o = ELEL (o Pigure 3.9(a).
Puisque g est maximal, alors gy est aussi maximal et nous obtenons ainsi,
2¢g(x;,) +1
7lg0) — o) =22 — ()
I- g(xlj>
=7 <0,
3

ce qui contredit 'optimalité de g.

(b) 2g(xi;) +1 =1 (mod 3) et p=2, ou 2g(z;,) +1=2 (mod 3) et 1 <p < 2.
Supposons que 2g(z;;) +1 = 1 (mod 3), et Tij—g(x:)~2> Tij—gla;;)—1 D€ sont pas
g-dominés, ou que 2g(z;,) + 1 = 2 (mod 3), et i —g(ws;)-1 n’est pas g-dominé.
(Les cas restants sont similaires.)

Soit ¢’ la fonction obtenue de g en posant

9'(Ti— g, ) -2 - - - Tiyrglay,)) = (010)%, si 2g(zy;) +1=1  (mod 3),

gl<xij—g(:vij)—1 s xij—i-g(:vij)) = (010)04’ st Qg(xzj> +1=2 (mOd 3)7
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(b) 2g9(z;;) +1 =1 (mod 3) (7 dans cet exemple) et p = 2,
ou 2g(z;;) +1 =2 (mod 3) (5 dans cet exemple) et p =1,
ou 2g(z;,) +1 =2 (mod 3) (5 dans cet exemple) et p = 2

(c) 2g9(z;;) +1 =1 (mod 3) (7dans cet exemple) et p = 0,
ou 2g(z;,) +1 =1 (mod 3) (7 dans cet exemple), p = 0,

et les deux sommets Tijtglas,)+1 €0 i i4g(e,,,,)+1 SONE g-dominés,

ou2g(z;,)+1=1 (mod 3) et p=1

(d) 2g(z;;) +1 =2 (mod 3) (5 dans cet exemple) et p =0

63
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2g(zq;)+p+1

3 J (voir Figure 3.9(b)). Comme ¢ est maximal, alors ¢’ est aussi

ou a = {
maximal et on a

2g(zi;) +p+1
3
1— ;.
_pr o awy) 39<x%) <0,

o(g) —o(g) = —g(wi;)

L’optimalité de g implique alors soit p = 1 et g(z;,) = 2, soit p = 2 et g(z;;) = 3.
Dans chaque cas, ¢’ est aussi optimal et 'indice du ¢’-sommet broadcast le plus
a gauche avec une ¢’-valeur au moins 2, s’il existe, est strictement plus grand que

I'indice du g-sommet broadcast le plus a gauche avec une g-valeur au moins 2.

(c) 2g(xi;) +1=1 (mod 3) et 0 <p < 1.
Dans ce cas, Tij—glai,)—2 et Tijglai,)+2 sont g-dominés, et au plus I'un des deux

sommets Tij—g(ai;)-1 et Tijtg(as,)+1 n’est pas g-dominé.

Soit ¢ la fonction définie a partir de g (voir Figure 3.9(c)) en posant

o . 2g(ws;)
— g’(xij,g(wij) .. .ziﬁg(%j)) = (010)*0, ot a = —~

, o _ ' . ; i .,
— g (@i;,) = 0,9 (@i, —1) = 9(@i,,,) + 1, 81 Ty 4g(a, )41 est pas g-dominé, et
/ _ L
— g (xijJrl) - g('xijJrl) + 17 S1 Zj =11
ou r; est g-dominé, et x; n’est pas g-dominé
ijtg(zi;)+1 ) ijr1tg(@i;, )+l )
Notons que nous avons nécessairement 1'un des cas ci-dessus, car sinon ¢’ serait

un broadcast de packing maximal avec o(¢') < o(g), ce qui contredit 'optimalité

de g. Puisque ¢ est maximal, alors ¢’ est maximal aussi et nous obtenons

(g~ ola) =25 1 g,
:3—%@” <0.

(Rappelons que comme 2g(z;;) +1 =1 (mod 3), nous avons g(z;,) > 3.) L’opti-
malité de g implique g(z;,) = 3.

Nous obtenons alors que ¢’ est optimal aussi et 'indice le plus a gauche ¢’-sommet
broadcast avec ¢’-valeur au moins 2, s’il existe, est strictement plus grand que

I'indice du g-sommet broadcast avec g-valeur au moins 2, ce qui est demandé.
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(d) 2g(z;;) +1 =2 (mod 3) and p = 0.

Soit ¢’ la fonction obtenu de g en posant g/(xij_g(xij) . .xijJrg(xij)) = (010)*00,
2g(zi;)—1

o a = ——, g'(v;,,,) =0, et g'(vs,,,-1) = g(xs,,,) + 1 (voir Figure 3.9(d)).
Comme g est maximal, alors ¢’ est maximal
2g<xlg>_1 2_g(xlj>
o(g) — olg) = LI 1= glay) = £ <

L’optimalité de g implique que g(z;;) = 2. Par conséquent, ¢ est aussi optimal et
Iindice du ¢’-sommet broadcast le plus a gauche avec une ¢’-valeur au moins 2,
s'il existe, est strictement supérieur que I'indice du g-sommet broadcast le plus a

gauche avec une g-valeur au moins 2, et ainsi le dernier point est démontré.

En répétant la méme transformation pour chaque sommet ayant une g-valeur est au
. . / \ /
moins 2, nous construisons finalement un p,-broadcast ¢’ sur P, ou tous ses ¢’-sommets

broadcast ont une ¢’-valeur 1. Le lemme est maintenant complétement démontré. O]

Nous pouvons maintenant déterminer le nombre de packing broadcast inférieur sur les

chaines.
Théoreme 3.16. Pour tout entier n > 2,
T si n=0 (mod 8),
po(Pp) = 2@ +1 si n=1,2,3 (mod 8),
2{%J+2 st n=4,5,6,7 (mod 8).

Preuve. Observons d’abord que 10, 010, 1001, 01001, 001001, 0010010 et 00100100 définissent
des py-broadcasts sur P, pour tout entier n € {2,...,8}, respectivement, et leur coiit sont
ceux énoncés par le Théoréme 3.16.

Supposons maintenant que n > 9 et soit n = 8¢+, avec ¢ > 1 et 0 < r < 7. Pour chaque

r, nous définissons les broadcasts f,., 0 < r < 7, sur P,, comme suit :
fo(P,) = (00100100)?, f1(P,) = (00100100)71, fo(F,) = (00100100)10,

f3(P,) = (00100100)9100, f4(P,) = (00100100)71001, f5(P,) = (00100100)401001,

fs(P,) = (00100100)9001001, et f+(P,) = (00100100)90010010.
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Il est facile de vérifier que chaque f, est un broadcast de packing maximal sur Pg,,, 8¢+7 > 9,

de cotit
sin =0 (mod 8),

13

o(fr) =12 [gJ +1 si n=1,2,3 (mod 8),
2[2|+2 si n=4,5,6,7 (mod 8),
ce qui implique py(P,) < o(f.), et py(P,) ne peut dépasser la valeur énoncée par le

Théoréme 3.16.

Nous prouvons maintenant 'inégalité dans I'autre sens. Le Lemme 3.15, nous affirme qu’il
existe un p,-broadcast dont le poids de chaque sommet broadcast est égal a 1. Notons par g
un tel broadcast.

Pour tout k, 0 < k < ¢ — 1, soit 0 = g(wsps1) + - + g(Tspss)-

D’apres la définition d’un broadcast de packing, nous déduisons que pour toute chaine P,
la distance entre chaque paire de g-sommets broadcast consécutifs (de poids 1) vaut 3, 4 ou
5, ce qui implique 2 < 0} < 3 pour tout k, 0 < k < ¢ — 1. Observons a présent que zo et
x,—1 doivent étre g-dominés, car sinon nous pourrions poser g(x;) =1 ou g(z,) = 1, ce qui
contredirait la maximalité de g. De méme, on a, dp, (z;,x;,) = dp, (z;,_,,x;,) = 3, car sinon
nous pourrions augmenter la valeur de g(z;,) ou g(x;,), ce qui contredirait la maximalité de
qg.

Nous considérons maintenant, selon la valeur de r, trois cas possibles, et nous prouverons

dans chaque cas que le cofit de g est égal a la valeur donnée dans I’'énoncé du Théoreme 3.16.

1. r=0.

Dans ce cas, nous avons

q—1
po(Pn) =0(g) = > ok
k=0
2n n
>oq="="
== Ty

2. re{l,2,3}.
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S’il existe k, 0 < k < q — 1, tel que o5, = 3, alors

() = olg) > g o

22(q—1)—|—3:2q+1:2{gJ+1,

et nous avons terminé.
Si o = 2 pour tout k, 0 < k < ¢ — 1, alors py(P,) > 2 {%J
Raisonnons par l'absurde, et supposons que py(P,) = 2 {%J Ceci implique que
9(Tp—ri1) = -+ = g(z,) = 0. Sir = 3, alors nous avons une contradiction car x,_; doit
étre g-dominé. D’ou, r € {1, 2}.
Puisque z,_; doit étre g-dominé et dp, (x;,_,,2;) = 3, nous avons nécessairement
o,-1 € {00001001,00010010} si r = 1, et 0,1 = 00001001 si r = 2.
Comme ¢ est maximal, nous ne pouvons pas avoir trois sommets consécutifs non g-
dominés, et donc, pour tout j, 0 < j < ¢—1, g; € {00001001,00010010} si r =1, et
o; = 00001001 si r = 2, une contradiction car dans tous les cas, x5 n’est pas g-dominé.
Ainsi, nous avons py(P,) = 2 {%J + 1.

3. re€{4,5,6,7}.
Notons d’abord que nous avons nécessairement g(x,_,41) + -+ + g(z,,) > 1. Ainsi, si

or=3et k,0<k<qg—1,alors

-1
n(P) =og) > Y ou+1
k=0

22(q—1)+3+1=2q+2=2m +2,
et nous avons terminé ce cas.
Supposons maintenant que oy = 2 pour tout k, 0 < k < g—1, et que py(P,) < 2 {%J +1.
On a donc g(xp—ri1) + -+ + g(z,) = 1 car x,_; doit étre g-dominé.
Pour 7 = 6 ou r = 7, nous avons une contradiction car dp, (x;,_,,x;,) = 3. Donc, r €

{4,5}. Puisque z,,_; doit étre g-dominé et dp, (z;,_,,x;,) = 3, nous avons nécessairement
o,-1 € {00100001, 00001001, 01000010, 00100010, 00010010}, si r = 4, et

041 € {00100001,00001001}, si = 5.
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De plus, puisque g est maximal, alors chaque sommet g-broadcast doit étre a distance

3 d’un autre sommet g-broadcast. Ainsi, nous obtenons pour tout j, 0 < j <q—1,
o; € {00100001, 00001001, 01000010, 00100010, 00010010},

qui est une contradiction car x5 doit étre g-dominé et d(z;,, z;,) = 3 doit étre satisfaite.
Nous obtenons donc, py(FP,) = 2 {%J + 2.

Ceci complete la preuve. O]

En utilisant le Théoreme 3.16, nous obtenons un résultat similaire sur les cycles.

Théoreme 3.17. Pour tout entier n > 3,

if n=0 (mod 8),

4
po(Cn) =9 2|2]+1 if n=1,2,3 (mod 8),
2[5l +2 if n=4,56,7 (mod8).
Preuve. Remarquons d’abord que les broadcasts fy, ..., f7, définis dans la preuve du Théo-
reme 3.16, sont aussi des broadcasts de packing maximaux pour tout n > 3, n = 8¢ + r et
0 <r <7, et par conséquent, on obtient p,(C,) < o(f).

Montrons 'inégalité dans I’autre sens. Observons d’abord que 010, 2000, 20000 et 001001
sont des solutions optimales pour C3, Cy, C5 et Cg, respectivement, et leur cofit est égal a la
valeur énoncée par le Théoreme 3.17.

Nous pouvons donc supposer que n > 7. Soit f un py-broadcast sur C,,, n > 7. Nous
démontrons d’abord que [V,"| > 2.

Raisonnons par ’absurde, et supposons sans perte de généralité que Vf+ = {x¢}. Puisque f
est maximal, alors o(f) = f(xg) = e(x) = VTAJ? d’ou pp(C,) = VTAJ’ ce qui contredit
I'inégalité que nous avons précédemment établie pour n > 7. Nous avons donc |Vf+| > 2.
Soit Vi = {xiy, ..., 2, }, t > 2.

Puisque f est maximal, alors pour tout 7, 0 < j <t —1, on a,
f(xlg) + f(xij+1) +1< an (xij7‘rij+1) < f(xlg) + f(xij+1) + 3.

De plus, si an (‘rijaxij+1) > f(‘rij)+f(xij+1>+27 alors, an (xij+17$ij+2) = f(xij+1)+f('rij+2)+1
(i; = ij42 peut étre vérifiée), car sinon nous pourrions incrémenter la valeur de f(z;,,,) par 1.

Considérons les deux cas suivants.
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1. Si tous les sommets dans C), sont f-dominés, alors pour tout 7, 0 < 57 < ¢t —1, on
a de, (v, 2i,,,) = f(xi;) + f(z5,,,) + 1. Afin d’éviter tout risque de confusion, nous
posons P, = YoYi - .. Yn—1 AVEC Yo = Tig4f(z;,)+1- Maintenant, notons par g la fonction
définie par g(y;) = f(Tjpigts(zi)+1) Pour tout j, 0 < j < n — 1. Il est évident que
les deux sommets yg et y, 1 sont g-dominés. Puisque f est un broadcast de packing
maximal sur C,, alors g est aussi un broadcast de packing maximal sur P,, ce qui nous

donne py(Py,) < pp(Ch).

2. Si C), contient au moins un sommet non f-dominé, alors nous pouvons supposer sans
perte de généralité que @, 4 y(z; )+1 n'est pas f-dominé, ce qui implique dc, (i, mi,) =
f(xiy) + flzyy) + 1 et de, (xiy, xiy) = f(2s,) + f(2s,) + 1 (on peut avoir x;, = x;, et
x;, = x;;). Pour éviter encore tout risque de confusion, posons P, = yoyi ... Yn_1 OU
Yo = Tiy 4 f(z;,)+2- 01t g la fonction définie par g(y;) = f(Zj1i 4 f(z;,)+2) Pour tout j, 0 <
j < n—1. Puisque dc, (i, Ti,) = f(i,)+ (i) +1 et de, (i, Tiy) = f(@3,)+ [ (i) +1,
les valeurs du g-sommet broadcast le plus a gauche et du g-sommet broadcast le plus a
droite dans P, ne peuvent pas étre augmentées. Comme f est un broadcast de packing
maximal sur C,, alors g est aussi un broadcast de packing maximal sur P,, et ceci
implique py(Fn) < py(Cr).

Nous avons donc démontré que p,(P,) < py(C,,) dans chaque cas possible et ’égalité est

ainsi établie. O
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Chapitre 4

Nombre de domination broadcast

supérieur sur les chenilles sans troncs

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 1’étude du nombre de domination broadcast
supérieur sur les chenilles sans sommets troncs. La détermination de cet invariant pour tout
type de chenille nous a paru difficile, c¢’est pourquoi, nous avons restreint notre étude a la
classe des chenilles sans troncs. Les résultats exposés dans ce chapitre ont été soumis pour

publication.

4.1 Définitions et notations

Rappelons qu'une chenille, notée C'T, est un arbre tel que si on supprime tous les sommets
pendants, le graphe résultant est une chaine C' = xqr12s . . . x,.
Cette chaine est appelée [’épine dorsale et ses sommets sont appelés épines. Si le sommet
épine x; est adjacent a au moins un sommet pendant, alors x; est un sommet support, sinon,
x; est un sommet tronc. Dans une chenille, on supposera sans perte de généralité que les
extrémités de 1’épine dorsale xq et x,, sont des sommets supports.

Le diametre d’une chenille a n épines est : diam(CT) = 1sin =0 et m = 1, diam(CT) =
n + 2}

n + 2 sinon. Le rayon d’une chenille & n épines est rad(CT) = [
Notons par y;; le 7 sommet pendant adjacent a x; j € (1,...,4;) et L(z;) I'ensemble

de tous les sommets pendants adjacents au sommet épine z;(L(z;) = () si z; est un sommet
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ﬂio A S B T S S xf
v yi Yays U3 Yi  YsYE g Uy Ysysys

CT(1,1,2,1,1,2,1,1,3)

A

CT][3,5]

FIGURE 4.1 — Représentation de la chenille CT(1,1,2,1,1,2,1,1,3) et la sous-chenille
CTI[3,5]

tronc).

Nous notons par CTYi, j], la sous-chenille de C'T" induite par les sommets de I’épine dorsale
T, ..., x;, et les sommets pendants adjacents & {z;,...,z;}, et CT[i, j| = () sinon.
Nous représentons dans la Figure 4.1, la chenille CT(1,1,2,1,1,2,1,1,3) et la sous-chenille
CTI[3,5].
On dit qu’un motif de longueur p+1, noté Il = my ... 7y, p > 0, m; € N pour tout ¢, 0 <7 <p
apparait dans une chenille CT = CT(ly, ..., {,) s’il existe un indice iy, 0 < ip < n — p, tel
que CTig,ip + p] = CT(mo, . .., m,), cest-a-dire, {;,4; = m; pour tout j, 0 < j < p.
On dit aussi que la chenille CT' contient le motif II, et que la sous-chenille CT'(¢;,, .. ., liy+p)
de C'T est une occurrence du motif II.
Nous pouvons élargir la notation de motif sur les sommets, en considérant 7" pour désigner
un sommet support adjacent a au moins m; sommets pendants.
Par exemple, sur la chenille considérée ci-dessus CT'(1,1,2,1,1,2,1,1,3), le motif IT = 112 de
longueur 2 apparait deux fois dans la chenille CT ( ou CT[3,5] = CT(1,1,2)) et les sommets
{29, x5, 3} sont des 27-sommets.

Nous montrons d’abord une propriété sur les I'y-broadcasts d’une chenille C'T'.

Lemme 4.1. Pour toute chenille CT, il existe un I'y-broadcast tel que chaque sommet broad-
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cast est soit un sommet pendant soit un sommet tronc.

Preuve. Soit f un I'y-broadcast de C'T. Supposons qu’il existe un sommet broadcast z; €

Vf+,i € {1,...,n}, tel que z; est un support. Montrons d’abord le fait suivant.

Fait E. Si x; est un support, alors f(z;) =1 et PBs(x;) ne contient pas de tronc.

Preuve. Si f(x;) > 1, alors la minimalité du broadcast f implique que f(y/) = 0 pour tout
J,J=1,...,4; et z; possede un f-voisin privé frontiere s qui satisfait d(x;, s) = f(z;). Nous
considérons le broadcast g défini a partir de f en remplagant les f-valeurs de z; et y! par
g(z;) = 0et g(y!) = f(z;) + 1. L’application g est un broadcast dominant minimal de coiit
o(g) =0o(f)+1>T,(CT), ce qui contredit I'optimalité de f. Par conséquent, f(z;) = 1.

Si f(z;) =1 et 'ensemble PBj(x;) ne contient pas de tronc, alors I'application g précédem-
ment définie est un broadcast dominant minimal de cotit o(g) = o(f) +1 > I',(CT) + 1, ce

qui contredit a nouveau, 'optimalité de f. n

Nous pouvons maintenant supposer que x; est un support de poids f(x;) =1 et PBy(x;)
ne contient pas de tronc. Nous considérons le broadcast k défini a partir de f en remplagant
les f-valeurs de x; et yl, ...,y par k(z;) = 0 et k(yf7) = 1 pour tout 7, j = 1,...,4;. Le
broadcast k est un broadcast dominant minimal de cotit (k) = o(f) + ¢; — 1. L’optimalité
de f implique ¢; = 1.

Nous pouvons répéter la transformation précédente sur k jusqu’a l'obtention d’un I'y-

broadcast ou chaque sommet broadcast est une feuille. O

Soit CT' = CT({y, . . ., ¢,) une chenille de longueur n > 1. Pour tout broadcast dominant
minimal f sur C'T, nous supposons dans la suite que f(y}) > --- > f(y) pour tout i =

0,...,n.

Observation 4.2. Soit f un I'y-broadcast et soit v un f-sommet broadcast. D’aprés la Pro-
position 2.7, chaque sommet v € VT posséde un f-voisin privé frontiére (noté vP) tel que soit
d(v,vP) = f(v) soit v="1" si f(v) =1 et PBs(v) = {v}.

Notons par :

— P/ une chaine (v,vP)-géodésique si d(v,vP) = f(v) ou une aréte incidente d v, e, si

PBg(v) = {v}.
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— P ={P/:ve Vf(G)}
— Ef = UUGVJZLE(PJ) et Ff == E(G)\Ef
Pour toute paire de sommets distincts u et v sur une chenille C'T, il existe une unique chaine

reliant u et v(Théoréme 1.1). D’aprés le Théoréme 2.28 et le Lemme 2.30, nous déduisons :

Lemme 4.3. Si CT est une chenille de longueur n, et f un ['y-broadcast, alors :

pour toute paire de f-sommets broadcast u et v, P/ N P/ =.

Ainsi,

0(E) = 3 f) = |Ef] <m.

+
ver

Comme T(G) = m—|Ey|, alors il suffit de trouver une borne inférieure sur |E| pour obtenir
une borne supérieure sur I'y(G).

Dans la suite nous utilisons souvent cette idée pour conclure.

4.2 Reésultats sur les chenilles sans sommets troncs

Une chenille sans sommets troncs est une chenille qui satisfait ¢; > 1 pour tout i, ¢ =
0,...,n.

Dans la suite, le broadcast dominant unitaire sur une chenille sans sommets troncs est
le broadcast dominant p défini par p(u) = 1 si u est une feuille et pu(u) = 0 sinon. Comme
chaque sommet support est py-dominé par ses sommets pendants et PB,,(v) # () pour tout
v € V¥, alors p1 est un broadcast dominant minimal de cofit o(u) = i ;.

Nous montrons dans le lemme suivant que tout sommet broadcast de poids différent de 1

est un sommet pendant, et son f-voisin privé frontiere est aussi un sommet pendant.

Lemme 4.4. Si C'T est une chenille sans sommets troncs, de longueur n > 1 et f est un
[y-broadcast sur CT, alors tout f-sommet broadcast v, de poids f(v) > 2, est un sommet

pendant et tout f-voisin privé frontiére de v est aussi un sommet pendant.

Preuve. Soit CT une chenille sans sommets troncs, de longueur n > 1 et soit f un I'p-

broadcast sur C'T'. Par la preuve du Lemme 4.1, et du Fait E, on sait que le poids de tout
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3 0 111 11

@n=1m=3 (b)n=1,m=>5

(C) TL:2,€0:1,€1 =1 (d)n:2,£0:1,€1 =2 (e) TL:2,€0:2,€1 =1

FIGURE 4.2 — Exemples de [',-broadcasts pour n = 1,2

sommet support broadcast ne peut dépasser 1, donc tout f-sommet broadcast est un sommet
pendant si f(v) > 2.

Supposons que f(v) > 2, v est un sommet pendant et il existe un sommet f-voisin privé
frontiere de v qui n’est pas un sommet pendant, disons z;. Comme f(v) > 2, alors v n’est
pas adjacent & x; et pour tout j = 1,...,4;, yf ¢ Vf+. Donc pour tout 7 =1,...,4;, yf n’est

pas f-dominé, contradiction car f est un I[',-broadcast. O]

Nous déterminons d’abord la valeur de I'y pour les chenilles sans sommets troncs de

longueur au plus 2.

Lemme 4.5. Si CT est une chenille sans sommets troncs, de longueur n < 2 et de taille m,

alors
m sin=1etm=3,

Iy(CT)=¢ m—1 sin=1letm>4, oun=2etly=1"0 =1,

m—2 sinon.

Preuve. Soit C'T une chenille sans sommets troncs, de longueur n < 2 et de taille m, et soit
f un I'y-broadcast sur C'T.
Sin=1et m =3, alors CT est une chaine et I',(CT) = m (voir Figure 4.2 (a)).

Sin > 2oum > 4, alors CT n’est ni une chaine ni une étoile. Du Théoréme 2.28, nous
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obtenons I',(CT) < m—1. D’autre part, considérons p le broadcast unitaire sur C'T". Comme p
est un broadacst dominant minimal de cotit m—n, nous déduisons 'inégalité I',(C'T) > m—n.

Pour n = 1 et m > 4, nous obtenons I',(CT) > m — 1, et par conséquent I',(CT) = m —1
(voir Figure 4.2 (b)).

Pour n =2 et £y = ¢; =1 (le cas ¢1 = 5 = 1 est similaire par symétrie), considérons le
broadcast g défini par : g(y3) = 1 pour tout j, j = 1,..., 4, g(ys) = 3, et g(x) = 0 sinon ¢
est un broadcast dominant minimal de cotit m — 1. Ainsi, I',(CT) > m — 1, et il en découle
I'égalité I'y(CT) = m — 1 (voir Figure 4.2 (c)).

Pour établir I'inégalité T',(CT) < m —2sin =2 et {y > 2 ou {1 > 2, nous allons vérifier
l'existence de deux arétes (ou plus) dans Ej.

Pourn=2et ¢, >2, onam>6et I(CT)>m—2> 4. Etant donné que le poids de
chaque sommet broadcast ne peut dépasser son excentricité, nous avons f(yi) < 3. D’autre
part, si f(y;) = 3, alors V;” = {y1} et o(f) =3 < 4 < m — 2, contradiction avec I'optimalité
de f. Ainsi, f(yl) < 2. Nous distinguons trois cas selon la valeur du poids de f(y7).

1. f(y}) =1 pourtout j=1,... 0.

Nous avons PBf(y{) = {yJ}, ceci implique que Py{' = ylz; pour tout j = 1,...,¢; et
x1 n'appartient a aucune chaine P/, ot v est un f-sommet broadcast de CT, v # .
Ainsi, les arétes xgr1 et x1x9 appartiennent a Ff

2. f(yl) =0 pour tout j =1,...,¢,.

Par le Lemme 4.1, y{ est f-dominé par y§ ou y3. Du Lemme 2.30, nous obtenons soit
PBy(ys) = L(x1) soit PBy(y;) = L(x1). Ainsi, nous avons soit P = Yexox1y) soit
Py = y%xgxly{, pour un certain j € {1,...,¢;}, et 'ensemble F; contient ¢; —1 > 1

arétes pendantes en plus de 'aréte xgx; ou de l'aréte xixs.

3. fly) =2
Nous avons PBy(yl) = {y},...,yi'}, car sinon les sommets pendants adjacents &
ou a Ty ne seraient pas dominés. Donc P, = ylyl pour un certain j € {2,...,6} et

x1 n’appartient & aucune chaine P/, ol v est un f-sommet broadcast different de y}.

v

Ainsi, les deux arétes xgz; et x;x2 appartiennent a Ej.

Pour n = 2 et ly > 2,0, =1let ly >2 onam>7et T, (CT) > m—2 > 5. Etant

donné que le poids de chaque sommet broadcast ne peut dépasser son excentricité, nous avons
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fs) <4, f(yl) <3, et f(yy) < 4. D’autre part, si [V;7| =1, alors o(f) <4 <5< m—2
contradiction avec 'optimalité de f. Ainsi, f(ys) < 3, f(vi) <2, f(ys) <3, et f(y)) #0.

Nous distinguons cing cas selon les valeurs de f(yg) et de f(y3).

1.

f(yg) =1 pour tout j =1,...,4, et f(ys) =1 pour tout [ =1,..., 0.

Nous avons PB;(y}) = {13} et PBs(y}) = {%}}, donc Py = Yoo et Py = ybxo. Ainsi,
les deux arétes xgxq et x1xo appartiennent a Ff

f(y3) =1 pourtout j =1,..., 4, et f(yd) =2 (le cas f(y) =2 et f(y4) = 1 pour tout
[ =1,...,0; est similaire par symétrie).

Nous avons PB;(}) = v} et PBs(y3) = {¥3,...,9%}, ce qui implique Py = Yo
et P = yays, pour un certain [ € {2,...,fy}. Ainsi, les deux arétes mor; et xx9

appartiennent & E.

. f() =1 pour tout j =1,... £y, et f(yd) =3 (le cas f(yd) = 3 et f(3}) = 1 pour tout

[ =1,...,0; est similaire par symétrie).
Nous avons PB(y}) = {4} pour tout j = 1,..., 4y, et PB;(y}) = y!, ce qui implique
Pyg = ygzxo et Py% = yszoxyt pour un certain k € {1,...,61}. Ainsi, 'aréte zoz; et les
arétes pendantes ybzo, | = 2,..., (5 appartiennent & E}.
flyp) =2 et flys) = 2.
Nous avons PBy(yd) = {v2,...,y} et PBs(yd) = {43, ..., 9%}, ce qui implique Py =
yéyg pour un certain j € {2,..., 4y}, et Py = yays pour un certain [ € {2,... 4y }. 1l
s'ensuit, f(y1) = 1 et PBy(yf) = {x1}. Ainsi, les deux arétes zoz; et x122 appartiennent
a Ey.
fyd) =2et fy3) =3 (le cas f(y}) = 3 et f(y}) = 2 est similaire par symétrie).

¢ L ;
Nous avons PBf(yg) = {45, y’} et PBs(y3) = {yi}, ce qui implique Py = y5y]
pour un certain j € {2,...,0}, et Py = yazomiyl. Ainsi I'aréte zor; et les arétes

pendantes ybxa, [ = 2, ..., ly appartiennent a F.

Dans chaque cas, nous avons prouvé l'existence d’au moins deux arétes dans Ej, et donc
['y(CT) < m—2. Comme I'y,(CT) > m—n > m—2, nous déduisons 'égalité I',(CT) = m —2
(voir Figure 4.2 (d) et (e)). O

Nous donnons dans le lemme suivant une borne inférieure au nombre de domination

broadcast supérieur sur les chenilles sans troncs.

76



Chapitre 4 Nombre de domination broadcast supérieur sur les chenilles sans troncs

T T

3 30 0 0

o

(a) n=3 (byn=4

000

w O—0O
w O—0O
o O0—=0O
o O0—0O

o—=o0O

(c)n=5
00 3 3 0 1 000 3
(d)n==6

FIGURE 4.3 — Exemples du broadcast f défini au Lemme 4.6

Lemme 4.6. Si CT est une chenille sans troncs, de longueurn > 1, alors Ty(CT) > P(”TH)J

Preuve. Soit CT = CT(ly, . ..,¥¢,) une chenille sans troncs, de longueur n, ou n+1 = 4q+r,

g €N et r=0,...,3. Définissons I'application f (voir Figure 4.3), en posant :

flyh) =3 siie{0,...,n—r}eti=1,2[4]
f(y2) =1 pour tout j =1,..., 4, sir=1
fyn) =3, si 7 =2
fyhy=3et fy._,) =1pourtout j =1,... 0, o, sir=3

et f(u) =0, pour le reste des sommets.

I est clair que 'application f est un broadcast dominant minimal de cofit

3(n+1)
2 )

o(f)=13 244, sir=1,

%L +£n—27 sir=3.

sir=20,2,
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Par conséquent, o(f) > H”;UJ, et [,(CT) > [3(n2+l)J. u

Par le Lemme 4.6 et le Lemme 4.5, nous déduisons une caractérisation des chenilles sans

troncs diamétrales.

Corollaire 4.7. 51 CT = CT(ly,...,L,) est une chenille sans troncs, de longueur n > 1,

alors CT est diamétrale si et seulement si l'une des conditions suivantes est satisfaite :
1. n=1, €0+€1€{2,3}.
2.%22760262:16t€1€{1,2}.

Preuve. Soit CT = CT(ly,...,{,) une chenille sans troncs de longueur n > 1, et de taille
m. Du Lemme 4.6, nous obtenons I',(CT) > {%J Comme diam(C7T) = n + 2, nous
déduisons T,(CT) > |22 | > diam(CT), sin > 3.

Sin = 1, alors diam(CT) = 3. Par le Lemme 4.5, nous avons [',(CT) = m si m = 3,
et [Y(CT) = m — 1 si m > 4. 1l s’ensuit, ['y(CT) = diam(CT) si et seulement si (¢, ¢1) €
{(1,1),(1,2),(2,1)}. Sin = 2, alors diam(CT) = 4, et du méme lemme, nous avons [',(CT) =
m—1,si by =14 =1 (ouly =Ly =1, par symétrie) et I',(CT) = m — 2, sinon. Ainsi, nous

obtenons I',(CT) = diam(CT) si et seulement si ({g, ¢1,02) € {(1,1,1),(1,2,1)}. O

D’apres le Corollaire 4.7, nous pouvons considérer dans la suite les chenilles C'T" de lon-
gueur n > 3. Ces chenilles ne sont donc pas diamétrales et tout I',-broadcast f sur C'T vérifie
Vi >2.

Nous déterminons dans la proposition suivante la valeur de I'y sur les chenilles qui vérifient

l; > 2 pour tout i =0,...,n.

Proposition 4.8. Si C'T' est une chenille de longueurn > 3, ou ¢; > 2 pour touti =20,...,n,

alors T'y(CT) =31 o t;

Preuve. Etant donné que le colit d’un broadcast unitaire dominant (minimal) est Y7 ¢;,
nous déduisons I'y(CT) > Y ¢;. Déterminons l'inégalité dans l'autre sens. Soit f un I'y-
broadcast sur CT', ot chaque f-sommet broadcast est un sommet pendant (un tel broadcast
existe par le Lemme 4.1). Nous démontrons d’abord que |E| > n. Pour cela, nous considérons
une aréte z;x;41 ¢ € {0,...,n— 1} de I'épine dorsale P, = zoxy ... 2,. Si 2;2;,1 est une aréte

d’une certaine chaine P/ € P/ alors du Lemme 4.4, vP est aussi un sommet pendant non
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adjacent a x;. Ainsi, I’ensemble Ff contient soit ¢; > 2 soit ¢; — 1 > 1 arétes incidentes
A x; selon que l'aréte z;_,x; appartient P/ ou non. Si aucune des chaines de P/ contient

TiTiy1, alors x;x;41 € Ey. Par conséquent, |E¢| > n, et ainsi, [',(CT) = |E(CT)| — |Ef| <
E(CT) =n=3" . =

Nous montrons dans le lemme suivant que pour les chenilles ou ¢; = 1 pour tout ¢ =

0,...,n, tout I'y-broadcast sur C'T satisfait f(u) # 2 pour tout u € Vf+.

Lemme 4.9. 57 CT est une chenille de longueur n > 3, ou £; =1 pour tout i =0,...,n, et

f est un Ty-broadcast sur CT, alors f(u) # 2 pour tout f-sommet broadcast u.

Preuve. Soit f un I',-broadcast sur CT'. Raisonnons par I'absurde, et supposons que f(u) = 2
pour un certain u € fo Par le Lemme 4.4, u et son f-voisin privé frontiere u” sont pendants.
Comme f(u) = 2, alors u et u? sont adjacents au méme sommet support, une contradiction

car {; = 1 pour tout ¢ =0,...,n. O

La propriété des chenilles CT = CT(1,1,...,1) établie dans le Lemme 4.9 nous permet

d’avoir la valeur exacte du nombre de domination broadcast supérieur de CT.

Théoréme 4.10. Si CT est une chenille de longueur n > 3, ou {; = 1 pour touti =0,...,n,

alors I'y(CT) = {%J

Preuve. Du Lemme 4.6, nous avons I',(CT) > [NnTH)J Pour 'inégalité dans I'autre sens,
nous considérons un I'y-broadcast sur CT f qui satisfait f(v) # 2 pour tout f-sommet
broadcast v. Grace au Lemme 4.1 et le Lemme 4.9, nous pouvons garantir 1’existence d’un
tel broadcast. Soit Ver = {v1,...,vs} Pensemble des f-sommets broadcast, ordonnés de telle
sorte que pour tout 4,5 = 1,...,s, si zy est le sommet support adjacent a v; et x; est le

sommet support adjacent a v;, alors ¢ < j si et seulement si :

1. Le sommet support x; se situe a gauche du sommet support x; dans I'épine dorsale

P, =xqx1...2, donc i < j', aveci,j’=0,...,n, ou

2. les sommets v; et v; sont adjacents au méme sommet support z;, c.a.d., v; = yi g,

Vj = Yil ko et k‘l < kfg.

Ainsi, sii < j, alors soit ¢/ < j' soit i’ = j' et ky < ko, aveci’,j’ =0,...,net ki, ke =1,..., 0.
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Etant donné que vy, est une feuille, nous avons v;, = 3! pour un certain i = 0, ..., n. Dans
la suite, notons par e; I’aréte pendante yjl-xj, j€40,...,n}.

Pour prouver I’énoncé, nous considérons deux cas.

Du Lemme 4.4, nous affirmons que le f-voisin privé frontiére v} est un sommet

pendant. Il s’ensuit que la chaine géodésique reliant v, a v} noté P, est la chaine

Uk
VEZiTis1 - - .xi+f(vk)_2v‘z ou la chalne vyz;z;_1 .. .xi_f(uk)ﬂvﬁ. Par conséquent,

{€it1,- s €itp)—3} C Ef ou {ei1,...,€_fw+3t C Ef. Dans le cas on 0 < k < s,
Ff contient de plus une autre aréte, qui sera soit ;i f(v,)—2Tit f(v,)—1 OU T;Tjt1, Suivant

la position de vy, et de vf. Ainsi, |Ef| > f(vg) — 3 si k = s, et |E| > f(vx) — 2 sinon.
Etant donné que P,, = yi; (rappelons que v, = y}), nous déduisons que z;z;11 € Fy,
et donc |[E¢| > 1,810 <k < s.
Notons que si une aréte z;z;,1, j = 0,...,n — 1, de épine dorsale P,, appartient a £,
alors x; est adjacent au dernier sommet pendant, a savoir yjl, d'une certaine chaine de P/,

et comme les chaines de P/ sont deux a deux disjointes (résultat du Lemme 2.30), alors

_ s—1 s—1 i _3 . . _3’
Fl= Y (fo) -2+ 3 14 )73 502
rlss JsL 0 si flvg) =1

Par conséquent,

S

Efl=1 > (flux)—2) |+ kz 1-1.

k=1 =1
f(vg)=3 fop)=1

Il s’ensuit,

|Ef| = To(CT) = 2{vg : f(uo) =3} — L.

Comme T'y(CT) = |E(CT)| — |Ey| et la taille de la chenille CT est 2n + 1, nous déduisons
20,(CT) < [E(CT)[ 4 2[{ve = fue) = 3} +1 = (2n+2) + 2[{v : f(vr) = 3},

ce qui implique

Ty(CT) <+ 1+ [{og : flu) > 3.
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Il n’est pas difficile de vérifier que dans chaque sous-chenille CT[i, i+ 3],i=0,...,n— 3, le
nombre des f-sommets broadcast de poids f(v) > 3 ne peut dépasser 2.

Ainsi, [{vg : f(uv) = 3} < 2L et Ty(CT) < 2L -

Nous avons déterminé la valeur de I'y, pour les chenilles ou ¢; > 2 pour tout + =0,...,n
(Proposition 4.8), et pour les chenilles ou ¢; = 1 pour tout ¢ = 0,...,n (Théoreme 4.10).
Maintenant, nous considérons les chenilles qui contiennent le motif 1 et le motif 2*. Nous
commengons par montrer que toute chenille admet un I'y-broadcast f avec f(u) # 2 pour

tout u € Vf+.

Lemme 4.11. Si C'T est une chenille sans troncs, de longueur n > 3, alors C'I" admet un

[y-broadcast f avec f(u) # 2 pour tout u € Vf+.

Preuve. Soit g un T'y-broadcast sur la chenille CT et soit u € V,*, avec g(u) = 2. Par
le Lemme 4.4, le sommet u et son g-voisin privé frontiere u? sont des sommets pendants.
Comme g(u) = 2, alors v = y; pour un certain i € {1,...,n}, et les deux sommets u et u?
sont adjacents au méme sommet support z;. Considérons 'application f obtenue a partir de
g en remplacant les g-valeurs de ¢/, j = 1,...,4;, par f(y}) =1, j =1,...,¢; L’application
f est un broadacst dominant minimal sur C'T" de cotit o(f) = o(g) + ¢; — 2. L’optimalité de
g implique ¢; = 2, et donc o(f) = o(g).

Nous pouvons répéter cette transformation sur chaque f-sommet broadcast de poids 2,
jusqu’a l'obtention d'un I'y-broadcast ou le poids associé a chaque sommet broadcast est

différent de 2. O

Nous démontrons dans le lemme suivant qu’il existe un I',-broadcast f qui satisfait f(u) <

+
3 pour tout u € V;".

Lemme 4.12. Si CT est une chenille sans troncs de longueur n > 3, alors CT admet un

[y-broadcast f ou f(u) < 3 pour tout u € Vf+.

Preuve. Soit g un I'y-broadcast sur C'T. Supposons qu'il existe un g-sommet broadcast u = y;
pour un certain i € {0,...,n}, avec g(u) > 4 et u est le g-sommet broadcast le plus a gauche
qui satisfait cette propriété. Par le Lemme 4.4, u et son g-voisin privé frontiere u” sont des

sommets pendants.
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______ ; ; ; ; ; I(; ;

(c)i—g(u)+2>0eti+glu)—2<n

F1GURE 4.4 — Illustration de la preuve du Lemme 4.12; Cas 1.

Nous considérons la sous-chenille CT* = CT'ig, 41|, ol ig et i; sont définis suivant les deux

cas suivants.

1. Tout sommet pendant appartenant a la frontiere broadcast B,(u) appartient & PBy(u).

Dans ce cas, nous posons :
io=0ceti; =i+ g(u) —2, st i—g(u)+2<0,
io=1—g(u)+2et iy =n, si i+ g(u)—2>n, (voir Figure 4.4)
igp=1—g(u)+2etip =i+ g(u) —2, sinon.

Il est facile de vérifier que 7oy < 4;.

De plus, i1 — iy + 1 < 3 est vraie si et seulement si (i = 0 et g(u) =4) ou (i = n et

g(u) = 4).
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En effet, sii = 0et g(u) =4, alors i —g(u)+2=—-2<0,ig =0et iy =i+g(u)—2 =2,
donc iy —ig+1<3etsii=net glu) =4, alorsi+gu) —2=n+2>n,i; =net
io=1—g(u)+2=n—2,donci; —ipg+1<3.

Inversement, supposons que i; —ig + 1 < 3 et g(u) > 4. Nous considérons trois cas.
Siit—g(u)+2<0,alorsi; —ig+1=1i+g(u) —1 <3, et i+ 3 <3, c'est-a-dire i = 0,
eti—g(u)+2<0.Sii+g(u)—2>n,alorsi; —ig+1=n—i+g(u) —1 <3, et
par suite, n — i+ 3 < 3, c’est-a-dire i = n, et i +g(u) —2 >n. Sii—gu)+2 >0
et i + g(u) — 2 < n, alors i; —ip + 1 = 2g(u) — 3 < 3 ce qui implique g(u) < 3, une
contradiction.

Ainsi, i3 —ip+1 <3 < g(u) =4 et i € {0,n}.

. Il existe un sommet pendant v, tel que v € By(u) et v ¢ PBy(u).

Dans ce cas, il existe un sommet broadcast v/, v’ # wu, tel que v est g-dominé par
u et par u' avec g(u') > 3. Comme u' est un sommet pendant, u' = yjl» pour un
certain j > 4. Les g-voisins privé frontiere de u et u' sont PBy(u) = L(x_,049) €t
PBy(u') = L(x], y(y_2), Tespectivement.

Soient 79 =i — g(u) + 2 et i3 = 7 + g(u') — 2. L’inégalité i; — iy + 1 > 4 est toujours
satisfaite dans ce cas, car i; —ig+1=j — i+ g(u) + g(u') —4 4+ 1 > 5, donc on peut
écrire 1 —tg+1=4g+r,ouqge N et 0 <r < 3.

Nous définissons une application h, définie a partir de g en modifiant seulement les g-valeurs

des sommets pendants appartenant & la sous-chenille CT* = CT'ig, i1] (nous savons déja que

la h-valeur de chaque support est 0). Nous considérons deux cas selon la valeur de i; —ig + 1

(qui est la longueur de CT™).

1.

2.

11—t +1<3.

Dans ce cas, chaque sommet pendant de B,(u) appartient & PBy(u), i =0 et g(u) =4
(le cas i = n et g(u) = 4 est similaire, par symétrie).

Si i = 0, nous posons h(yl) = 3, h(y) = 1 pour tout j = 1,..., 0y, et h(z) = 0 pour
tout z € {y3,..., %, yl, ..., yi'} (voir Figure 4.5).

L’application h est un broadcast dominant minimal de coiit o(h) = o(g)+3+l2—g(u) =
o(g) + ¢y — 1. L’optimalité de ¢g implique que ¢; = 1, ainsi o(h) = o(g).

iy — g+ 1> 4.
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i) T

4 00 0 0 00 4

3 00 1 1 00 3
(a) iOZO (b) ilzn

FIGURE 4.5 — Illustration de la preuve du Lemme 4.12, Cas 1.

Pour t =ig,...,7; — r, nous posons h(yi) = 0 pour tout j = 2,...,¢, avec {; > 2, et

0, sit—ig+1=0,1[4],
3, sit—ig+1=23[4]

h(y)) =

Dans le cas r = 0, tous les sommets de la chenille sont h-pondérés. Nous supposons

maintenant que r # 0 et nous considérons deux sous-cas selon que ig = 0 ou non.
(a) io # 0.
Nous posons h(yi) =1lpourtoutt =iy —r+1,...;51et j=1,...,4,

Nous posons

h(y;
h

) =1pour tout j =1,...,4, sir=1
y7,_1) =0 pour tout j =1,...,0;,_1,h(y)) =3 et

>

h
h

(j
(j
(yﬁl):()pour tout j =2,..., 4, sir=2
(yg1 o) =0 pour tout j =1,...,4; o,

(v

(

yi,_1) = 0 pour tout j =1,...,4; 1,

h(y.) =3 et h(ygl) =0 pour tout j =2,...,4;, sir=3.

Nous déterminons maintenant le colit du broadcast dominant minimal A. Nous considérons

trois cas.

(i) Tout sommet pendant de B,(u) appartient a PBy(u) et ¢ — g(u) + 2 < 0.

(le cas i + g(u) — 2 > n est similaire par symétrie).
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0 4 0 0
0 3 3 0
(a)r=0
0 4 0 0 0
0 3 3 0 1
(b) r=1
0 0 d 0 0 0
3 0 0 3 3 0
(¢c) r=2
0 0 0 ) 0 0 0
3 0 1 0 3 3 0

FIGURE 4.6 — Illustration de la preuve du Lemme 4.12, Cas 2.(i).

85



Chapitre 4 Nombre de domination broadcast supérieur sur les chenilles sans troncs

xio I I ~ :Lil
0 0 4 0 0
0 3 3 0 1
(a) r=1
0 0 4 0 0 0 0
0 3 3 0 1 1 1

FIGURE 4.7 — Illustration de la preuve du Lemme 4.12, Cas 2.(ii).

Dans ce cas, 4 < iy —igp+ 1 =i+ h(u) — 1, et par suite, i + h(u) > 5. Nous obtenons
3(i1—io+1)
2 )

3(i1—1i0) T
+ 1, sir=1,

U<h) = U(Q) - g(u) + 3(1'12,74'0,1) .

M-l 43, sir=2,

3(i1—io—2) S
S 44, sir =3,

sir=0,

c’est-a-dire,

i S i = 0,2,

i+ z'+g(;)*47

o(h)=0(g) + (voir Figure 4.6)

sir=1,3.

Comme, i+h(u) > 5, nous obtenons o(h) > o(g)+i+1sir =0,2et o(h) > o(g)+i+3,
sinon, ce qui contredit I'optimalité de g.

Tout sommet pendant de B, (u) appartient & PBy(u) et 0 < i—g(u)+2 < i+g(u)—2 <
n. Dans ce cas, 4 <i; —ig+ 1 = 2h(u) — 3 est impair.

Nous obtenons,

3w 4y gy =1

3(29(u)—6) _—

S 4, sir =3,
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et donc o(h)
Figure 4.7 ).

(iii)

= o0(g) + 29(u) — 5 > o(g) + 3, ce qui contredit I'optimalité de g (voir

Les Points (i) et (ii) ne sont pas satisfaits.

Dans ce cas, nous avons i; —ig+ 1 =7 — i+ g(u') + g(u) — 3 > 6. En effet, g(u) > 4,

gu') >3, j—i>1etsij—i=1, alors g(u') = g(u) > 4, car sinon «' g-dominerait

uP.

Pour iy = 0, nous obtenons

c’est-a-dire,

3(i1—i0+1)

3 , sir =20,
3(i1—1o) s
S04, sir=1,
J(h) - U(g) - g(U) - g(u/) + 3(i 271 —1)
=43, sir =2,
73(1'1—21‘0—2) +4, sir=3,
| — i )0 g — 2,
o(h) = o(g) + 1’ I
J—i4 RS sir = 1,3,

Donc, o(h) > o(g), ce qui contredit I'optimalité de g (voir Figure 4.8).

Pour i¢ > 0, nous obtenons

c’est-a-dire,

o(h) =o(g)+

a(g) = g(u) —g(u) + {4

3(’i1—i0+1)
2 )

3(@;’0) + fz'l 7

i1 —ig—1
" Lt b+
3(

Ba—io=2) 4 gy ot bior + by,

sir=20,

sir=1,

sir =2,

sir =3,
sir=20,
sir=1, _ ‘

(voir Figure 4.9)

sir=2,
sir=3.

Sir =0 our =1, nous obtenons directement o(h) > o(g), ce qui contredit 1'optimalité

de g.
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o—0
w o O—0O
oo O0—O

0 0
0 0
(a) r=0
0 0 4 0 0 0 4 0 0
0 3 3 0 0 3 3 0 1
(b) r=1
0 0 4 4 0 0
3 0 0 3 3 0
(c)r=2
0 0 4 0 4 0 0
3 0 1 0 3 3 0
(d)r=3

FIGURE 4.8 — Tllustration de la preuve du Lemme 4.12, Cas 2.(ii7) et ig = 0.

88



Chapitre 4 Nombre de domination broadcast supérieur sur les chenilles sans troncs

0 0
0 0
(a) r=0
0 0 4 0 0 0 4 0 0
0 3 3 0 0 3 3 0 1
(b) r=1
0 0 4 4 0 0
0 3 3 0 1 1
(¢c) r=2
0 0 4 0 4 0 0
0 3 3 0 1 1 1

FIGURE 4.9 — Illustration de la preuve du Lemme 4.12, Cas 2.(iii) et io > 0.
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Sir =2, alors a(h) = o(g) +j — i+ LRI 4y g > 0(g) — 24 Ly 1 .
L’optimalité de g implique alors ¢;, 1 = ¢;;, =1, et o(h) = o(g) dans ce cas.

Si 7 = 3, alors o(h) = 0(g)+j—i+ =TS g4 0l et j—itg(u!) +g(u)

doit étre pair. Ainsi,
o(h)>0(g)+(j—i) =4+l o+l 1+, >20(g9) =3+, 1+ 4y

L’optimalité de g implique ¢;, o =¢;, 1 ={;; =1, et o(h) = o(g) dans ce cas.
Nous répétons cette transformation sur chaque h-sommet broadcast de valeur supérieure

a 3 jusqu’a l'obtention d’une application avec la condition requise. O
Nous allons a présent, établir quelques propriétés sur les chenilles sans troncs.

Lemme 4.13. Si C'T' est une chenille sans troncs, de longueur n > 3, alors C'I" admet un

['y-broadcast f, qui satisfait :

1. Sily+ ¢ty > 3, alors f(yg) # 3 pour tout j, j =1,...,4y (ou, si l,_1 + €, > 3, alors
f(y2) # 3 pour tout j, 5 =1,....4,).

2. Siy} est un f-sommet broadcast pour un certain i = 1,...,n, avec f(y}) = 3, alors
Uensemble PBy(y}) est égal d L(x;—1) ou L(z;41) (dans ce cas, on dit que y} admet un
seul coté privé).

3. S’il existe un sommet pendant f-dominé par deux f-sommets broadcast u et u', alors

d(u,u’) = 3.

Preuve. Soit g un I'y-broadcast sur la chenille C'T', satisfaisant les conditions des Lemmes 4.1,
4.11 et 4.12. Ainsi, chaque g-sommet broadcast u est un sommet pendant et sa g-valeur
g(u) € {1,3}. Comme n > 3, du Corollaire 4.7, on déduit |V,[ > 2.
1. bo+ 6 >3 et g(yd) = 3.
Dans ce cas, nous considérons 'application f définie a partir de g en attribuant la valeur
1 & chaque sommet pendant appartenant a CT[0,1]. L’application f est un broadcast
dominant minimal sur CT' de cotit o(f) = o(g) —3 + lp + {1 > I',(CT). L'optimalité
de g implique ¢y + 1 = 3, et par suite o(f) = o(g). Par symétrie, nous obtenons aussi

f(y?) =1 pour tout j, j =1,... 4y, sil, 1+, > 3.
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2. y} est f-sommet broadcast pour un certain i = 1,...,n, avec f(y}) = 3.
Par la minimalité du broadcast dominant g, PBs(yy) = L(x1) (vesp. PBy(yy) =
L(z,_1)) si g(ys) = 3 (resp. g(yl) = 3). Supposons qu'il existe un g-sommet broadcast
ylt,i=2,...,n—1, 0t g(y}) = 3 et PBy(y;) = L(x;-1) U L(x;;1). Nous considérons
I’application f définie a partir de g en remplacant les g-valeurs des sommets pendants
de CT[i —1,i+ 1] par la valeur 1. L’application f est un broadcast dominant minimal
sur C'T de colit o(f) = 0(9) =3+ i1+ 4; + 41 > Ty(CT). L'optimalité de g im-
plique ¢;_1 + ¢; + £;11 = 3, et par suite, o(f) = o(g). Par symétrie, nous obtenons aussi
f(y2) =1pour tout j, j=1,...,4,, 8 b1+ £, > 3.

3. IL existe un sommet pendant f-dominé par deux f-sommets broadcast u et u'.

Soient u et u' deux g-sommets broadcast tels que Nyu] N Nyu'] contient un sommet
pendant, disons ¥}, et supposons que u est & gauche de u’. Ainsi, g(u) = g(u') = 3 et
d(u,u’) < 4 car sinon N¢u] N N¢[u'] = 0. Si d(u,u’) # 3, alors forcément d(u,u’) =
4, PB¢(u) = L(x;_2) et PB¢(u') = L(z;42). Considérons l'application f définie par
flyls) = 1 pour tout j = 1,....yi7, f(yl) = flyho) = 3, flyl1) = F(b)
f(yl ) = 0 pour tout j = Loyt k=2 40 1= 2,...,yff:11, et f(v) = g(v)
f)

sinon. L’application f est un broadcast dominant minimal sur CT de cotit o

0(g) + ¢;—2, contradiction avec l'optimalité de g.

]

Soit C'T: une chenille sans troncs de longueur 3, contenant cing arétes pendantes. La
chenille CTy doit étre 'une des chenilles CT(2,1,1,1), CT(1,2,1,1), CT(1,1,2,1), ou
CT(1,1,1,2). Nous dirons qu'une chenille CT est CTg-libre si CT ne contient aucun des
motifs suivants : 2111, 1211, 1121 ou 1112. Par ailleurs, nous dirons qu'un broadcast ¢ sur
une chenille CT' est un bon ['y-broadcast si g est un I'y-broadcast satisfaisant les conditions

des Lemmes 4.4, 4.11, 4.12 et 4.13.

Lemme 4.14. Si C'T' est une chenille sans troncs, de longueur n > 3, alors C'T" admet un
['y-broadcast f tel que f(yf) =1 pour tout j = 1,...,4;, quand {; > 3, ou l; =2 si C'T" est

une chenille CT3-libre.

Preuve. Soit C'T' une chenille sans troncs de longueur n > 3, et soit g un bon I',-broadcast
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0 300 3 0 0 300 0
1 111 1 1 1 111 1
(&) bi1 +Liv1 +iza =3 (b) bi—a+4bi 1 +4iy1 =3
000 3 3 0 0 3 3 000
111 1 1 1 1 1 1 111
(€) lix1 + liyo +liz3 =3 (d) iz +lia+14i1 =3

FIGURE 4.10 — [lustration de la preuve du Lemme 4.14, Cas (1.a) et Cas 2.

sur C'T. Supposons qu’il existe un sommet support z; tel que £; > 2 et g(y}) # 1 (c’est-a-dire,
g(y)) # 1 pour tout j =1,....4).

Si i =0 (le cas i = n est similaire, par symétrie), alors £y + ¢; > 3 et g(y}) # 3 par le
Lemme 4.13(1). Ainsi, g(ys) = 0 et y} est g-dominé par yi avec une g-valeur g(y;) = 3. En
considérant la méme application f définie dans la preuve du Lemme 4.13(1), nous pouvons
vérifier que f satisfait ’énoncé du Lemme ci-dessus.

Supposons maintenant que 0 < i < n. Nous avons soit g(y,) = 3, soit g(y;}) = 0.

L ogly;) =3.

D’apreés le Lemme 4.13(2), le sommet pendant 3] possede un seul coté privé. Suppo-
sons sans perte de généralité, que PB,(y;) = L(x;_1), ce qui implique i + 1 # n.
Du Lemme 4.13(3), nous avons g(y},;) = 3 et du Lemme 4.13(2), nous avons aussi
PBg(yz‘lﬂ) = L(ziy2).

Considérons I'application f définie a partir de g en remplacant les g-valeurs des som-
mets pendants de CT[i — 1,7+ 2] par la valeur 1. L’application f est un broadcast
dominant sur CT' de cotit o(f) = o(g9) — 6 + €;_1 + £; + {i11 + Ci12. Nous considérons

deux cas selon la valeur de ¢;.

92



Chapitre 4 Nombre de domination broadcast supérieur sur les chenilles sans troncs

Dans ce cas, 'optimalité de g implique ¢; = 3 et {;_ 1 = {;11 = {;1o = 1, et par
suite o(f) = o(g) (voir Figure 4.10(a)).
(b) ¢; =2 et CT est CTg-libre.
Dans ce cas, la sous-chenille CT[i — 1,7 + 2| doit contenir au moins six arétes
pendantes, et donc o(f) = 0(g9) — 6 + i1 + ;i + liy1 + Lo > 0(g) = [W(CT).
L’optimalité de ¢ implique ¢; 1 + €; + ;11 + {;1 o = 6, et donc 'existence de
deux sommets supports doubles (adjacent & deux sommets pendants) et les autres
sommets supports sont adjacents a un seul sommet pendant, ainsi nous obtenons
a(f) =olg).
2. g(y;) =0.
Dans ce cas, y; est g-dominé par un g-sommet broadcast, disons sans perte de généralité
Y1, dont la g-valeur est g(y},,) = 3, et donc y; est un g-sommet privé frontiere de
y}H par le Lemme 4.13(3). Puisque ¢; 4+ ¢;.1 > 3, alors i + 1 # n, par le Lemme 4.13(1).
De plus, i + 2 # n, car sinon y}l, o ,yfln serait dans PBg(y}H), ce qui contredirait le
Lemme 4.13(2). Il s’ensuit, comme dans le précédent cas, PBy(yi 1) = L(z:), 9(yio) =
3 et PBy(ylis) = L(xiy3). Nous considérons l'application f définie a partir de g en
remplagant les g-valeurs des sommets pendants de C'T[i,i+ 3] par la valeur 1 (voir
Figure 4.10 (c) et (d)). L’application f est un broadcast dominant minimal sur CT' de
coit o(f) =0(g) —6+€;+lir1+ i+ i3 et nous concluons comme le cas précédant.

]

Soit C'T" une chenille sans troncs, d’ordre n > 3, et soit f un I'y-broadcast sur C'T". Pour
tout sommet support x;, 2 = 0,...,n, avec £; = 2, nous notons par Fij =CT[i—j+1,i—j+4],
j=1,...,4, une chenille de type CTZ. Sur Fij , nous considérons une application 9? , définie
par 0 (y- ;. 5) = 07 (yl_..5) = 3 et 6! (v) = 0 sinon (voir Figure 4.11).

Lemme 4.15. 5i CT est une chenille de longueur n > 3 et x; est un support avec {; = 2
pour un certain i € {0,...,n}, alors CT admet un T'y-broadcast f tel que

1. Si x; napparait pas dans chaque F!, j =1,...,4, alors f(y}) = f(y?) = 1.

2. Si z; est un support d'une sous-chenille CT'" de CT, de type CTZ, alors soit f(y}) =

f2) =1, soit fy!) = 62 (y}) et f(y2) = 0/ (y2) pour un certain j € {1,...,4}, oi
CT' = F! et la restriction de f sur CT' est 6.
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ZT; x;
00 3 3 0 0 30 3 0
(a) j =1 (b)j=2
T T
0 3 30 0 0 3 3 00
(c)j=3 (d) j=4

FIGURE 4.11 — La fonction 92 , pour les différentes valeurs de j.

Preuve. Soit g un bon I'y-broadcast sur la chenille CT qui satisfait le Lemme 4.14. Si g(y}) =
g(y?) = 1, nous n’avons rien a prouver et la preuve est terminée. Supposons maintenant que
g(y}) # 1, done (g(y}), 9(v?)) € {(0,0),(3,0)}. Les sommets y; et y? sont g-dominés par
un certain g-sommet broadcast u (u = y; est possible), avec g(u) = 3 (nous remarquons
du Lemme 4.13(1), que ¢ # 0). Par le Lemme 4.13(2), u posséde un seul coté privé, et du
Lemme 4.13(3), il existe un g-sommet broadcast «’, tel que g(v') = 3 et d(u,u’) = 3. Soit
X = CTlig, o + 3] une sous-chenille de C'T, dont les sommets pendants sont g-dominés par
u ou par v’ dans CT. Nous considérons deux cas possibles selon I'appartenance ou non de z;

dans la sous-chenille F7.

1. x; n’appartient a aucune sous-chenille Fij 7 =1,...,4.
Dans ce cas, X doit contenir au moins six arétes pendantes. Nous considérons 'ap-
plication f obtenue a partir de g en remplacant les g-valeurs des sommets pendants
de X par la valeur 1. L’application f est un broadcast dominant minimal sur CT de
cott o(f) =0(g) — 6+ liy + lig1 + Lig+2 + lig+s > [w(CT). L'optimalité de g implique
Uiy + ligs1 + ligr2 + Liyr3 = 6, de sorte que o(f) = o(g) et f satisfait le Point 1 du
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00 30 30 00 00 30 30 00
11 11 11 11 11 11 11 11
(@) b1 +ligo +Liys =4 (b) i1 4+ liy1 +Lligo =4
jo O A j&) jo O O A
00 30 30 00 00 30 30 00
11 11 11 11 11 11 11 11
(€) bicg + 41+ 411 =4 (d) bici+lig+ i3 =14

FIGURE 4.12 — Illustration de la preuve du Lemme 4.15, Cas 1.

lemme, (voir Figure 4.12).

2. x; est un support d’une sous-chenille C'T” de CT, de type CTy.
Dans ce cas, {;, + ;jy41 + lig+2 + liy+3 < 6, car sinon nous pourrions remplacer les
g-valeurs de chaque sommet pendant de X par la valeur 1, et ce nouveau broadcast h
serait dominant minimal sur CT', de cotit o(h) > o(g) = I',(CT'), une contradiction avec
I'optimalité de g. D’autre part, si I’égalité ¢;, + €;,+1 + Ciy+2 + Ciy+3 = 6 est vraie, alors
nous considérons I'application f obtenue a partir de g en remplagant toutes les g-valeurs
des feuilles de CT'[ig, ig + 3] par la valeur 1. L’application f est un broadcast dominant
minimal sur C'T de coiit o(f) = o(g) et satisfait f(y}) = f(y?) = 1. Par conséquent,
nous supposons dans la suite ¢;, + ¢;, 41 + liy+2 + liy+3 = 5, et nous distinguons deux
cas selon les valeurs de g(y}) et g(y?).
(2) 9(y;) = 9(u) = 0.
Dans ce cas, X = CT[i —3,i] avec u =y} ; et v =yl 5, ou X = CT[i, i+ 3] avec
u =y}, et v =y, Dans le premier cas, et comme {;_3+{;_o+ ;1 +{; =5 est
satisfaite, nous déduisons que CT[i — 3,i] est un CTZ, g(y}) = 0} (y}) et g(y?) =
0} (y?), auquel cas CT' = X = F}! et la restriction de g sur CT” est #}. Dans le

deuxieme cas, puisque ¢; + ;11 + {10 + {; 3 = b est satisfaite, nous pouvons aussi
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déduire que CT'i,i + 3] est un CTY, g(y}) = 0} (y}) et g(y?) = 0} (y?), auquel cas
CT' = X = F} et la restriction de g sur CT" est 6.
(b) g(y;) =3 et g(y;) = 0.

Dans ce cas, u = y; et ' € {y}_,,yi,}. Le cas on v/ = y;,, implique que
PB(y}) = L(x;41) et PB(y} ;) = L(x;_3), et donc X = CT[i — 2,i + 1]. Puisque
Ui o+ l; 140+l =5 est satisfaite, CT[i — 2,7+ 1] est un type de CT%, g(y}) =
03 (y}) et g(y?) = 63 (y?), auquel cas CT' = X = F? et la restriction de g sur C'T’
est 0?2. Le cas ou v’ =y}, ,, implique que PB(y;) = L(zi—1) et PB(y},) = L(z12),
cest-a-dire X = CT[i —1,i+2]. Comme ¥;_1 + {; + {; 11+ ;10 = 5 est vraie, alors
CTli — 1,i + 2] est un type de CTy, g(y!) = 62(y}) et g(y?) = 0%(y?), auquel cas
CT' = X = F? et la restriction de g sur CT" est 62.

]

Soient C'T} et C'T; deux chenilles de longueurs n; et ny respectivement. La concaténation

de CT; et C'T; est une chenille C'T} + C'T5, de longueur ny + ny + 1, ou

(OTl + OTQ)[O, nl] = CTl,
(CTl + CTQ)[TH + 1,711 “+ ng + 1] = CTz,
OTl -+ @ = CTl, et, ®+ CTQ = OTQ

A Taide de l'opération concaténation, nous pouvons définir quelques transformations sur

toute chenille C'T" de longueur n. Pour un entier ¢, i =0, ...,n — ny, soit :
— CT[CTy/0,1i] est la chenille obtenue de C'T apres suppression de CT; = CT[i,i + ny]
CT[ny + 1,n] si1=0,
CT[CT,/0,i] =4 CT[0,n —ny — 1] sit=n—mny,
CT[0,i—1]+CT[i+n,+1,n] sii=1,....n—n;—1

— CT[0/CTs,i] est la chenille obtenue de C'T' en insérant la chenille CT; entre les deux
supports z; 1 et x; de C'T si i # 0, et la concaténation de C'Ty et C'T' sinon,

CT, +CT sii=0,

CT[0,i — 1)+ CTy +CTli,n] sii=1,....n—mn

96



Chapitre 4 Nombre de domination broadcast supérieur sur les chenilles sans troncs

— CT[CT,/CTs,1] est la chenille obtenue de CT' en supprimant C'Ty = CT[i,i+ny] et en

insérant C'T5 entre les deux supports x;_1 et z; de C'T,

CTy, + CTny + 1,n] sii=0,

CT[CTl/CTQ,Z] = CT[O,n—n1—1]+CT2 sii:n—nl,

CT[0,i —1]+CTy+CTli+n1+1,n] sii=1,....n—ny —1

Lemme 4.16. Soit CT" une chenille sans troncs, de longueur n > 4, et contenant les motifs

Let2t. Si M =CT(1,1,1,1) est une sous-chenille de CT, alors

T,(CT) = Ty(CT[M/0,4]) + 6.

Preuve. Soit C'T" une chenille sans troncs de longueur n > 4, et contenant les motifs 1 et

27, et soient vovv9v3 I'épine dorsale de la sous-chenille M, ol w; est un sommet pendant
adjacent & v; pour i = 0,...,3. Pour montrer I'égalité I',(C'T) = T',(CT[M/D,1]) + 6, nous
prouvons les deux inégalités suivantes : (1) I',(CT)+6 < T',(CT[0/M,i]) et (2) T,(CT)—6 <
Ty(CT[M/D,4)).

1. Soit f un bon I'y-broadcast sur la chenille C'T" qui satisfait les Lemmes 4.14 et 4.15.

Pour prouver 'inégalité (1), il suffit de trouver pour chaque chenille C'T', un broadcast

dominant minimal g sur CT[(0/M,i] de cott T',(CT) + 6.

Si i = 0, alors soit f(yj) € {0,1} pour tout j = 1,...,4 (donc f(y}) = 0 pour tout

j=1,....00 ou f(y}) = 1 pour tout j = 1,...,4), soit f(yd) = 3 (donc f(y3) =0
pour tout j = 2,...,4). Nous distinguons deux cas selon la pondération de f(17), j =
1,..., 4.

(a)

f(5) =0 (resp. f(y)) = 1) pour tout j =1,..., £

Dans ce cas, PBs(yl) = L(zo) (resp. PB;(y)) = {43} pour tout j = 1,...,4
quand ¢y > 1, ou PBy(yy) = {xo} quand £, = 1). Nous considérons l'application
g définie par g(wy) = glwn) = 3, g(wo) = glws) = g(vs) = 0 pour i = 0,1,2,3,
et g(u) = f(u) sinon (voir Figure 4.13.(a)). Nous avons PBy(w;) = {wo} et
PB,(wy) = {ws}, ce qui implique que g est un broadcast dominant minimal sur

CT[D/M,i] de cout T'y(CT) + 6.

flyp) =3.
Dans ce cas, PB;(y3) = L(z1) dans CT. Considérons I'application g définie par
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]
w
w
@]
]
@]
]
w
w
@]
—_
—_

FIGURE 4.13 — [llustration de la preuve du Lemme 4.16, Cas 1 i = 0, Cas (a) et (b).
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(b) Cas (b)-(d)

FIGURE 4.14 — Illustration de la preuve du Lemme 4.16, Cas 1 ¢ # 0, Cas (a)-(d).
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g(wg) = g(ws) = 3, g(w1) = g(ws) = g(v;) =0 pour i = 0,1,2,3, et g(u) = f(u)
sinon (voir Figure 4.13.(b)). Nous avons PB,(wg) = {w:i} et PBy(w;s) = {ws},
ce qui implique que g est un broadcast dominant minimal sur CT[()/M, i de cofit
I, (CT) + 6.

Soit ¢ € {1,...,n}. Nous distinguons quatre cas :

(a) f(yl)) et f(yF) € {0,1} pour tout j=1,... .0y etk=1,....4.

Dans ce cas, chaque sommet pendant y{,l (resp. yF) est soit son propre voisin privé
soit il est voisin privé de yi_, (resp. y}, ). Nous considérons la méme application
g définie précédemment dans le Cas la (voir Figure 4.14.(a)).

(b) fyia) = flyy,) =3
Dans ce cas, PB(y;_,) = L(z;_s) et PBy(y;) = L(z;41) dans CT. Nous consi-

dérons la méme application g définie précédemment dans le Cas 1b (voir Fi-

gure 4.14.(b)).

(c) flyt,)=3et f(y¥) € {0,1} pour tout k =1,...,¢;.
Dans ce cas, PB;(y;_;) = L(z;) dans CT. Nous considérons Iapplication g définie
par g(ws) = g(ws) = 3, g(wo) = g(w1) = g(v;) =0, pour i = 0,1,2,3, et g(u) =
f(u) sinon (voir Figure 4.14.(b)). Nous avons PB,(y;_;) = {wo}, PBy(w2) = {w;}
et PBy(ws) = L(x;). Ainsi, g est un broadcast dominant minimal sur CT'[(/M, i]
de coiit T'y(CT) + 6.

(d) f(yl_,) €{0,1} pour tout j =1,...,4; et f(y}) = 3.
Dans ce cas, PBf(y}) = L(z;—1) dans CT. Nous considérons Papplication g dé-
fimie par g(wn) = g(wr) = 3, g(ws) = gws) = g(v) = 0 pour i = 0,1,2,3,
et g(u) = f(u) sinon (voir Figure 4.14.(b)). Nous avons PBy(wy) = L(x;_1),
PBy(wy) = {ws} et PBy(y;) = {ws}. Ainsi, g est un broadcast dominant minimal
sur CT[0/M,1] de cotit Ty(CT) + 6.

2. Soit f un bon I'y-broadcast sur la chenille C'T" satisfaisant les Lemmes 4.14 et 4.15.
Nous prouvons l'existance d'un broadcast dominant minimal g sur CT[M /), 0] de cofit
o(g) > I'h(CT) — 6.

Nous distinguons deux cas, selon que ¢ = 0,7 — 4 ou non.

Supposons d’abord que ¢ = 0 (le cas ¢ = n — 4 est similaire par symétrie). Nous
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considérons deux sous-cas.

(a) flyo) = flys) =0t fly1) = fyz) = 3.
Dans ce cas, PB;(yi) = {ys} et PB;(ys) = {y3}. L’application g, définie comme
la restriction de f sur CT[M/),0] reste un broadcast dominant minimal sur
CT[M/0,0] de coiit I'y(CT) — 6.
De manicre similaire, si f(y3) = f(yi) = 3 et f(yi) = f(yi) = 0, alors
PB(yy) = {yi} et PBs(ys) = {yi}. Le broadcast g précédent reste valide, et

g est un broadcat domianant minimal de coit I'y(CT') — 6.

(b) fyo) =3, f(y2) =1 et fy1) = flyz) = 0.
Dans ce cas, PBy(ys) = {y1}, PBy(ys) = {ys} et PBy(y;) = {yp}, on f(ys) = 3. Si
n = 4, alors CT[M/(,0] = CT[4, 4] et par le Théoreme 2.28, T',(CT[M/D,0]) = {4.

La relation £, = 1 doit étre vérifiée, car sinon nous pourrions poser h(yi) = h(y;) =

3, h(yl) = 1 pour tout j = 1,...,¢, et h(u) = 0 sinon et h serait un broadcast
dominant minimal de cotlit 6+/44, ce qui contredirait I'optimalité de f quand £, > 1.
Ainsi, Ty (CT) — 6 = 1 = T,(CT[M/0,0)).
Puisque y; possede un seul coté privé par le Lemme 4.13(2), nous avons n # 5. Soit
n > 6. La sous-chenille C'T'[3, 6] est telle que C'T[3,6] = CT(1,1,1,1) ou CT3, 6]
est de type CTZ, différente de F!, par les Lemmes 4.14 et 4.15 et par le fait que
03 =1. 1l s’ensuit f(yi) =3 et f(u) = 0 pour tout autre sommet de CT[3,6]. Sur
CT[M/0,0], Nous considérons ’application g, obtenue & partir de f en remplagant
les f-valeurs de y! et y& par g(y}) = 0 et g(yd) = 1 pour tout j = 1,...,0.
Donc, PBy(y}) = L(xs) et PB,(y}) = {yi} pour tout j = 1,..., 4, ce qui nous
permet d’affirmer que g est un broadcast dominant minimal sur CT[M/(),0] de
cotit o(g) =Ty(CT) + 4 — 7> T1,(CT) — 6.

Considérons maintenant le cas ¢ € {1,...,n — 1}. Nous distinguons cinq sous-cas :

(a) f(yi) = fyis) = 0et f(yira) = f(¥ira) =3

Dans ce cas, PBf(yi,) = {y;} et PB(yt,) = {yl 4} L'application g définie
par la restriction de f sur CT[M/0),] reste un broadcast dominant minimal sur
CT[M/0,1] de cotit T',(CT) — 6 (voir Figure 4.15.(a)).
De maniére similaire, si f(y;) = f(yis) = 3 et f(yi1) = f(yl,) = 0, alors
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FIGURE 4.15 — Illustration pour la preuve du Lemme 4.16, Cas 2 i # 0, Cas (a)

PB(y}) = {y}.} et PB(y}l,3) = {yio}. Le broadcast précédent g reste valable
pour ce cas (voir Figure 4.15.(b)).

Si f(yi) = flyin) = 3 et f(Yira) = f(yirs) = 0, alors PBy(y;y) = {yina}
PB¢(y;) = L(z;—1) et PB(yl,) = {yls}, avec f(yira) = 3. En considérant en-
core l'application g définie précédemment, nous obtenons PB,(y},,) = L(z;_1).
Ainsi, g est un broadcast dominant minimal sur CT[M/0,0] de colit o(g) =
I'y(CT) — 6 (voir Figure 4.15.(c)).

(b) f(yi) = fyia) =3, f(yisa) =0 et flyis) = L.
Dans ce cas, PBy(y;) = L(xi1), PBy(yi11) = {viso} et PBy(yiys) = {viys}. Nous
considérons Papplication g sur CT[M/(), 0], obtenue & partir de f en remplagant
pour tout j = 1,...,¢;,_1, les f-valeurs de 3/ , par 1 (voir Figure 4.16.(a)). Nous
avons soit PBy(y] ;) = {x;_1} soit PB,(y}_,) = {y_,} pour tout j =1,...,0; ;.
L’application g est un broadcast dominant minimal de cotit o(g) = I'y(CT) — 7+
li1 >Ty(CT) — 6.
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FIGURE 4.16 — Illustration pour la preuve du Lemme 4.16, Cas 2 ¢ # 0, Cas (b)-(e).
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(c) fyi) =3, fyip) = fyirs) =0 et flyipy) = 1.

Dans ce cas, par le Lemme 4.13(3), f(yl_,) = 3, ce qui implique f(y/ ,) = 0 pour
tout j = 1,... 0. Ainsi, PBy(y; 1) = {yio}, PBr(yi) = {vira}s PBr(yiya) =
{ylio} et PBy(yia) = {yls}, avec f(yi,y) = 3. Nous considérons Papplication
g sur CT[M/(,0], définie & partir de f en remplagant pour tout j = 1,...,4; o,
les f-valeurs de y! , par 1 et les f-valeurs de 3 | par 0 (voir Figure 4.16.(b)).
Nous avons PBy(yl,,) = L(x;_1) et PBy(yl_) = {y]_,} pour tout j = 1,... £ o.
L’application g est un broadcast dominant minimal de coiit o(g) = I',(CT) — 7+
lis > Ty(CT) — 6.

(d) fyi) =3, fyin) = 0 et f(yiyo) = flyis) = 1.
Dans ce cas, par le Lemme 4.13(3), f(yl ,) = 3 et donc f(y!_,) = 0 pour tout
j = L., lio. Ainsi, PBy(y;y) = L(@i2), PBy(yi) = {yin1} PBr(¥ise) =
{vlio}, PBy(yirs) = {ulis} et f(yls) # 3. Nous considérons I'application g sur
CT[M/0,0], obtenue & partir de f en remplagant, pour tout j = 1,...,6; o, les
f-valeurs de yf_Q par 1 et pour tout k = 1,...,0;_1, les f-valeurs de y* ; par 1
(voir Figure 4.16.[(c) et (d)]). Nous déduisons PBy,(y] 5) = {y] 5}, j=1,...,li_s
et PB,(yF ;) = {yF,} pour tout k = 1,...,¢;,_;. L’application g est donc un
broadcast dominant minimal de cotit o(g) = T'y(CT)—8+4;_1+¥{;_o > T',(CT)—6.

(€) f(yi) =0, f(Yir1) = f(Wiya) = flyis) = 1.
Dans ce cas, f(yi ) = f(yt ) = 3, f(yl_3) = 0 pour tout j = 1,...,4; 3, et
f(yi4) # 3. De plus, nous avons PBy(y;_,) = L(z;—3) et PBs(y; 1) = {y; }. Nous
considérons lapplication g sur CT[M/(), 0], obtenue a partir de f en remplagant
les f-valeurs de y{,g,, yF ,etyl | par 1pourtout j =1,.... 6 3, k=1,... ;o
l=1,...,¢;_1 (voir Figure 4.16.(e)). L’application g est un broadcast dominant
minimal de cott 0(g) =Ty(CT) — 9+ l;—3+ ;o + L;—y > T,(CT) — 6.

Dans chaque cas, nous avons pu prouver l’existence d’un broadcast dominant minimal g
sur CT[M/(,0] de coit o(g) > T'W(CT) — 6. Ainsi, T'y(CT) — 6 < Ty (CT[M/D,0]), comme

demandé. O

Pour toute chenille CT sans troncs et contenant les motifs 1 et 2%, sile motif [T =1...1,

de longueur p + 1, p > 3, apparait dans C'T', nous pouvons de maniere itérative supprimer
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toutes les sous-chenilles isomorphes a M. La chenille résultante apres suppression de M, notée
CT", est appelée la chenille réduite de C'T'. Nous notons par zj ...z, les sommets épines de
CT" et L(z) ={t},...,t""} I'ensemble des sommets pendants adjacent & z;.

Grace au Lemme 4.16, le résultat suivant est immédiat.

Proposition 4.17. Si C'T" est une chenille sans troncs, de longueur n > 4, contenant les

motifs 1 et 2%, et CT" la chenille réduite de CT de longueur k, alors

Fb(CT) == Fb(CTT) + 67LM,

n+l—k

1 est le nombre d’élapes nécessaires pour tranformer C'T' en CT".

ou Ny =
A Daide de la Proposition 4.8, si la longueur de CT" est k et pour tout i = 0, ..., k, m; > 2,
alors :

i >2
Désormais, nous supposons que CT" est une chenille contenant les motifs 1 et 27, et les
motifs 1...1, de longueur p + 1, existe dans C'T" seulement si 0 < p < 2.

Soit H 1'une des trois sous-chenilles CT'(1), CT(1,1) ou CT(1,1,1) de CT'. Afin de prouver
la prochaine proposition, nous introduisons une nouvelle définition.
Un broadcast dominant h sur H est H-pendant limité si les sommets pendants de CT,
différents de ceux de H, ne sont pas h-dominés par un certain h-sommet broadcast de V;'.

Notons
Fyy = {h : h est un broadcast dominant H-pendant limité minimal sur H},
et soit hy un broadcast dominant H -pendant limité minimal sur H de colit maximum
o(hy) = max{o(h) : h € Fy}.
Comme hy est un broadacst dominant sur H , nous avons immédiatement
o(h) < Ty(H).

Proposition 4.18. Soit C'T' une chenille sans troncs, de longueur n > 4, et soit H =
CTlig, 1] l'une de ces trois sous-chenilles CT(1), CT(1,1) ou CT(1,1,1) de CT. Si f est un
I'y-broadcast sur CT, alors

[y(H) sizg€ H oux, € H, oup=0 etxg,x, ¢ H,

o(hi) = ,
p+1 sip=12etxy,x, ¢ H.
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Preuve. Soit H = CTlig, 1], avec 1 < i3 —ig+ 1 < 3, et soit h un broadcast dominant
H-pendant limité minimal sur H.
l.zpe Houx, € Hyoup=0et xg,z, ¢ H.
Par symétrie, il suffit de considérer le cas x,, € H ou, p =0 et g, x, ¢ H.
L’application définie dans le Lemme 4.6 est un broadcast dominant H-pendant limité

minimal sur H de cott { . Donc,

FW;UJ < o(hu) < Ty(H)

Comme I'y(H) = {@J, nous obtenons o(hy) = [y(H) = FMTH)J
2. p=1,2et 21,2, ¢ H.

Sip=1, alors i, =iy + 1 et les configurations suivantes sont les seules possibilités qui

peuvent se présenter.

W) = h(zy,) = 0 et h(yl) = h(y}) =1, ou
h(wi,) = h(zi,) =1 et h(y;,) = h(y;,) =0, ou
h(zi,) = h(yl) = 0et h(y}l) = h(z;) =1, ou
h(z;,) = h(y},) = 1 et h(z;,) = h(y;,) =0

Puisque o(h) = 2 dans chaque cas, nous obtenons o(hy) =2 =p + 1.

Sip =2, alors i, =19 + 2 et les seules possibilités qui peuvent se présenter sont :

h(yilo) h(yfi10+1) = h(yzlo+2) =1 et h(zi)) = h(Tig+1) = M(Ti12) = 0, ou
Wwig41) = h(yiy) = (yi40) =1 et h(wiy) = h(wip+2) = h(yj4,) =0, ou
hwi) = h(@igr1) = M(igr2) = 1 et hy;) = h(yy 1) = h(yj42) =0, ou
h(wiy) = h(@ig+2) = Myiy1) = 1 et hy;) = h(yi,12) = M(®ip11) = 0, ou
h(ziy) = M(wi42) = h<y210) = h’(yilo—i-l) = h(yilo—f—Z) =0 et h(xjp41) = 2, ou
h(iy) = M(@igs1) = Migr2) = h(Yi,) = "(Yig12) = 0 et h(y;, 1) =3
Puisque dans chaque cas, o(h) est égal & 2 ou 3, nous obtenons o(hy) =3 =p+ 1

Soit Hy,...,Hs une séquence de sous-chenilles maximales CT'(1), CT(1,1) et CT(1,1,1)

dans C'T". En vue des Lemmes 1, 812,15 et 16, nous pouvons a cette étape donner la valeur
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exacte de I',(CT") quand la chenille réduite CT" de CT contient les motifs 1 et 27, et C'T'
est C'Ty-libre.

Lemme 4.19. Soit CT une chenille sans troncs de longueur n > 3 et soit C'I'" une chenille

réduite de CT contenant les motifs 1 et 2. Si CT" est CTg-libre, alors

S

To(CT") =Y olhy) + Y ma

i=1 im;>2

D’apres la Proposition 4.17, et le Lemme 4.19, nous déduisons la formule suivante.

Théoreme 4.20. Si C'T est une chenille sans troncs, de longueur n > 3, contenant les
motifs 1 et 27, et CT est CTa-libre, alors
Ty(CT) =6 X npy + ia(ﬁm) + 3 m
i=1 i >2

Concernant les chenilles réduites CT" de longueur k, la formule de I'y(CT") n’est pas si
simple & déterminer quand C'TZ est un sous-graphe induit de C'T", c’est pourquoi il est né-
cessaire de démontrer préalablement d’autres résultats et propriétés. Nous introduisons ainsi
une nouvelle application qui détermine pour chaque broadcast dominant f la pondération
des sommets pendants d'un support z;, avec m; = 2, ¢ = 0,..., k, ou toutes les possibilités

de ces f-valeurs sont connues grace au Lemme 4.15.

Soit D = {d;,ds,...,dy} 'ensemble des sommets supports de CT" qui sont adjacents a
exactement deux sommets pendants. Nous supposons que la séquence D est ordonnée suivant
la position des sommets supports dans C'T", c¢’est-a-dire d; apparait avant d; dans D si i < j.

Pour d; € D et j = 1,...,4, soit P la fonction de D dans {Hf,j = 1,...,5}, définie

comme suit
6, i CT[i — j+1,i— j + 4] est une chenille de type CT2
Prld) =1 et (£, £(2)) = (B1(t)), 01(82)),
0, s f) = J() =1
Nous utilisons la notation C'T} pour désigner soit la sous-chenille F/ =CTli—j+1,i—j+4]
soit CT'[i, 1],
F, si Pr(di) =07, =1,....4,

CTi =
CTli,i), si Py(d;) =067
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En utilisant les résultats précédents sur la chenille réduite CT" admettant C'T} comme

sous-graphe induit, nous obtenons le théoréme suivant.

Théoréme 4.21. Soit C'T' une chenille sans troncs et soit CT" la chenille réduite de C'T de
longueur k > 3. Si CT" contient CTy, alors CT™ admet un Uy-broadcast f de sorte que

1. Vf+ ne contient pas de supports.
2. Pour tout f-sommet broadcast u, f(u) € {1,3}.
3. Pour tout sommet pendant tf, avec m; > 3 et j=1,...,m;, f(tf) = 1.
4. Pour tout f-sommet broadcast t} avec f(t}) = 3,
(a) Sii=0 (resp. i=k), alors mg+my =2 (resp. mp_1 +my = 2).
(b) Sii ¢ {0,k}, alors z; € CT3 et Py(z) € {6},62,602,6}}.

171 V1

Preuve. D’apres les Lemmes 1, 8-11, CT" admet un I',-broadcast f qui satisfait les Points 1,
2, 3 et 4(a). Nous démontrons le Point 4(b).

Soit z; un support de CT", i ¢ {0,k}. La chenille CT" contient CT: et donc C'T™ contient
les motifs 1 et 27. Du Lemme 4.13(2), nous avons soit PBy(t}) = L(z;_1) soit PBy(t}) =
L(z;41), et s’il existe un sommet pendant f-dominé par deux f-sommets broadcast u et o/,
alors d(u,u’) = 3. Par conséquent, les f-valeurs des sommets pendants de la sous-chenille
CT[i —1,i+ 2] (ou, similairement CT[i — 2,7+ 1]) de CT", sont nulles a 'exception de ¢ et
ti, ou f(t}) = f(ti,) = 3. Comme f satisfait le Point 3 et C'T" ne contient pas le motif
1111, nous obtenons m; < 2 pour tout j =i —1,...,74+ 2 dans CT[i — 1,7 + 2|, et plus
précisément m;_1 + m; + m;11 + m;1o < 6, car sinon nous pourrions définir une application
sur CT" en modifiant les f-valeurs de chaque sommet pendant appartenant a CT[i — 1,7+ 2]
par 1, qui serait un broadcast dominant minimal sur CT" de cotit supérieur a I',(CT), une
contradiction. D’autre part, si m;_1 + m; + m;11 + m;1o = 6, nous utilisons 'application
précédente, afin de garantir que chaque sommet pendant ait une f-valeur différente de 3,

sans modifier le cotit du broadcast f. Ainsi, m;_1 + m; + m;1 + mi o = 5. O

Lemme 4.22. Soit C'T' une chenille sans troncs et soit C'T" la chenille réduite de CT,
de longueur k > 3. Si CT" contient CTg comme sous-graphe induit, alors CT" admet un

I'y-broadcast f qui satisfait pour chaque sommet support d; € D, les propriétés suivantes.
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1. 8i Pp(d;) = 0] pour un certain j € {1,...,4}, alors Ty(CT") = Ly(CTT[CT} /K6, —
J+1)).
2. Si Py(d;) = 67, alors Ty(CT") = Ty(CT"[CT}/ Ky, 1)) — 4.

Preuve. Soit C'T" une chenille réduite de C'T" et soit d; un sommet support de CT" tel que
m; = 2. Considérons un [',-broadcast f sur CT" satisfaisant les propriétés du Théoreme 4.21.
1. P(d;) = 6! pour un certain j € {1,...,4}.
Dans ce cas, C’T} — F/ et par le Théoréme 4.21(4.b), les seuls f-sommets broadacst
appartenant a la sous-chenille F/ = CT"[i — j + 1,7 — j 4+ 4] de type CTZ sont t_ 4o et
ti jis, avec f(t ;o) = f(ti_; 3) = 3. Par conséquent,

o(f) = > flu)+6+ > f(v).

veV(CTT[0,i—7]) veV(CTT[i—j+5,n])

Considérons maintenant un I'y-broadcast g sur CT"[CT}/K,g,i — j + 1]. Grce au
Théoreme 4.21(3), g(t;_;,,) = 1 pour tout s =1,...,6. Alors,

o(g) = > glo)+6+ > g(v).

veV(CTT[0,i—7]) veEV(CTT[i—j+2,n—3])

Nous avons Y ,cycrro,imjp f(V) = Zeevierroi— 9(v). En effet, nous supposons

d’abord que

>, flv)> >, 9.

veV(CTT]0,i—j)]) veV(CTT[0,i—j])
Dans CT", les f-voisins privés frontieres des f-sommets broadcast t; ;o et t} ;.5 ap-
partiennent a Fij , et aucun autre f-sommet privé frontiere n’appartient a Fl-j . Donc
I'application h définie par h(v) = f(v) si v € V(CT"[0,i — j]) et h(v) = g(v) sinon,
serait un broadcast dominant minimal sur CT"[CT} /K 6,i—j+1] de cotit o(h) > o(g),
encore une contradiction avec 'optimalité de g. A présent si

> fw< X )

veV (CTT[0,i—7]) veV(CT"[0,i—j])

alors I’application k définie par k(v) = g(v) siv € V(CT"[0,i—j]), et k(v) = f(v) sinon,

serait un broadcast dominant minimal sur C'T" de cotit o(k) > o(f), une contradiction
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avec 'optimalité de f.
En utilisant les méme arguments que ci-dessus, nous prouvons que
> flv) = > 9(v).
VeV (CTT[i—j+5,n]) veV (CTT[i—j+2,n—3))
Il s’ensuit, o(f) = o(g).
2. P(d;) = 6?.
Dans ce cas, CT} = CT[i,i] et f(t}) = f(t}) = 1. En plus, chacun de ces f-sommets
broadcast est son propre f-voisin privé frontiere et a part ces deux f-voisins privés fron-
tieres, C'T'[i, ] ne contient aucun autre f-voisin privé frontiere. Soit g un I',-broadcast
sur CT"[CT}/ Ky 6,1] défini dans le Point 1, ¢’est-a-dire, g(t;) = 1 pour tout s = 1,..., 6.
Une fois de plus, chacun de ces six g-sommets broadcast est son propre g-voisin privé
frontiere et C'T'[i, 4] ne contient pas d’autres g-voisins privés frontieres. Nous avons,
olf)= > fo+2+ > f),
veV(CTT[0,i—1]) veV(CTT[i4+1,n])
et

o(g) = > glv)+6+ > gl).

veV(CTT[0,:—1]) veV(CTT[i+1,n])

Par les mémes arguments cités dans la preuve du Point 1, nous obtenons

>, fw= > g

veV(CTT[0,i—1)) veV(CTT[0,i—1))

et

Y. fly= >, )

VeV (CTT[i+1,n]) VeV (CTT[i+1,n])
Par conséquent, o(f) = o(g) — 4.

]

En utilisant le Lemme 4.22 | D| fois, nous pouvons déduire la valeur de I',(C'T") en fonction

de I'y(CTE;), ou CT- est la chenille réduite de la chenille CT' sans le motif 2.

Théoréme 4.23. Soit CT est une chenille sans troncs et soit CT" la chenille réduite de

CT, de longueur k > 3. Alors
Fb(CTT) = Fb(CT%Q) — 4np2,
ol np, est le nombre de supports dans D, pour lequels Py(d;) = 6.
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Nous tenons a noter que la valeur exacte de I'y(CT- ;—2) peut étre facilement donnée par la
Proposition 4.8 ou Lemma 4.19 en fonction de si C’T]’:”)—2 contient le motif 1 ou non.

Pour utiliser le Lemme 4.22 sur un I',-broadcast f, nous avons besoin de connaitre Py(d;)
pour tout sommet adjacent a deux pendants d; de C'T". Les Lemmes 4.24 et 4.25 fournissent
une réponse a ce besoin. Avant ceci, rappelons certaines notations introduites précédemment.
Soit CT" = CT(my, ..., my) la chenille réduite de C'T', 2y, ..., z les sommets épines de CT",
L(z;) = {t},...,tI""} 'ensemble des sommets pendants adjacents a z; pour tout i =0, ...k,
et D = {dy,ds,...,dy} ensemble des sommets supports adjacents a deux pendants dans
CT". Notons par z;, et z;, le premier et le dernier sommet de C'T" respectivement, avec
My, My > 2.

Nous étudions d’abord, dans le Lemme 4.24, le cas ou m,,, m;, > 3 en prouvant que C7T"
admet un ['p,-broadcast f tel que si d; = z; pour un certain indice 7, n’appartient a aucun
F! (de type CT2), j = 1,...,4, alors Ps(d,) = 62. Sinon, Py(d,) = ¢/, ot j est le plus petit
entier pour lequel F/ = CT[i —j+1,i— j +4].

Lemme 4.24. Soit C'T une chenille sans troncs et soit C'I'" la chenille réduite de C'T, de
longueur k > 3, telle que m;,, m;, > 3. Si CT" contient CT2 et dy = z; pour un certain indice

i, alors C'T" admet un I'y-broadcast f de sorte que
1. Simi_3=mi_2=m;_1 =1, alors Py(dy) = 6}.
2. Simi_g=m;_1 =1, miy1 =1 et m_3 # 1, alors Pr(dy) = 62.
8. Simi1 =1, miy1 =mise =1 et mi_o # 1, alors Py(dy) = 67.
4. Simiy =mie =mi3 =1 et mi_1 # 1, alors Py(dy) = 6.

5. Si dy n’appartient a aucune sous-chenille sz, j=1,...,4, alors P¢(dy) = 65.

Preuve. Soit g un I'y-broadcast sur C'T" satisfaisant les propriétés du Théoreme 4.21 et soit

dy; = z; pour un certain indice i € {0, ..., k}.
1. Supposons que m;—3 = m;—s = m;—; = 1. Puisque le motif 1111 n’appa-
ralt pas dans CT", nous avons m;_4 > 3 et alors g(tf,4) = 1 pour tout
j = 1,...,mi_4. De plus, Ps(d;) = 67 ne peut pas avoir lieu, car sinon

g(ti3) = gt ,) = gt} ) = g(t}) = g(t?) = 1 et l'application h obtenue a
partir de g en posant h(t] ;) = h(t}) = h(t?) = 0, h(tl,) = h(t},) = 3 et

7

111



Chapitre 4 Nombre de domination broadcast supérieur sur les chenilles sans troncs

h(u) = g¢g(u), sinon, serait un broadcast dominant minimal sur CT" de coiit

=
=
[

o(g) =546 =T%(CT") + 1, une contradiction avec 'optimalité de g.

Si Py(di) = 07, alors g(t;) = g(t7) = g(tis) = 0, g(tis) = g(tiy) = g(tiy) =1
et g(ti,,) = g(ti,,) = 3. Nous définissons une application f définie & partir de g en
modifiant quelques g-valeurs des feuilles de la sous-chenille CT'[i — 3, i+ 3]. Nous posons
fltig) =0, f(tins) = f(ti) = 3, f(tis1) = fltipa) = f(tizs) = 1, et f(u) = g(u)

sinon. L’application f est un broadcast dominant minimal sur C'T" de cotit o(f) = o(g).

Si Py(di) = 67, alors g(ti_;) = g(t]) = g(tln) = 0, g(ti_3) = g(ti,) = 1 et
g(t}) = g(ti,;) = 3. Nous considérons une application f obtenue & partir de g en
modifiant quelques g-valeurs des feuilles de la sous-chenille CT[i — 3,i + 2]. Nous
posons F(tLy) = (1) = 0, f(th) = F(tha) = 1, F(tla) = F(EL1) =3, et f(u) = g()

sinon. L’application f est un broadcast dominant minimal sur CT" de cotit o(f) = o(g).

Si Fy(di) = 07, alors g(t; 5) = g(t7) = g(t},1) = 0, g(t;_3) = Let g(t; 1) = g(t;) = 3.
Nous considérons une application f obtenue a partir de g en modifiant quelques g-
valeurs des feuilles de la sous-chenille CT[i — 3,7+ 1]. Nous posons f(t;_5) = f(t}) =0,
flth) =1, f(ti,) = f(tiy) = 3, et f(u) = g(u) sinon. L’application f est un
broadcast dominant minimal sur CT" de coiit o(f) = o(g).
Ainsi, CT" admet un T'y-broadcast f qui satisfait Py(d;) = 6} lorsque m;_3 = m;_5 =
m;_1 = 1.

2. Supposons que m;_o = m;_1 = m;y1 = 1 et m;_3 # 1. Comme m;_3 > 3, nous avons
Py(dy) # 07
Si Py(dy) # 62, alors g(t;_,) = g(ti_1) = g(t}) = g(t7) = 1, et g(t},;) = 1 car sinon
(9(ti4,) = 0) I'application h obtenue & partir de g en posant h(t}_,) = h(t?) = h(ty,) =
0, h(tl_;) = h(t}) = 3, et h(u) = g(u) sinon, serait un broadcast dominant minimal sur
CT" de cotut a(h) > o(g) =5+ 6 = I',(CT") + 1, une contradiction avec l'optimalité
de g. Nous considérons une application f obtenue a partir de g en modifiant quelques

g-valeurs des sommets pendants de la sous sous-chenille CT'[i — 2,4 + 4]. Nous posons
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FIGURE 4.17 — Illustration de la preuve du Lemme 4.24, Point 1
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f(tilfl) = f(tzl) =3, f(tzlﬂ) = f(tilﬂ) =0, f(tz+2) = f(t§+3) = f(té+4) = 1 pour tout
jgeA{l, .. bt ked{l, ... bzt L €{1,...., 04}, et f(u) = g(u) sinon. L’application f

est un broadcast dominant minimal sur CT" de cott o(f) = o(g).

Si Py(di) = 0;, alors g(t;) = g(t) = g(tis) = 0, g(tjy) = g(tiy) = 1 et
g(ti ) = g(t;») = 3. Nous définissons une application f, obtenue a partir de g en

modifiant quelques g-valeurs des feuilles de la sous-chenille CT[i — 2,i + 3]. Nous

posons f(t;_5) = f(tiyy) =0, f(tiss) = f(tiys) = 1, f(tiy) = f(t]) = 3, et f(u) = g(u)

sinon. L’application f est un broadcast dominant minimal sur CT" de cott o(f) = o(g).

Si Py(dy) = 07, alors g(t; 1) = g(£7) = g(tiys) = 0, g(ti5) = 1 et g(t) = g(t;1) = 3.
Nous définissons une application f, définie a partir de g en modifiant quelques g-valeurs
des feuilles de la sous-chenille CT[i — 2,i + 2]. Nous posons f(t!_,) = f(ti,;) = 0,
flth,) =1, f(tiy) = f(t;) = 3, et f(u) = g(u) sinon. L’application f est un broadcast
dominant minimal sur CT" de cott o(f) = o(g).
Ainsi, CT" admet un T'y-broadcast f qui satisfait Py(d;) = 63 lorsque m;_o = m;_1 =
mis1 = 1 et m;_3 # 1.

3. Supposons que m;_ 1 = 1, m;y1 =m0 =1 et m;_s # 1. Comme m;_o > 3, nous avons

Fy(dy) ¢ {67,673

Si P,(d;) = 6;, et comme le motif 1111 n’existe pas dans CT", alors m; 3 = 1, m4q > 2,

g(ti) = g(t7) = gltis) = 0, g(ti_y) = g(t{+4) = 1 pour tout j € {1,...,m;4}, et
g(ti,1) = g(t;») = 3. Nous définissons une application f, obtenue & partir de g en

modifiant quelques g-valeurs des feuilles de la sous-chenille CT'[i — 1, i+ 3]. Nous posons

f)) = f(ths) =0, f(ths) =1, f(t]) = 3, et f(u) = g(u) sinon. L’application f est

un broadcast dominant minimal sur CT" de cotit o(f) = o(g).

Si Py(dr) = 07, alors g(ti_y) = g(t;) = g(t7) = 1, mais g(t; ;) # 1 et g(ti,) # 1, car
sinon nous pouvons considérer 'application h obtenue a partir de g en posant h(t} ;) =

h(t?) = h(ti,,) = 0, h(t}) = h(t!,,) = 3, et h(u) = g(u) sinon, et cette application h
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serait un broadcast dominant minimal sur CT" de coit o(h) = o(g)—5+6 = I',(CT")+
1, une contradiction avec optimalité de g. Ainsi, (g9(ti,4), 9(t12)) € {(0,3),(1,0)}.
Considérons d’abord le cas (¢(t;,1), 9(t;5)) = (0,3). Grace au Théoréme 4.21, nous
avons forcément g(t},5) = 3 et g(t;,,) = 0, et comme le motif 1111 n’existe pas dans
CT", nous avons donc m;i3 + mirq > 3.

Nous définissons une application f, obtenue a partir de ¢ en modifiant
quelques g-valeurs des feuilles de la sous-chenille CT[i — 1,7 + 4]. Nous po-
sons f(t) = f() = f(ths) = 0, f(thy) = f(hy) = 1 pour tout
jo€ AL omist ko€ {Loomad, f(8) = f(t) = 3, et f(u) = g(u)
sinon. L’application f est un broadcast dominant minimal sur C7T" de cofit
o(f)=0(9) =9+6+mir3+mirs = 0(g) +mit3+mips—3. L'optimalité de g implique

Mits +mips = 3 et ainsi, o(f) = o(g).

Pour le deuxiéme cas ot (g(t},), g(t1.5)) = (1,0), nous avons g(t;,5) = g(ti,) = 3 et
g(tj+5) = 0 pour tout j € {1,...,m;y5}. Nous définissons une application f, obtenue a

(2

partir de g en modifiant quelques g-valeurs des feuilles de la sous-chenille CT[i—1,i+5].
Nous posons f(tzlA) = f(t?> = f(tz‘1+2) =0, f(tg+3) = f(t§+4) = f(tf+5) = 1 pour tout
joe L oomigst ke {1, mapad, €€ {1, o mas), f(E) = f(th) = 3, et
f(u) = g(u) sinon. Similairement au cas précédent, nous avons m;.3 + m;q = 3 et
I'application f est un broadcast dominant minimal sur CT" de coiit o(f) = o(g) — 10+
6 + mirs + miyq + myps > o(g) — 4+ 3+ myy5. L'optimalité de g implique m; 5 = 1,
et donc o(f) = o(g). Ainsi, CT" admet un I'j-broadcast f tel que Py(d;) = 62.

4. Supposons que m;y1 = Mo = Mir3 = 1 et m;_y # 1. Puisque le motif 1111 n’existe
pas dans CT", nous avons alors m;,4 > 2 et comme m,;_; > 3, nous avons aussi
Py(dv) & {67,607, 013,

Si Py(dy) = 67, alors g(t}) = g(t7) = 1 et les égalités g(t!,;) = g(ti,s) = 9(ti15) = 1 ne
peuvent pas étre satisfaites, car sinon 'application h obtenue a partir de g en posant
h(t}) = h(t) = h(tls) = 0, h(ti,) = h(ti,) = 3, et h(u) = g(u) sinon, serait un
broadcast dominant minimal sur CT" de cotit o(h) = 0(g) =5+ 6 = I',(CT") + 1, une
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contradiction avec I'optimalité de g.

Le cas g(tj,,) = 0 et g(t!,,) = 3 implique que g(t},5) = 3 et g(ti,) = 0,
et donc nous pouvons définir une application f, définie a partir de g en modi-
fiant quelques g-valeurs des feuilles de la sous-chenille CT[i,i + 4]. Nous posons
F(t) = F(#) = Fthy) = 0, f(Hhy) = 1 pour tout j € {1,...,mea}, f(thy) = 3,
et f(u) = g(u) sinon. L’application f est un broadcast dominant minimal sur CT"
de cotit o(f) = o(g) =5+ 3+ miya = 0(g) + mipa — 2. L'optimalité de g implique
mirq = 2, et donc o(f) = o(g).

Le cas g(ti,;) = 1 et g(t;,) = 0 implique que g(t},;) = g(ti,,) = 3 et
g(t}+5) = 0, et donc nous pouvons définir une application f, obtenue a partir
de ¢g en modifiant quelques g-valeurs des feuilles de la sous-chenille CT[i,i + 5].
Nous posons f(t) = f(£2) = f(ths) = 0, f(ty) = f(ths) = 1 pour tout
joe {l...omupat et ke {1,...,mis}, fty) = f(the) = 3, et f(u) = g(u)
sinon. L’application f est un broadcast dominant minimal sur CT" de cott
o(f)=0(9) —94+6+mirs+mir5 = 0(g) +mjiya+m;s — 3. L'optimalité de g implique

mirq = 2 et my,5 = 1, et donc o(f) = o(g).

Le cas g(tj ;) = g(ti,,) = 1 et g(t;;) = 0 implique que g(t;,) = g(ti;) = 3 et
g(ti ) = 0, et donc nous pouvons définir une application f, définie a partir de g en
modifiant quelques g-valeurs des feuilles de la sous-chenille C'T'[i,i + 6]. Nous posons
F6)) = F(8) = 0, f(Ha) = f(ths) = [f(the) = 1 pour tout j € {1,...,miya},
ke {l,....mustet e {l,....mus}, f(ti) = f(ths) = 3, et f(u) = g(u) sinon.
L’application f est un broadcast dominant minimal sur C'T" de coiit o(f) = o(g) —
104+64+miq+mis+mie = 0(g) +mipa+mis+mi6—4. L'optimalité de g implique
Mmivq = 2 et myrs = mye = 1, et donc o(f) = a(g).
Ainsi, CT" admet un I'y-broadcast f tel que Py(d;) = 0! lorsque m; 1 = Mo = My 3 =
1etm;_q#1.

5. Si dy n’appartient a aucune sous-chenille Fij, j =1,...,4, alors Py(dy) = 6 et ce

résultat découle immédiatement du Lemme 4.15.
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]

Grace au Lemme 4.24, nous sommes capable de déterminer Ps(d;) si le premier et le
dernier 2*-sommet de la chenille réduite satisfont m;, > 2 et m;, > 2. Nous considérons
ensuite la chenille CT"[CT} /Ky, i—j+1] ou CT"[CT}/ Ky, ], selon la pondération Py(d;) =
6! pour un certain j € {1,...,4} ou P;(d;) = 62. Nous réutilisons le Lemme 4.24 sur la
chenille concernée, avec | D|—1 supports adjacents a deux feuilles. En répétant cette procédure
| D| fois, nous obtenons une chenille sans motif 2 (c’est-a~dire une chenille CT3:-libre) et Py(d;)
est donnée pour tout ¢ = 1,...,s". La valeur de I',(CT") est déduite du Lemme 4.19 et du
Théoreme 4.23.

Nous discutons dans le lemme suivant la pondération de Pf(d;) lorsque le premier (resp.

dernier) 2"-sommet de la chenille réduite C'T" satisfait m;, = 2 (resp. m;, = 2).

Lemme 4.25. Soit C'T une chenille sans troncs et soit C'T" la chenille réduite C'T, de
longueur k > 3. Si CT" contient CTg et dy = z;,, alors CT" admet un Ty-broadcast f tel que

2. Siig € {1,3} et dy € F2, alors Py(dy) =03 .
3. Siig€{0,2} et dy € F., alors Pr(dy) = 6}, .

4. Sidy napparait dans aucune sous-chenille de type F\ ou F?, alors Py(dy) = 62 .

Preuve. Soit g un I'y-broadcast sur C'T" satisfaisant les propriétés du Théoreme 4.21 et soit

d; = z;, pour un certain i € {0,...,k}.

1. Si Py(dy) = 62, alors g(tj,_,) = g(ti 1) = 0et g(t;,_,) = g(t} ) = 3. Puisque iy € {2,3},

o
nous pouvons définir une application f en posant dans le cas ou 1o = 2, f (7511071) =0,
fti) = f(t2) = f(ti) =1, f(ti_5) = 3, et f(u) = g(u) sinon, et dans le cas ol
o = 3, F(th ) = F(t) = F(2) = F(th,n) = 1, f(th_s) = 3, et f(u) = g(u) sinon.
Dans les deux cas, f est un broadcast dominant minimal sur CT" de coiit o(f) = o(g)
et Pr(dy) # 63 .

Si Py(dy) = 63, alors g(t} _s
Papplication f définie par f(tj, ,) = 0, f(tj,y) = f(t;)) = f(t}) = L, f(t;,5) = 3,

et f(u) = g(u) sinon. L’application f est un broadcast dominant minimal sur C'T", de

cotit o(f) = o(g) et Ps(dy) # 63 .

) = g(ti,) =0 et g(tj _,) = g(ti _,) = 3. Nous considérons
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2. Du Point 1, nous pouvons supposer sans perte de généralité que Py(dy) € {0},,67 .0 }.

(a) Soit ig =1 et d; € F? = CTJ0,3]. Donc, mg =my =mg3 =1 et m; = 2.
Si P,(dy) = 01, alors mg =ma =mg =my =1, m; =2, g(t]) = g(t3) = g(t;) = 0,
g(th) = 1 et g(t}) = g(t}) = 3. Nous définissons une application f en posant
fth)y = f) =0, f(ty) =1, f(t}) = 3 et f(u) = g(u) sinon. L’application f est
un broadcast dominant minimal sur CT", de coiit o(f) =o(g) —4+4 = o(g), et
Py(dy) = 6.
Si P,(dy) = 603, alors g(t1) = g(t3) = 1 et les égalités g(t3) = g(t}) = 1 ne sont pas
satisfaites, car sinon I'application i obtenue a partir de g en posant h(t}) = h(t?) =
h(t}) = 0, h(t}) = h(td) = 3 et h(u) = g(u) sinon, serait un broadcast dominant
minimal sur CT" de cotit o(h) = o(g) —5+ 6 = I',(CT") + 1, une contradiction
avec l'optimalité de g. Ainsi, nous obtenons (g(t1), g(t3)) € {(1,0), (0,3)}.
Le cas g(ti) = 1 et g(t1) = 0 implique my+ms = 3 et mg = 1, g(t1) = g(t}) = 3 et
g(tl) = 0. Nous définissons une application f en posant f(t}) = f(t3) = 0, f(£}) =
f(tE) = f(t}) = 1 pour tout j = 1,...,my, k= 1,...,ms, f(t}) = f(t3) = 3 et
f(u) = g(u) sinon. L’application f est un broadcast dominant minimal sur CT",
de cotit o(f) =0(g) — 10+ 7+ my +ms = o(g).
Le cas g(t3) = 0 et g(t}) = 3 implique encore que my + ms = 3, g(t}) = 3 et
g(t}) = 0. Nous définissons une application f en posant f(t}) = f(t3) = f(3) =0,
fth) = f(t5) = 1 pour tout j = 1,...,my, k = 1,... ms, f(t}) = f(t)) = 3 et

f(u) = g(u) sinon. L’application f est un broadcast dominant minimal sur C7T"

de cott o(f) = o(g) — 9+ 6 + my + ms = o(g). Ainsi, dans les deux cas, nous
avons Py(d;) = 67

(b) Soit 49 = 3 et d; € F§ = CT[2,5]. Donc, mg = m; = my = my = ms = 1 et
ms = 2.
Si Py(dy) = 03, alors mg = 1, g(t}) = g(t3) = g(t5) = 0, g(t3) = 1 et g(t;) =
g(t3) = g(t}) = 3. Nous définissons une application f en posant f(t3) = f(t;) =0,
ftd) =1, f(t}) = 3 et f(u) = g(u) sinon. L’application f est un broadcast
dominant minimal sur CT", de colit o(f) = o(g) —4+4 = 0(g), et P;(dy) = 63.
Si P,(dy) = 603, alors g(t7) = 0, g(t3) = g(t3) = g(t3) = 1 et g(¢}) = 3. De plus, les
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égalités g(t}) = g(t}) = 1 ne sont pas satisfaites, car sinon I’application i obtenue &
partir de g en posant h(t}) = h(t}) = h(t3) = h(t}) =0, h(t}) = h(t}) = h(t]) =3
et h(u) = g(u) sinon, serait un broadcast dominant minimal sur CT" de cofit
o(h)=0(g) =849 =T,(CT") + 1, une contradiction avec 'optimalité de g. Par
conséquent, (g(t;), g(t3)) € {(1,0),(0,3)}.
Le cas g(t}) = 1 et g(t}) = 0 implique mg + my = 3, mg = 1, g(t}) = g(t3) = 3
et g(t{) = 0. Nous définissons une application f en posant f(t}) = f(t2) = 0,
F(t) = F(t5) = F(t2) = 1 pour tout = 1,...mq, k= 1,....mn, () = F(£}) =
f(t)) =3et f(u) = g(u) sinon. L’application f est un broadcast dominant minimal
sur CT", de cotit o(f) = o(g) — 10 + 7+ mg + m7 = o(g).
Le cas g(t}) = 0 et g(t!) = 3 implique mg + my = 3, g(t}) = 3 et g(t1) = 0.
Nous définissons une application f en posant f(t5) = f(t3) = f(t}) = 0, f(t}) =
f(t5) =1 pour tout j = 1,...,mg, k = 1,....,mq, f(t3) = f(t}) = 3 et f(u) =
g(u) sinon. L’application f est un broadcast dominant minimal sur C7T", de cofit
o(f) = o(g) =9+ 6+ mg+ m; = o(g). Ainsi, dans les deux cas, nous avons
2
3.

Py(dy) =

3. Similairement au cas précédent, nous supposons Py(dy) € {6,676 }.

(a) Soit ig = 0 et d; € F} = CT[0,3]. Donc, m; = my = mg = 1, my = 2 et
Py(ds) 4 62
Si P,(dy) = 6, alors les deux égalités g(t3) = g(t}) = 1 ne peuvent pas étre
satisfaites car sinon g(#}) = g(t2) = g(t]) = 1 et Papplication h obtenue a partir
de g en posant h(t}) = h(t3) = h(tl) = 0, h(t}) = h(t)) = 3 et h(u) = g(u)
sinon, serait un broadcast dominant minimal sur CT" de colt o(h) = o(g) —
546 = IW(CT") + 1, une contradiction avec l'optimalité de g. Par conséquent,
(9(t3), 9(t3)) € {(1,0),(0,3),(3,3)}.
Le cas g(t3) = 1 et g(t3) = 0 implique my = 2, ms = mg = 1, g(t3) = 0,
g(t1) = 1 et g(t}) = g(t}) = 3. Nous définissons une application f en posant
fto) = [(8) = 0, f(ts) = f(t3) = f(t5) = [(tg) = L, [(t) = f(ts) = B et
f(u) = g(u) sinon. L’application f est un broadcast dominant minimal sur C'T",

de cotit o(f) = o(g) — 10+ 10 = o(g).
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Le cas g(t}) = 0 et g(t}) = 3 implique my = 2, ms = 1, g(t}) = 0, g(t{) = 1 et
g(t3) = 3. Nous définissons une application f en posant f(t}) = f(t2) = f(3) =0,
f(t3) = f(t3) = f(t5) = 1, f(t]) = f(t3) = 3 et f(u) = g(u) sinon. L'application f
est un broadcast dominant minimal sur C'T", de cotit o(f) = o(g) —9+9 = o(g).
Le cas g(t3) = g(t}) = 3 implique my = 2 et g(¢1) = g(¢1) = 0. Nous définissons une
application f en posant f(t}) = F(2) = () = 0, f(t}) = F(£2) = 1, f(t]) = 3 et
f(u) = g(u) sinon. L’application f est un broadcast dominant minimal sur CT",
de cotit o(f) =0(g9) —8+8=0(g).
Ainsi, dans les trois cas, nous avons Py(d;) = 6}.

(b) Soit iy =2 et d; € F} = CT|2,5]. Donc, mg =m; =mz =my =ms =1, my =2
et P,(dy) # 63.
En effet, si Py(dy) = 63, alors g(t7) = g(ti) = 0, g(t5) = 1, g(t;) € {0,1} et
g(t}) = g(t}) = 3 et lapplication h obtenue & partir de g en posant h(t}) =
h(t3) = h(t}) = 0, h(t}) = h(t]) = 3 et h(u) = g(u) sinon, est un broadcast
dominant minimal minimal sur CT" de cofit o(h) > o(g) — 5+ 6 = I,(CT") + 1,
une contradiction avec l'optimalité de g.
Supposons maintenant P,(d;) = 65. Donc, g(t1) =0, g(t3) = g(t3) = 1, g(t}) = 3
et soit g(ti) = 1 soit g(t}) = 0.
Pour le cas g(t}) = 1, nous définissons une application f en posant f(t}) = f(t3) =
f(t) =0, f(t}) = f(t)) = 3 et f(u) = g(u) sinon. L’application f est un broadcast
dominant minimal sur CT", de cotit o(f) = o(g) — 6 + 6 = o(g).
Pour le cas g(t}) = 0, nous obtenons mg = 2, g(t}) = g(t}) = 3, et Papplication
f définie en posant f(ty) = f(t3) = f(t;) = 0, f(ts) = [(tf) = 1, f(t3) = 3 et
f(u) = g(u) sinon, est un broadcast dominant minimal sur C'T", de cotit o(f) =
o(g) —5+5=0(g).
Ainsi, dans les deux cas, nous avons Py(d;) = 63.

4. Le résultat du Point 4 est une conséquence directe du Lemme 4.15.

]

Pour toute chenille réduite avec m;, = 2 (ou m;, = 2 par symétrie), nous déterminons

P¢(dy) (et Ps(dy) quand m;, = 2), par le Lemme 4.25. De maniére similaire au cas discuté
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précédemment (cas m;, > 2 et m;, > 2), nous considérons la chenille C'T} qui représente la
premiere modification sur la chenille réduite CT", définie par CT; = CT" [C’T}O/ Ki6,10 —
j+1] ou CT) = CTT[C’T}O/KL@,Z‘O], selon que Pr(dy) = 9{0 pour un certain j € {1,...,4}
ou Py(dy) = (92-50 respectivement. Si m;, = 2, alors par symétrie nous répétons la méme
opération sur C'T, en considérant une nouvelle chenille définie par C'T; [CT}1 J/Ki6,11—7+1]
ou C'Ty [C’T}l/Klﬁ, i1), selon la valeur de Pf(d|p). Ensuite, nous utilisons le Lemme 4.24 sur
la chenille résultante, qui contient |D| — 1 (ou |D| — 2 quand m;, = 2) sommets supports
adjacents a deux sommets pendants. En répétant cette procédure | D| fois, nous obtenons une
chenille sans le motif 2 (c’est-a-dire, une chenille CT3-libre) et pour tout i = 1,...,s", Ps(d;)

est déterminé. La valeur de I'y(CT™) est déduite du Lemme 4.19 et du Théoreme 4.23.
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Chapitre 4 Nombre de domination broadcast supérieur sur les chenilles sans troncs

4.3 Exemple

Nous illustrons a travers un exemple les différentes étapes par lesquelles nous sommes
passés pour obtenir le nombre de domination broadcast supérieur d’une chenille CT
qui contient les motifs 1 et 2%, et contenant CT:. Pour cela, considérons la chenille

CT((1)3,2,(1)4,3,(1)7,2,1,2,(1)%,2,1).

Etape 1 Nous supprimons les deux occurrences de M = [(1)!] dans CT, c’est-a-dire les
sous-chenilles : CT'[4,7] et CT[9,12].
Soit CT™ = CT((1)3,2,3,(1)%,2,1,2,(1)%,2,1) (voir Figure 4.21.(a)).
Donc, nyr =2 et I'y(CT) =TH(CT") + 6 x npyy = Ly(CT™) + 12.

Etape 2 Nous déterminons #/ pour chaque motif 2.

1. Dans CT", ig = 3, di = z3 et mg = 2. D’apres le Lemme 4.25, nous obtenons
Py(dy) = 63. Nous considérons CT] = CT((1)%,6,3,(1)*,2,1,2,(1)2,2,1)(voir Fi-
gure 4.21.(b)).

2. Dans C'T7, m;, =2, d|p,| = z13 et ip =n —1 . D’apres le Lemme 4.25, Ps(d|p,|) =
63,. Nous considérons CTy = CT((1)?,6,3,(1)%,2,1,2,6)(voir Figure 4.21.(e)).

3. Dans CT3, m;, > 3, dy = 25, ms = mg = my = 1 et my = 3 # 1. D’apres le
Lemme 4.24, Ps(d;) = 63. Nous considérons CTy = CT((1)%,6,3,6,1,2,6)(voir
Figure 4.21.(c)).

4. Dans CTy, m;, > 3, di = z; et dy ¢ FIVj € {1,...,4} . D’apres le
Lemme 4.24, Ps(d;) = 63. Nous considérons CT; = CT((1)%,6,3,6,1,6,6)(voir
Figure 4.21.(d)).

La derni¢re chenille réduite CT} = CT((1)3,6,3,6,6,6,1) est une chenille sans motif 2
et np, = 2.

Etape 3 Calcul de I',(CT).
Gréce a la Proposition 4.17 et Théoreme 4.23, nous avons [',(CT) = I'y(CTy) + 6 X
ny —4 xnp, = Ty(CT]) +4. Le cofit de Ty sur la chenille CT} = CT((1)3,6,3,6,6,6,1)
est calculé a partir de la formule donnée par le Lemme 4.19.

Do, I',(CT) = 36 et le I'y-broadcast sur C'T est représenté dans la Figure 4.22.
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FIGURE 4.21 — Détermination de CT}
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Nombre de domination broadcast supérieur sur les chenilles sans troncs
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FIGURE 4.22 — I'y-broadcast sur CT
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Conclusion

Dans cette theése, nous nous sommes intéressée a deux points de recherche, le premier
concerne la détermination de quelques invariants de domination broadcast sur les chaines
et les cycles, et le deuxiéme concerne la détermination du nombre de domination broadcast
supérieur I'y sur une classe particuliere d’arbres, qui est la classe les chenilles sans troncs.

Notre étude des invariants de domination broadcast sur les chaines et les cycles était
motivée par la conjecture d’Ahmadi et al. [1], qui porte sur les valeurs de huit invariants de
broadcats domination pour ces deux classes de graphes. Nous avons affirmé certaines égalités

de cette conjecture et infirmé d’autres. Les résultats prouvés sont récapitulés comme suit :
— Le nombre de domination broadcast supérieur sur les cycles est I'y(C,,) = 2( {gJ - 1),
— le nombre d’irredondance broadcast sur les chaines et les cycles est iry(P,) = ir,(Cy,) =

Hi

— le nombre d’irredondance broadcast supérieur sur les chaines est IR,(P,) = n— 1, pour

n > 2 et sur les cycles est IR,(C,,) = 2({% — 1), pour n > 4,

— le nombre d’indépendance broadcast inférieur sur les chaines et les cycles est i,(P,) =
ip(Cn) = P?ﬂ , n# 3,

— le nombre d’indépendance broadcast f,(P,) = 2n — 4, pour n > 3 et 3,(C,) = n — 2,
pour n > 3,

— le nombre de packing inférieur est
sin=0 (mod 8)
1 sin=1,2,3 (mod 8)

2 sinon



Conclusion

— le nombre de packing sur les chaines est B,(P,) = n—1 et sur les cycles est P,(C,,) = {%J :

Le nombre de domination broadcast supérieur sur les chenilles sans troncs de longueur
n > 2 n’était pas facile a déterminer. Nous avons procédé par étapes en commengant
par les chenilles CT = CT({y,...,¢,) ou, pour tout i, {; > 2. Nous avons prouvé que
['y(CT) = >, ¢;. Ensuite, nous sommes passée aux chenilles CT = CT(¢4,...,¥,) ou, pour
tout i, £; = 1. Nous avons prouvé que I'y(CT) = {@J
Nous nous sommes intéréssée, par la suite, aux chenilles qui contiennent les mo-
tifs 1 et 27. Nous avons patitionné cette classe en deux sous-classes, selon que les
chenilles contiennent CTy ou non. Pour les chenilles CTy-libres, c’est-a-dire celles
qui ne contiennent pas C’Tg1 comme sous-graphe induit, nous avons prouvé que
Ty(CT) = 6 x ny + X5, 0(har,) + Yim,>2mi. Pour les chenilles qui contiennent C7T3
comme sous-graphe induit, nous avons supprimé toutes les sous-chenilles M = CT'(1,1,1,1),
et dans ce cas, si la chenille résultante contient encore CTy, alors il ne nous a pas été possible
de tirer une formule pour I'y(CT). Le calcul de cet invaraint dépend de la structure de la

chenille, et se déduit de maniere itérative.

L’étude du nombre de domination broadcast supérieur nous incite a poser d’autres ques-

tions et a penser aux perspectives de recherche suivantes :

1. Déterminer la valeur exacte des invariants vy, Iy, iry, IRy, Bp, 1, pp €t P, sur d’autres
classes de graphes. Apres les chaines et les cycles, il serait intéressant de traiter les
couronnes généralisées et les p-couronnes (p est un entier positif) des chaines et des
cycles, les grilles, les cylindres, les tores et les chenilles, dans le cas ou ils ne sont pas

connus.

2. Déterminer le nombre de domination broadcast supérieur pour une chenille quelconque,
a commencer par exemple, par les chenilles sans sommets troncs adjacents, puis par les

chenilles sans k troncs consécutifs, ou k est un entier positif donné.

3. Etudier le nombre de domination broadcast supérieur sur d’autres classes d’arbres. En

particulier, les araignées et les homards.

4. Déterminer le ratio entre I'y et d’autres invariants de broadcast.
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