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Présentation du sujet 

 
 
 
Éric nous a présenté le sujet que nous avons nommé « Le Dernier Carré ». 
Le principe est simple : ce jeu se joue à deux sur un damier à ݉ lignes et ݊ colonnes. À tour de rôle, 
chaque joueur colorie une zone carrée (ͳ × ͳ, ʹ × ʹ, … ,݉ × ݉) du damier dont aucune case n'est 
coloriée. Le joueur qui colorie la dernière case gagne la partie.  
Le problème qui  nous intéresse est le suivant : pour une taille de damier donnée, quel joueur a une 
stratégie gagnante en imaginant que les deux joueurs jouent au mieux ? 
 
Nous avons trouvé plusieurs stratégies suivant la parité des dimensions des damiers qui amènent le 
premier joueur à une situation gagnante, détaillée dans la première partie de cet article.  
Tout est une question de parité… 
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En premier lieu, nous avons testé des parties sur différents damiers de forme rectangulaire et de 
différentes tailles (ʹ × ͵, Ͷ × ͷ,…). Nous avons analysé les parties gagnantes pour le premier joueur 
pouƌ essaǇeƌ d’eŶ dĠduiƌe des stƌatĠgies et Đ’est eŶ augmentant progressivement la longueur de nos 
grilles après avoir fixé la largeur que nous avons commencé à avoir des résultats probants. 
Dans cet article, nous utilisons les couleurs suivantes :  
 

 
 

Nous avons tout de suite observé que dans ce jeu, si le damier est carré, le joueur 1 gagne à tous les 

coups. 

  

 

1. Première stratégie 

 

Au début, nous avons commencé nos recherches sur des rectangles très simples (par exemple : 8 sur 

3, 12 sur 4 …). À l’issue de tous ces essais (et de ďeauĐoup d’ĠĐheĐsͿ, Ŷous soŵŵes paƌveŶus à établir 

une première propriété : 

͞Apƌès le touƌ d’uŶ joueuƌ, s’il ƌeste uŶ Ŷoŵbƌe paiƌ de cases qu’oŶ Ŷe peut pƌeŶdƌe Ƌu’uŶe 
par une (il ne reste que des petits carrés), alors ce joueur gagŶe la paƌtie.͟ 

 

 

IĐi, il ƌeste ϲ Đases ;uŶ Ŷoŵďƌe paiƌͿ Ƌu’oŶ Ŷe peut pƌeŶdƌe Ƌu’uŶe paƌ uŶe à la fiŶ du touƌ du joueuƌ 
rouge. 
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Quand le joueur bleu a jouĠ, il Ŷ’eŶ ƌeste plus Ƌue ϱ. Puis  

 Rouge : plus que 4 cases 

 Bleu : plus que 3 cases 

 Rouge : plus que 2 cases 

 Bleu : plus Ƌu’1 case 
Et le joueur rouge va alors prendre le dernier carré et gagner. 
 

Un nombre pair de cases restantes signifie que le joueur qui vient de jouer aura après son tour un 

nombre pair de cases, et l’adveƌsaiƌe uŶ Ŷoŵďƌe iŵpaiƌ, jusƋu’à Đe Ƌu’il Ŷ’Ǉ ait plus Ƌu’uŶe Đase. 

Alors, ce joueur prendra la dernière case et gagnera. 

 
 

Nous avons découvert par la suite que cette propriété est «LA propriété », celle à laquelle toutes les 

stratégies se ramènent… Essayez donc ! 

Après avoir trouvé la première propriété, nous avons testé quelques rectangles au cas par cas.  

Devant la multitude de cas restants, une bonne infinité, nous avons plutôt essayé de chercher des 

stratégies qui nous ramenaient à utiliser la propriété précédente. 

Et nous en avons trouvé qui dépendaient de la parité des dimensions des damiers. 

 

2. Vers les mêmes parités 

 Propriété : Dans un rectangle, la longueur et la largeur sont toutes les deux paires ou impaires (1). 

 

1) ͞Le joueur 1 doit (2) placer un carré de la taille de la largeur au centre du damier. Il doit ensuite 

jouer symétriquement à soŶ adveƌsaiƌe pouƌ tƌioŵpheƌ.͟ 
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Puis 

 

 

 

 

 

    

2) ͞Le joueur 1 doit placer un carré de ͳ × ͳ si � (la longueur) et ݈ (la largeur) sont impaires ou un 

carré de ʹ × ʹ si � et ݈ sont paires au centre du damier. Il doit ensuite jouer symétriquement à 

soŶ adveƌsaiƌe pouƌ tƌioŵpheƌ.͟ (3) 

 

      

Ou 

 

Ces deux propriétés permettent au premier joueur (le joueur rouge) de triompher. 

 

Dans ces cas-là, une fois que le joueur rouge a joué, le joueur bleu peut colorier Ŷ’iŵpoƌte Ƌuel ĐaƌƌĠ, 
le rouge jouera le carré symétrique, de telle soƌte Ƌu’il ƌeste toujouƌs uŶ Ŷoŵďƌe paiƌ de Đases à 
colorier. EŶ s’appuǇaŶt suƌ la pƌeŵiğƌe propriété, on peut en conclure que le premier joueur gagne à 

tous les coups. 
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3. Vers des parités différentes 

Et si la longueur et la laƌgeuƌ Ŷ’ont pas la même parité ;l’uŶe est iŵpaiƌe, l’autƌe est paiƌeͿ. 

 
Ici, on a à nouveau deux cas : 
 - quand la longueur est paire, et la largeur impaire, 
 - quand la longueur est impaire, et la largeur paire. 
 
Premier cas : longueur paire, largeur impaire 

 

Le premier joueur (le rouge) joue un carré de la taille de la largeur moins une unité (4), comme dans 
l’eǆeŵple Đi-dessous : 

 

 
  
En prenant ce carré de la taille de la largeur moins une unité, on crée un axe de symétrie et il reste un 
Ŷoŵďƌe paiƌ de Đases. La pƌeŵiğƌe stƌatĠgie Ŷous peƌŵet iĐi aussi d’affiƌŵeƌ Ƌue le pƌeŵieƌ joueuƌ 
gagne. 
 
Nous nous sommes demandé ensuite si le premier joueur pouvait gagner à tous les coups en prenant 
un carré de la taille de la largeur. 
 
“i Đ’est le Đas, oŶ Ŷ’a plus d’aǆe de sǇŵĠtƌie et il reste alors une bande, qui amène à un nouveau 
damier ayant un nombre impair de cases restantes, ce serait alors le joueur bleu qui gagnerait.  
 
Comme par exemple :  
 

 
 
 
 

…et plaĐĠ aiŶsi, oŶ oďtieŶt uŶ « nouveau » damier, ŵais les touƌs soŶt iŶveƌsĠs, et Đ’est le joueuƌ ďleu 
qui gagne. 
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En effet, le joueur bleu utilise la propriété pour un damier de longueur et largeur impaire, et va donc 
gagner. 
 
Dans le cas général, on obtient au deuxième tour un damier de longueur et largeur impaires (5), car 
comme on enlève à la longueur un nombre impair, on obtient un nombre impair de cases restantes.  
En effet, si on soustrait un nombre impair à un nombre pair, on obtient un nombre impair. 
 
Deuxième cas : longueur impaire, largeur paire 

 
En revanche, quand la longueur est impaire et la largeur paire, les quelques recherches que nous 
avons eu le temps de mener ont montré que placer un carré ne crée pas d’aǆe de sǇŵĠtƌie, la 
teĐhŶiƋue Ƌui a jusƋu’à ŵaiŶteŶaŶt peƌŵis de « résoudre » le damier. 
 
 

 
IĐi, les Đases veƌtes Ŷ’oŶt pas de sǇŵĠtƌiƋues (6). 
 
Et le ĐaƌƌĠ jauŶe ďƌise l’aǆe de sǇŵĠtƌie, et ƌeŶveƌse la situatioŶ ;le joueur bleu peut alors jouer 
symétriquement au rouge) 

  
 
Nous Ŷ’avoŶs pas eu le teŵps de plus dĠveloppeƌ et de ƌeĐheƌĐheƌ d’autƌes pƌopƌiĠtĠs. 
 

4. Conclusion 

Ces quelques mois de recherche nous ont permis de répondre en partie à notre problème même si 
Ŷous soŵŵes ĐoŶsĐieŶts Ƌu’il ƌeste eŶĐoƌe uŶe petite iŶfiŶitĠ de Đas à ƌĠsoudƌe. 
Nous avoŶs tout d’aďoƌd ĠŶoŶĐĠ et dĠŵoŶtƌĠ la pƌopƌiĠtĠ foŶdaŵeŶtale : « s’il ne reste que des 
carrés de taille ͳ × ͳ en nombre pair, le dernier joueur ayant joué va gagner ». Elle est fondamentale 
Đaƌ daŶs toutes Ŷos stƌatĠgies, oŶ se ƌaŵğŶe à l’appliĐatioŶ de Đette pƌopƌiĠtĠ. 
Ensuite, nous nous sommes aperçus que la parité des dimensions du damier nous permettait de 
trouver des stratégies gagnantes.  
Si les deux dimensions sont soit paires soit impaires, nous avons trouvé deux propriétés qui 
permettent au premier joueur de gagner, en plaçant au centre du damier le plus grand des carrés.  
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Si les deux dimensions sont de parités différentes, on a pu résoudre le problème lorsque la longueur 
(la plus grande des dimensions) est paire et la largeur est impaire mais pas dans le cas contraire. 
Nous Ŷ’avoŶs pas eu assez de teŵps pouƌ tƌouveƌ uŶe stƌatĠgie gagŶante pour le joueur rouge dans 
ce dernier cas (7). 
 
À vos grilles et à vos couleurs pour poursuivre notre travail !  
 
 

Notes d’édition 

(1)  Cette ͞pƌopƌiĠtĠ͟ est juste l’hǇpothğse Ƌue l’oŶ fait pour ce paragraphe. 

(2)  ͞Le joueuƌ 1 doit…͟ Il ne doit pas vraiment, en fait il y a plusieurs stratégies possibles comme le 
montre la stratégie différente donnée en 2). Il faut lire ceci comme une instruction donnée au joueur 
1 selon la première stratégie. De même pour la seconde stratégie un peu plus loin. 

(3)  Pour la première stratégie, oŶ utilise la sǇŵĠtƌie paƌ ƌappoƌt à l’aǆe veƌtiĐal dessiŶĠ eŶ jauŶe, et ici 
la symétrie par rapport au centre du rectangle. Dans les deux cas cela fonctionne car, après le coup du 
premier joueur, les carrés dont auĐuŶe Đase Ŷ’est ĐoloƌiĠe Ŷe ƌeŶĐoŶtƌent pas leur symétriques (qui 
sont aussi incolores) ; et si le joueur 2 colorie un carré, le joueur 1 peut colorier le symétrique. 

(4)  Ce carré doit être centré dans le sens de la longueur comme sur le dessin, pour obtenir la symétrie 
cherchée 

(5)  Ceci dans le cas où le carré colorié par le joueur 1 est placé au bord du rectangle comme sur les 
dernières figures. Mais on peut voir que pouƌ l’eǆeŵple du ƌeĐtaŶgle 8 × ͵, dans tous les cas où le 
joueur 1 colorie un carré de taille la largeur, le joueur 2 a une stratégie gagnante (par exemple pour le 
premier cas dessiné pour ce rectangle). 

(6)  En fait, dans chacune des deux figures dessinées ici il y a bien un axe de symétrie, horizontal pour 
la première et vertical pour la seconde. Mais on trouve des carrés hors de la zone coloriée 
rencontrant leur symétrique (le carré vert pour la seconde figure, et pour la première le carré dessiné 
en-dessous avec le trait jaune). 

(7)  Et d’ailleuƌs, est-on sûr que le joueur 1 a toujours une stratégie gagnante ? 

  

 
 


