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Contribution a I’étude de quelques problémes de
coloration de graphes

Résumé : Les problémes de coloration sont au coeur de la théorie des graphes. Dans ce
mémoire de thése, nous nous intéressons essentiellement a deux types de colorations de
graphes : les colorations d’incidences et les colorations orientées.

Une incidence d’'un graphe GG est une paire (v,e) € V(G) x E(G) telle que v et e sont
incidents. Deux incidences (v, e) et (w, f) sont adjacentes si 'une des conditions suivantes
est satisfaite : (i) v = w, (ii) e = f ou (zii) 'aréte vw est égale a e ou f. Une k-coloration
d’incidence d’'un graphe G est une application de ’ensemble des incidences de G dans un
ensemble ' de k couleurs telle que des couleurs distinctes sont affectées aux incidences
adjacentes. Le nombre chromatique d’incidence de GG est le plus petit entier k tel que G
admet une k-coloration d’incidence.

Une k-coloration orientée d’un graphe orienté GG est une application ¢ de ’ensemble des
sommets V(G) de G vers 'ensemble de couleurs C' = {1,2,...,k} telle que (i) si (z,y)
est un arc de G alors c(x) # c(y) et (ii) si (z,y) et (2,t) sont deux arcs de G tels que
c(x) = c(t) alors ¢(y) # c(2). Le nombre chromatique orienté d’un graphe orienté G est le
plus petit entier k£ tel qu’il existe une k-coloration orientée de G.

Nous étudions ces deux types de colorations pour différentes familles de graphes.
En particulier, nous proposons différentes bornes pour :

— le nombre chromatique d’incidence des graphes k-dégénérés, des graphes planaires,
des graphes de degré moyen maximum borné et des graphes distances,

— le nombre chromatique orienté des graphes d’excés k, des graphes planaires k-
extérieurs, des graphes de Halin et des graphes distances.
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momorphisme, excés d’un graphe, incidence, coloration propre, coloration acyclique,
coloration orientée, coloration d’incidences, carré d’un graphe, graphe distance.

LaBRI,
Université Bordeaux 1,

351 cours de la Libération,
33405 Talence Cedex (FRANCE).




Contribution to the study of some graph coloring
problems

Abstract : Coloring problems are in the core of graph theory. In this thesis, we are inter-
ested mainly in two types of graph colorings : incidence colorings and oriented colorings.

An incidencein a graph G is a pair (v, e) € V(G) x E(G) such that v and e are incident.
Two incidences (v, e) and (w, f) are adjacent if one of the following holds : (i) v = w, (i7)
e = [ or (iii) the edge vw equals e or f. A k-incidence-coloring of a graph G is a mapping
from the set of the incidences of GG to a set C' of k colors such that adjacent incidences are
assigned distinct colors. The incidence chromatic number of G is the smallest k such that
(G admits a k-incidence coloring.

An oriented k-coloring of an oriented graph (G is a mapping ¢ from the vertices set V(&)
of G to the colors set C' = {1,2,...,k} such that (7) if (x,y) is an arc in G then ¢(x) # c(y)
and (i2) if (z,y) and (z,t) are two arcs in (G such that c¢(z) = ¢(t) then ¢(y) # ¢(z). The
oriented chromatic number of an oriented graph G is the smallest integer k£ such that G
admits an oriented k-coloring.

We study these two types of colorings for different families of graphs.
In particular, we propose different bounds for :

— the incidence chromatic number of k-degenerated graphs, planar graphs, graphs of
bounded maximum average degree and distance graphs,

— the oriented chromatic number of graphs with excess k, k-outerplanar graphs, Halin
graphs and distance graphs.

Discipline : Computer Science

Keywords :

Undirected graph, oriented graph, k-outerplanar graph, Halin graph, homomorphism,
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Introduction

La coloration de graphes est I’'un des problémes anciens et largement étudié de la théorie
de graphes. De nombreux problémes réels peuvent se ramener a un probléme de coloration
de graphes. La notion de coloration de graphes correspond en effet a la partition d’un en-
semble d’objets en plusieurs classes suivant certaines régles. L’ensemble d’objets peut étre
constitué des sommets (respectivement des arétes, des arétes et des sommets ou des inci-
dences) d’un graphe, les classes sont des ensembles de sommets (respectivement d’arétes,
d’arétes et de sommets ou d’incidences) de méme couleur et les régles sont des régles de
coloration des sommets (respectivement des arétes, des arétes et des sommets ou des inci-
dences). Différents types de coloration peuvent étre définis suivant les régles considérées :
coloration propre, aréte-coloration, coloration orientée, coloration totale, coloration d’in-
cidence, etc. Par exemple, lorsqu’on donne des couleurs différentes a deux sommets joints
par une aréte dans le graphe, il s’agit d’une coloration propre du graphe et lorsqu’on colorie
deux arétes incidentes a un sommet dans le graphe par deux couleurs distinctes, il s’agit
d’une aréte-coloration du graphe.

Il existe de nombreux autres types de coloration de graphes et de nombreux résultats
que nous ne détaillerons pas ici, mais nous pouvons citer ’excellent ouvrage de Jensen et
Toft [43|, “Graph Coloring Problems”, qui rassemble la grande majorité de ces résultats
ainsi que de nombreuses questions ouvertes.

Une coloration propre d’un graphe GG est une application de ’ensemble des sommets de
(G vers un ensemble de couleurs telle que les images respectives de deux sommets adjacents
dans GG sont différentes. Si I’ensemble de couleurs est d’ordre k, 'application est une k-
coloration propre du graphe. Il est alors naturel de définir le plus petit entier k tel qu'un
graphe (G admette une k-coloration, cet entier est appelé le nombre chromatique du graphe
G.

Les problémes de coloration propre de graphes non orientés participent encore pour
une grande part aux problémes de Théorie de Graphes, bien qu’a ce jour de nombreuses
questions fondamentales aient été résolues.

Le théoréme des quatre couleurs, tout graphe planaire (carte) est 4-coloriable, est le
résultat le plus célébre de théorie de graphes. Malgré un énoncé simple, le théoréme est



2 INTRODUCTION

resté une conjecture pendant plus d’un siécle, durant lequel il fut abordé par les plus grands
mathématiciens.

En 1969 Heesch trouve des conditions “presque” nécessaires et suffisantes pour qu’une
configuration soit réductible, et une méthode générale pour trouver un ensemble inévitable
de configurations.

En 1976, Appel, Haken et Koch [7, 8] donnent la premiére preuve du théoréme. Cette
preuve utilise 1482 configurations réductibles et a nécessité plus de 1200 heures de cal-
cul sur trois ordinateurs. Une nouvelle preuve de ce théoréme, utilisant seulement 633
configurations réductibles, a été proposé par Robertson, Sanders, Seymour et Thomas [56]
en 1996.

La notion de coloration propre acyclique a été introduite par Griinbaum en 1973. On
impose sur une coloration propre d’un graphe une contrainte sur la coloration des cycles
du graphe : une coloration propre est acyclique si et seulement si tout sous-graphe induit
par les sommets coloriés de deux couleurs différentes ne contient pas de cycle. On définit
le nombre chromatique acyclique d’'un graphe G comme le plus petit entier k& tel que GG
admette une k-coloration acyclique. Griinbaum a montré que tout graphe planaire pouvait
étre acycliquement colorié en 9 couleurs et conjecturé que la borne exacte devait étre égale
a 5 [36]. Borodin a prouvé cette conjecture [11] en 1979. En ce qui concerne la famille des
graphes de degré borné, le probléme semble plus difficile. Alon, McDiarmid et Reed ont
obtenu en 1991 un encadrement du nombre chromatique acyclique d'un graphe en fonction
de son degré maximal par des méthodes probabilistes [5].

La notion de coloration de graphes orientés a été introduite par Courcelle en 1994 [23].
Les graphes orientés considérés sont des graphes orientés antisymétriques. Cette notion de
coloration orientée a par la suite été étudiée et développée par plusieurs auteurs tels que
Borodin, Kostochka, Nesettil, Raspaud, Sopena et Zhu. Une coloration d’un graphe orienté
est une coloration propre du graphe non orienté sous-jacent sur laquelle on impose une
contrainte supplémentaire liée a I'orientation. Plus formellement, une coloration orientée
est une application des sommets d’'un graphe orienté G vers un ensemble de couleurs telle
que (i) deux sommets adjacents ont des couleurs différentes (ii) si uv et xy sont deux arcs
dans G et si u et y sont de méme couleur alors v et x sont de couleur différente. Le nombre
chromatique orienté d’un graphe orienté GG est défini comme le plus petit entier k tel que
( admette une k-coloration orientée.

En 1994, Raspaud et Sopena ont montré que si un graphe G non orienté a un nombre
chromatique acyclique inférieur ou égal a k alors toute orientation de ce graphe a un nombre
chromatique orienté inférieur ou égal a k x 281 [55]. En combinant ce théoréme et le résul-
tat de Borodin concernant la 5-coloration acyclique des graphes planaires, on obtient que le
nombre chromatique orienté de tout graphe planaire est inférieur ou égal a 80. L’améliora-
tion de cette borne constitue un challenge particuliérement intéressant. D’autres résultats



concernant la borne supérieure du nombre chromatique orienté de plusieurs familles de
graphes ont été obtenus par Sopena [57].

L’étude de la coloration orientée est bien stir beaucoup plus récente que 1’étude de la
coloration de graphes non orientés, mais ce n’est pas la seule raison pour laquelle il existe
moins de résultats dans le cas orienté. En effet, les problémes liés aux colorations orientées
semblent étre plus difficiles que dans le cas non orienté en raison de la perte de la propriété
de “localité”. Lors d’une coloration propre d’un graphe non orienté, la validité d’une couleur
pour un sommet du graphe peut étre décidée en considérant uniquement les voisins coloriés
de ce sommet. Cette propriété ne se transpose malheureusement pas dans le cas orienté :
la validité d’une couleur du sommet dépend cette fois de ’ensemble des sommets coloriés
du graphe.

Un homomorphisme d’'un graphe orienté GG vers un graphe orienté H est une application
¢ V(G) — V(H), telle que si uv est un arc dans A(G), alors ¢(u)¢(v) est un arc dans
A(H), pour tous sommets u,v € V(G). Toute coloration orientée d’un graphe orienté GG
peut alors étre considérée comme un homomorphisme de GG vers un graphe orienté H, les
sommets de H étant alors considérés comme des couleurs. On dit que la coloration orientée
de G est une H-coloration. Ainsi, le nombre chromatique orienté de G peut étre défini
de facon équivalente comme l'ordre du plus petit graphe orienté H tel que G admette
une H-coloration. La notion d’homomorphisme de graphe non orienté se définit de facon
similaire en remplacant arc par aréte. Il est alors facile de vérifier que pour tout graphe G,
X(G) = k si et seulement 8’1l existe un homomorphisme de GG vers K, et il n’existe aucun
homomorphisme de G vers Kj_;.

Une incidence d’'un graphe GG est une paire (v,e) € V(G) x E(G) telle que v et e sont
incidents. Soient (v,e) et (w, f) deux incidences de G'; on dit que (v,e) et (w, f) sont
adjacentes si 'une des conditions suivantes est satisfaite : (i) v = w, (i1) e = f, (i) Varéte
vw est égale & e ou f. Une k-coloration d’incidence d'un graphe (G est une application de
I’ensemble des incidences de (&, dans un ensemble (' de k couleurs telle que des couleurs
distinctes sont affectées aux incidences adjacentes. Le nombre chromatique d’incidence de
G, noté x;(G), est le plus petit entier k tel que G admet une k-coloration d’incidence.

La notion de coloration d’incidence a été introduite par Brualdi et Massey [18] en 1993.
Pour tout graphe (G possédant au moins une aréte, x;(G) > A(G) + 1. Brualdi et Massey
ont conjecturé que tout graphe G de degré maximum A((G) a un nombre chromatique
d’incidence majoré par A(G) + 2, mais Guiduli [37] a montré que cette conjecture est
fausse et qu’il existe des graphes G de nombre chromatique d’incidence au moins A(G) +

Qlog A(G)).

Une forét d’étoiles orientées est un graphe dont toutes les composantes connexes sont
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des étoiles orientées dont tous les arcs sont dirigés hors du centre. Pour un graphe orienté
D (pas nécessairement antisymétrique), 1’étoile-arboricité orientée de D, notée dst(D), est
le plus petit nombre de foréts d’étoiles orientées qui sont nécessaires pour couvrir les arcs
de D.

[’étoile-arboricité orientée a été introduite par Algor et Alon [4] et Guiduli a montré
en [37] que le concept de coloration d’incidence correspond & un cas particulier de 1’étoile-
arboricité orientée. Plus précisément, pour tout graphe G nous avons x;(G) = dst(S(G)),
ou S(G) est le graphe orienté symétrique obtenu a partir de G en remplagant chaque
aréte de G par deux arcs opposés. En effet, en associant & chaque incidence de GG de la
forme (u,uwv) arc ud de S(G), on observe facilement que toute coloration d’incidence de
G correspond a une aréte-coloration forte de S((F), et inversement (une aréte-coloration
est forte si tout chemin de longueur 3 utilise 3 couleurs distinctes).

Dans ce mémoire, nous allons nous intéresser essentiellement aux colorations d’inci-
dences et aux colorations orientées de graphes.

Dans un premier chapitre, nous allons rappeler quelques éléments de Théorie de Graphes
qui nous seront nécessaires dans la suite. Nous préciserons les définitions, les notations et
les résultats que nous utiliserons tout au long du mémoire.

Le deuxiéme chapitre s’intéresse aux colorations d’incidences de certaines familles de
graphes : les graphes k-dégénérés, les graphes sans mineur Ky, les graphes planaires et les
graphes de degré moyen maximum borné. Nous montrons en particulier que tout graphe
k-dégénéré G a un nombre chromatique d’incidence majoré par A(G) + 2k — 1. Nous
déterminons le nombre chromatique d’incidence de la famille de graphes sans mineur Kjy.
Ensuite, nous améliorons le résultat général obtenu pour les graphes k-dégénérés dans
le cas des graphes planaires et des graphes 3-dégénérés. Dans la derniére section de ce
chapitre, nous déterminons des bornes supérieures pour le nombre chromatique d’incidence
des graphes de degré moyen maximum borné.

Nous nous intéressons dans le troisiéme chapitre aux colorations orientées des graphes
d’excés k, des graphes planaires 2-extérieurs sans triangle et des graphes de Halin. Nous
déterminons tout d’abord le nombre chromatique des graphes non orientés d’exceés k. Nous
montrons que le nombre chromatique orienté de tout graphe d’excés k est au plus k + 3,
a l'exception des graphes orientés d’excés 1 contenant un circuit & cinq sommets dont
le nombre chromatique orienté est 5. De plus cette borne est optimale pour le nombre
chromatique orienté des graphes d’excés au plus 4. Nous donnons également une borne
inférieure générale pour le nombre chromatique orienté de cette famille de graphes. Nous
considérons ensuite la coloration orientée des graphes planaires extérieurs sans triangle et
des graphes planaires 2-extérieurs sans triangle. Nous donnons une borne supérieure et une
borne inférieure pour le nombre chromatique orienté de chacune de ces familles de graphes.
Nous considérons dans la derniére section de ce chapitre le nombre chromatique orienté



des graphes de Halin.

Dans le quatriéme chapitre nous nous intéressons a différentes colorations des graphes
distances. Les graphes distances ont été introduits et étudiés par Eggleton, Erdos et Skilton
[26]. Le graphe distance G(D), D C IN, est défini comme un graphe ayant pour ensemble
de sommets Z et tel que deux sommets u et v sont adjacents si et seulement si |u—v| € D.
Nous considérons tout d’abord la coloration d’incidence de cette famille de graphes. Nous
montrons que toute coloration d’incidence du graphe distance G(D) est périodique. Nous
déterminons des bornes inférieures et supérieures pour le nombre chromatique d’incidence
des graphes distances G/(D) et déterminons le nombre chromatique exact de certaines
classes particuliéres de graphes distances.

Nous nous intéressons ensuite au lien entre le nombre chromatique d’incidence d’un
graphe G et le nombre chromatique du graphe carré G? de G. Nous montrons que x(G?) < k
si et seulement si G admet une (k, 1)-coloration d’incidence (c’est a dire une k-coloration
d’incidence telle que pour tout sommet v, toutes les incidence de la forme (w, wv) sont de
la méme couleur) et en utilisant ce résultat nous obtenons d’autres résultats pour certaines
familles de graphes (graphes de degré moyen maximum borné, graphes planaires extérieurs
et graphes distances).

Dans la derniére section de ce chapitre, nous nous intéressons aux colorations propres,
acycliques et orientées des graphes distances. Nous donnons une borne supérieure générale
de nombre chromatique des graphes distances G(D) qui améliore dans certains cas des
bornes existantes. Nous donnons également une borne supérieure pour le nombre chro-
matique acyclique de cette famille de graphes et en utilisant ce résultat et le résultat de
Raspaud et Sopena nous obtenons une borne pour le nombre chromatique orienté de cette
famille de graphes. Nous améliorons cette borne pour le cas ou |D| = 2 et en particulier
pour D = {z,2z}. Finalement, nous considérons le graphe distance orienté¢ G(D) avec
ensemble de distance D = {di,ds,...,d,}, ayant pour ensemble de sommets Z et pour

ensemble d’arcs A(G/(D)) = {ij | j —i € D}. Nous montrons que le nombre chromatique
orienté de G/(D) est d’au plus 2[d, /d;] + 1.



INTRODUCTION



Chapitre 1

Eléments de théorie des graphes

Nous introduisons dans ce chapitre les notions de théorie des graphes qui nous seront
nécessaires dans ce mémoire.

1.1 Graphes et homomorphismes

Un graphe non orienté (simple, sans boucle) est un couple G = (V(G), E(G)) ou V(G)
est un ensemble d’éléments, appelés sommets, et E(G) un ensemble de paires d’éléments
distincts de V(G), appelées arétes.

Un graphe orienté (simple, sans boucle) est un couple G = (V(G), A(G)) ou A(G) est
un ensemble de couples d’éléments distincts de V(G), appelés arcs.

On note habituellement une aréte {u,v} (ou un arc (u,v)) par uv.

Nous dirons simplement graphe au lieu de graphe orienté ou graphe non orienté lorsque
le graphe concerné sera clairement déterminé par le contexte.

Le nombre de sommets du graphe (G, noté |G|, est appelé 1'ordre de G. Un graphe peut
étre fini ou infini en fonction de son ordre. Un graphe d’ordre 0 ou 1 est appelé trivial.

Exemple 1.1.1 La Figure 1.1(a) représente un graphe non orienté H, et la Figure 1.1(b)
représente un graphe orienté 7, tous deux d’ordre 5.

Un graphe orienté GG est symétrique si et seulement si, pour tous sommets u et v de
V(G), on a :
ww € A(G) = wvu € A(G).
Un graphe orienté GG est antisymétrique si et seulement si, pour tous sommets u et v de
V(G), on a :
w € A(G) = wvu ¢ A(G).

Ainsi, un graphe orienté antisymétrique GG peut étre considéré comme une orientation
d’un graphe non orienté H, obtenue en donnant a chaque aréte I'une des deux orientations
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4 5 4

/O

2 ° 2 ®5
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1 1

(A) Un graphe non orienté H (b) Un graphe orienté GG

Fi1G. 1.1 — Exemples de graphes

]
¢ /\
2 3

H

S
o>

FiG. 1.2 — Exemple d’homomorphisme

possibles. Le graphe H est le graphe non orienté sous-jacent au graphe GG. Dans la Figure 1.1
le graphe GG est une orientation du graphe H ; ainsi, H est le graphe non orienté sous-jacent
au graphe G.

Nous allons maintenant donner un certain nombre de définitions de base concernant les
graphes orientés. Ces définitions s’étendent pour la plupart de fagon naturelle au cas des
graphes non orientés.

Un homomorphisme d’'un graphe orienté GG vers un graphe orienté H est une application
¢ V(G) — V(H), telle que si uv est un arc dans A(G), alors ¢(u)¢(v) est un arc dans
A(H), pour tous sommets u,v € V(G). Nous notons G — H le fait qu’il existe un
homomorphisme de GG vers H.

Exemple 1.1.2 Considérons les deux graphes GG et H décrits par la Figure 1.2, et I’appli-
cation ¢ : V(G) — V(H) définie par ¢(a) = 1, ¢(b) = 2, ¢(c) = 1, ¢(d) = 3 et ¢(e) = 2;
¢ est un homomorphisme de G vers H.
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G G/ G//
F1G. 1.3 — Un graphe GG et deux sous-graphes G’ et G de GG

Un isomorphisme de G vers H est une bijection ¢ : V(G) — V(H), telle que uv est
un arc dans A(G) si et seulement si ¢(u)p(v) est un arc dans A(H), pour tous sommets
u,v € V(G). On dit que les graphes GG et H sont isomorphes et on note GG ~ H, §’il existe
un isomorphisme entre eux.

Si ¢ est un isomorphisme de GG vers H et G = H, ¢ est appelé un automorphisme.

Normalement, nous ne distinguerons plus les graphes isomorphes. Nous noterons donc
G = H au lieude G ~ H.

Pour deux graphes GG et G’ on définit G UG = (V(G) U V(G), A(G) U A(G")) et
GNG = (V(G)NV(G), A(G)N AG")). St GN G = () alors G et G sont disjoints. Si
V(G") C V(G) et A(G") C A(G) alors G’ est un sous-graphe (partiel) de GG et on note
G' C .

Si W est un sous-ensemble non vide de V (), le sous-graphe induit par W dans GG , noté
G[W], est le graphe défini par V(G[W]) = W et E(GIW]) = {uww | u,v € W et uv € A(G)}.
Si H est un sous-graphe, non nécessairement induit, de G on note G[V(H)] par G[H].
Finalement, H C G est un sous-graphe couvrant de G si G[H] = G, ie. V(H) =V (G).

Exemple 1.1.3 La Figure 1.3 représente un graphe GG et deux sous-graphes G’ et G de
G ; G’ est un sous-graphe induit de G, mais G ne l'est pas.

Si U est un ensemble de sommets (normalement de V(G)), on note G\ U le graphe
G[V(G) \ U]. En d’autres termes, G \ U est le graphe obtenu a partir de GG en enlevant
tous les sommets de V(G) NU. Si U = {v}, on note G \ v plutdt que G\ {v}. Au lieu
de G\ V(G') nous noterons simplement G\ G'. Pour F' C V(G) x V(G), on définit
G\F:= (V(G), A(G)\F),G+F = (V(G), A(G)UF) et comme précédemment on notera
simplement G\ e et G + ¢ les graphes G\ {e} et G' + {e}.

Exemple 1.1.4 La Figure 1.4 décrit deux graphes (G, G’ ainsi que les graphes G U 7/,
G\G, et GNG.

Le complément d’'un graphe G est le graphe G := (V (&), E(G)) avec E(G) = {uv | uv ¢
E(G)}

Exemple 1.1.5 La Figure 1.5 représente un graphe G et son complément (. Notons qu’ici
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b C c f
a
e
e d el d
G
b C
®
b
a @
e—o
e d

e

GUG G\ G GNG
FI1G. 1.4 — Deux graphes (G, G’ avec leur union, différence et intersection

les graphes G et (& sont isomorphes.

1.2 Relation d’adjacence et degrés

Si uw est un arc de G, le sommet u est son extrémité initiale et le sommet v son extrémité
terminale. Les sommets u et v sont adjacents (ou voisins). Ainsi, I'arc uv est incident a
ces deux sommets.

Si uv est un arc de GG, on dit que le sommet v est un successeur de u et le sommet u
est un prédécesseur de v. L’ensemble des successeurs de u se note N (u) et 'ensemble des
prédécesseurs de u se note N (u). L’ensemble des sommets voisins de u se note Ng(u) =
N&(u) U Ng (u). Si pour un sommet v, Ng(v) = ), v est un sommet isolé.

Le nombre de successeurs d’un sommet u, noté df(u), est appelé le degré sortant de u,
le nombre de prédécesseurs de u, noté d(u), est appelé le degré entrant de u et le nombre
de voisins de u, noté dg(u), est appelé le degré de u. On note k-sommet un sommet de
degré k.

On note AT(G) (resp. A™(G), A(G)) le degré sortant mazimum (resp. degré entrant
mazimum, degré mazimum) d’un graphe G, pris sur ensemble de ses sommets. On note
(@A) (resp. 07 (G), 6(G)) le degré sortant minimum (resp. degré entrant minimum, degré
minimum) d’un graphe G, pris sur ’ensemble de ses sommets.
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a a
| Q | | |
d c M
Le graphe GG Le graphe ¢

F1G. 1.5 — Un graphe G isomorphe & son complément ¢

a

G

FiG. 1.6 — Exemple de graphe

Exemple 1.2.1 Pour le graphe G représenté par la Figure 1.6 nous avons :

1. dg(a) = dg(a) = 6(G) = 1, dfi(a) = 0,

2. d5(e) = da(c) = A~(G) = A(G) = 4, d4(c) = 0,
3. d5(d) = do(d) = A*(G) =3, dg(d) = 0,

4. 6~ (G)=6T(G)=0

Si dans un graphe tous les sommets ont méme degré k, le graphe est appelé k-régulier.
Un graphe 3-régulier est appelé cubique.

Le nombre
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Le degré moyen d’un graphe GG et le nombre de ses arétes sont étroitement liés. En fait,
nous avons la proposition suivante :

Proposition 1.2.2

Définition 1.2.3 Soit GG un graphe, le degré moyen mazimum de G , noté dmm(G), est
défini comme le maximum des degrés moyens dm(H) = 2+ |E(H)|/|V (H)| pris sur tous les
sous-graphes H de G.

Un graphe est dit pair si tous ses sommets sont de degré pair. Concernant le nombre
des sommets de degré impair d'un graphe nous avons la proposition suivante :

Proposition 1.2.4 Pour tout graphe, le nombre de sommets de degré impair est toujours
pair.

1.3 Chemins et cycles

Un chemin orienté (resp. une chaine orientée) de longueur k reliant un sommet ug & un
sommet uy, est une suite de sommets ug uy ... uy tels que pour tout 72, 0 <@ < k—1, wu;4q
est un arc (resp. w;u;_1 ou u;u;p1 est un arc). Un circuit (resp. un cycle) est un chemin
(resp. une chaine) reliant un sommet & lui-méme. Un chemin (resp. une chaine) est simple
si tous ses sommets, a I’exception éventuellement de ses extrémités, sont distincts. Dans le
cas non orienté, la distinction entre chemin et chaine, ainsi qu’entre circuit et cycle, étant
inutile, on parle simplement de chemin ou de cycle.

On note Py le chemin de longueur &k (en particulier Py = K7). Le cycle de longueur k,
noté (', est appelé un k-cycle.

La longueur minimum d’un cycle dans un graphe G, notée g(G), est la maille de G.
Une aréte qui relie deux sommets d’un cycle mais n’est pas une aréte du cycle est appelée
une corde de ce cycle. Un cycle induit est un sous-graphe induit qui est un cycle. Ainsi, un
cycle induit est un cycle sans corde (voir Figure 1.7).

Soit G un graphe et A, B deux sous-ensembles de V (), on appelle P = ug, ..., u; un
A — B-chemin si V(G) N A = {ug} et V(G)N B = {uy}.

1.4 Graphes complets et bipartis

Un graphe G est complet si pour tous u, v € V(G), avec u # v, uv € F(G). Le graphe
complet d’ordre n se dénote K, et s’appelle une n-cliqgue. Un tournoi est une orientation
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Fic. 1.7 — Un cycle Cy avec une corde uv, et deux cycles induits C7 et Cy

(a) (b) ©
F1G. 1.8 — Exemples de graphe complet (a), biparti complet (b) et d’étoile (c)

d’un graphe complet ; en d’autres termes, dans un tournoi, pour toute paire de sommets
{u,v}, il existe un unique arc incident a u et v.

Un graphe G est bipartisi 'ensemble de ses sommets V' (G) peut étre partitionné en deux
classes X et Y de facon que deux sommets de la méme classe ne soient jamais adjacents. On
note habituellement un tel graphe biparti G = (X,Y, F(G)). Si pour tout € X et pour
tout y € Y on a xzy € E(G), le graphe G est biparti complet. Le graphe biparti complet
avec |X| = m et |Y]| = n est noté K,,,. Les graphes de la forme K7, sont appelés des
étoiles.

Exemple 1.4.1 La Figure 1.8 représente le graphe complet K5 (a), le graphe biparti
Complet K3’2 (b) et I'étoile Kl,G (C)

Clairement, un graphe biparti ne peut pas comporter de cycle impair (i.e. de cycle de
longueur impaire) ; en fait, les graphes bipartis sont caractérisés par cette propriété :

Proposition 1.4.2 Un graphe est biparti si et seulement s’il ne contient aucun cycle im-
pair.
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Le graphe GG
Fi1G. 1.9 — Exemple de graphe

1.5 Connexité

Un graphe orienté G est conneze (resp. fortement conneze) si pour toute paire u, v de
sommets distincts, il existe une chaine (resp. un chemin) reliant v & v. Remarquons que
si un graphe G est fortement connexe, alors pour tous sommets u et v il existe un circuit
passant par u et v. Dans le cas non orienté, les notions de connexité et connexité forte sont
confondues.

La distance d’'un sommet u & un sommet v dans un graphe G, notée dg(u,v), est la
longueur d’un plus court chemin de u vers v. S’il n’existe pas de tel chemin cette distance
est infinie. Le maximum des distances dg(u,v) pris sur toutes les paires de sommets {u, v}
est appelé le diameétre du graphe G et est noté diam(G). Ce diamétre est infini si G n’est
pas connexe (dans le cas orienté si G n’est pas fortement connexe).

Exemple 1.5.1 Considérons le graphe GG représenté a la Figure 1.9. La suite bed est un
chemin de longueur 2, la suite abde est une chaine de longueur 3, la suite bcdeb est un
circuit de longueur 4. Le graphe GG est connexe mais il n’est pas fortement connexe. Le
diamétre de G est donc infini. Par contre, si nous considérons le graphe non orienté H
sous-jacent au graphe GG, son diamétre est 2.

Une composante connexe d’'un graphe G est un sous-graphe maximum de G; en d’autres
termes, une composante connexe de (G est un sous-graphe connexe induit par un sous-
ensemble U de V(G) tel que pour tout u ¢ U, le sous-graphe induit G[U U {z}] n’est pas
connexe. Nous noterons nce(() le nombre de composantes connexes de G.

Exemple 1.5.2 La Figure 1.10 représente un graphe ayant trois composantes connexes.
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FiG. 1.11 — Exemples de sommets d’articulation et d’isthme

SiA,BCV(G)et X CV(G)UE(G) sont tels que tout A — B-chemin dans GG contient
un sommet ou une aréte de X, on dit que X sépare les deux ensembles A et B dans G.
Ceci indique en particulier que AN B C X. Plus généralement, on dit que X sépare (G. Si
X sépare (&, X est appelé un ensemble d’articulation dans G. Un sommet qui sépare deux
autres sommets dans une méme composante connexe est un sommet d’articulation, et une
aréte séparant ses extrémités est un isthme. Ainsi, les isthmes d’un graphe sont des arétes
qui n’appartiennent a aucun cycle.

Exemple 1.5.3 La Figure 1.11 montre un graphe avec les sommets d’articulations u, v,
w et un isthme e = uw.

Un graphe G est k-conneze (pour k € IN) si |G| > k et G\ X est connexe pour tout
ensemble X C V(@) tel que | X| < k. Tout graphe (non vide) est O-connexe, et les graphes
1-connexes sont les graphes connexes non triviaux. Le plus grand entier k tel que G est
k-connexe, est la connezité k(G) de G.

Si |G| > 1 et G\ F est connexe pour tout ensemble F' C E(G), |F| < ¢, alors G est
(-aréte-connexe. Le plus grand entier £ tel que GG est (-aréte-connexe est 1’aréte-connexité

A(G) de G.

Pour tout graphe non trivial G nous avons :

K(G) < MG) < 6(G).

Un sous-graphe 2-connexe maximal de G est une composante 2-connexe ou un bloc de
G . Deux blocs de G ont au plus un sommet en commun qui est un sommet d’articulation
de GG. Toute aréte de (G appartient donc a un seul bloc.
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F1G. 1.12 — Un graphe G et son graphe-bloc B(()

Un graphe G est 2-aréte-connexe s’il est connexe et si toute suppression d’aréte préserve
sa connexité. Une composante 2-aréte-connexe de (G est un sous-graphe 2-aréte-connexe
maximal de G.

Soient A I'ensemble des sommets d’articulations d’un graphe GG et B l'’ensemble des
blocs de G. Le graphe-bloc de GG, noté B((G), est le graphe biparti ayant pour ensemble de
sommets A U B et pour arétes les couples a X, a € A, X € B tels que a € V(X) (voir
Figure 1.12).

Proposition 1.5.4 Le graphe-bloc d’un graphe connexe est un arbre.

1.6 Arbres, foréts et autres propriétés des graphes

Un graphe sans cycle (acyclique) F est appelé une forét et une forét connexe est appelée
un arbre. Une forét est donc un graphe dont les composantes connexes sont des arbres. Dans
une forét, les sommets de degré 1 sont appelés feuilles. Tout arbre non trivial posséde au
moins deux feuilles.

Exemple 1.6.1 La Figure 1.13 représente un arbre.
Théoréme 1.6.2 Pour tout graphe T les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. T est un arbre;

2. toute paire de sommets de T est reliée par une chaine unique;
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T

Fi1G. 1.13 — Exemple d’arbre

A AR B

Fi1a. 1.14 — Construction de 3-arbres

3. T est connezxe et toute aréte est un isthme ;

4. T est acyclique et pour toute paire de sommets non adjacents u, v € T, T + uv
contient un cycle.

D’aprés le Théoréme ci-dessus un graphe connexe 7' a n sommets est un arbre si et
seulement s’il a n — 1 arétes.

La notion de k-arbre peut étre définie comme suit [3] : le graphe complet a k& sommets
est un k-arbre et si GG est un k-arbre, le graphe H obtenu a partir de G en ajoutant un
nouveau sommet v relié & k£ sommets de G induisant un graphe complet est un k-arbre. Il
n’y a pas d’autres k-arbres. Un k-arbre partiel est un sous-graphe partiel d’un k-arbre. Un
l-arbre est un arbre et un l-arbre partiel est une forét.

Exemple 1.6.3 La Figure 1.14 montre une séquence de 3-arbres obtenus en utilisant la
construction précédente.

Un graphe G est k-dégénéré si et seulement si pour tout sous-graphe H de GG on a
O(H) < k. Les foréts sont donc des graphes 1-dégénérés et tout k-arbre est un graphe
k-dégénéré.

Un graphe G est planaire s’il peut étre représenté sur le plan de facon telle que deux
arcs ne se rencontrent pas en dehors de leurs extrémités. Une face de G est une région du
plan délimitée par des arétes et telle que deux points arbitraires de cette région peuvent
toujours étre reliés par un trait continu ne rencontrant ni sommets, ni arétes. L’unique face
infinie est la face extérieure de G.

Théoréme 1.6.4 [Formule d’Euler|
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(a) Un graphe planairgh) un graphe planaire extérieufc) un graphe de Halin
F1G. 1.15 — Autres exemples de graphes

Soit G un graphe planaire a f faces. Alors

V(@] =BG+ [ =2

De la formule d’Euler on conclut que les graphes planaires sont 5-dégénérés. En effet, soit
G un graphe planaire de degré minimum 6(G) > 6. Comme toute aréte de G appartient a
au plus deux faces de G et chaque face est délimitée par au moins 3 arétes nous avons :

2. |B(G)|

f< 22Ol (1

Comme §(G') > 6 nous avons d’aprés la Proposition 1.2.2 :

me)| > S

> 2L v (@)l 2

Maintenant, selon la formule d’Euler et les relations (1), (2) nous avons :
2
2= V(G = BG)|+ f = V(G)] = 3IV(G)] + 3 BIV(G)]) =0,

ce qui est une contradiction ; les graphes planaires sont donc bien 5-dégénérés. De la méme
facon on peut conclure de la formule d’Euler que les graphes planaires sans triangles sont
3-dégénéreés.

Un graphe G est planaire extérieur s'il peut étre dessiné sur le plan (de fagon planaire)
de telle maniére que tous ses sommets soient sur la face extérieure. Les graphes planaires
extérieurs sont des 2-arbres partiels, ils sont donc 2-dégénérés.

Un graphe de Halin est un graphe constitué d’un arbre possédant au moins trois feuilles,
dont toutes les feuilles sont reliées de facon planaire par un cycle.

Exemple 1.6.5 La Figure 1.15 représente un graphe planaire (a), un graphe planaire
extérieur (b) et un graphe de Halin (c).

La proposition suivante, qui nous sera trés utile dans la Section 2.9, montre le lien entre
le degré moyen maximum d’un graphe planaire et sa maille :
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Proposition 1.6.6 [15| Pour tout graphe planaire G de maille g = g(G), dmm(G) <
29/(9 —2).

Preuve. Soit G un graphe planaire. Comme toute aréte de G appartient & au plus deux
faces de GG et chaque face est délimitée par au moins g arétes, G contient au plus 2-|F(G)|/g
faces. En appliquant la formule d’Euler nous avons :

L 2 1E(G)

2=|V(G)| - [E(G)|+ f < V(G)| = |E(G) .

D’ou :
g B

et selon la définition de dm(G) et la Relation (3) nous avons :

2-|E(G)] 29 - |E(G)] 29
dm(G) = < <
D= = - 2iE@)] <2
De méme, pour tout sous-graphe H de G, nous avons : dm(H) < 2g(H)/(g(H) — 2).
Comme g(H) > g > 2, nous avons 2g(H)/(g(H) —2) <2g/(g — 2) et donc :

29

dmm(G) < T2

1.7 Contractions et mineurs

Soit e = uw une aréte d’un graphe G. On note GG/e le graphe obtenu a partir de GG en
contractant ’aréte e dans un nouveau sommet v, qui devient adjacent a tous les anciens
voisins de u et de v. En d’autres termes, Gi/e est le graphe dont I’ensemble des sommets
est

V(G/e) = (V(G) \{u,v}) U{ve}

et I’ensemble des arétes est
E(G/e) = {zy € E(G){x,y} N {u,v} = 0}

U {vex|ux € E(G) \ {e} ou vz € E(G) \ {e}}.

Exemple 1.7.1 La Figure 1.16 représente un graphe G et le graphe (G/e obtenu & partir
de (G en contractant ’aréte e = uwv.
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1)

T3

G
F1G. 1.17 — Exemple de mineur

Soient H et GG deux graphes; H est appelé un mineur de G, noté H < G, si H peut étre
obtenu & partir d’un sous-graphe de GG en contractant un certain nombre d’arétes. Remar-
quons que tout sous-graphe d’un graphe est aussi son mineur ; en particulier, tout graphe
est un mineur de lui-méme. Tout mineur d’un graphe peut étre obtenu en éliminant certains
sommets et arétes, puis en contractant certaines arétes supplémentaires. Inversement, tout
graphe obtenu & partir d’un graphe G en répétant des suppressions et des contractions est
un mineur de G. Un graphe G est sans mineur H s’il ne contient pas H comme un mineur.

Exemple 1.7.2 Soient Y, G et H les graphes représentés par la Figure 1.17. G est un
sous-graphe de Y et H est un mineur de Y et de G : le graphe H s’obtient a partir de GG
en contractant les arétes des sous-graphes X; de G en un sommet z; , 1 <i < 4.

Un graphe G obtenu a partir d’'un graphe H en remplacant toute aréte de H par un
chemin indépendant reliant ses extrémités, est appelé une subdivision de H.

Exemple 1.7.3 Soient Y, G et H les graphes représentés par la Figure 1.18. G est un
sous-graphe de Y, GG et H sont des mineurs de Y, (G est une subdivision de H.

Un graphe GG est un graphe série-paralléle si G peut étre obtenu a partir de K5 en ap-
pliquant une séquence d’opérations, ou chaque opération peut étre le doublage d’une aréte
(remplacer une aréte par deux arétes paralléles) ou la subdivision d’une aréte (remplacer
une aréte par un chemin de longueur 2). Il est bien connu [19] qu’un graphe G est planaire
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Fi1G. 1.18 — Exemple de mineur topologique

extérieur si et seulement si GG est sans mineur K, et sans mineur K,3. Un graphe G est
sans mineur Ky si et seulement si tout bloc de G est un graphe série-paralléle. Donc, la
famille des graphes sans mineur K, est une famille de graphes planaires qui contient les
graphes planaires extérieurs et les graphes série-paralléles.

Une famille de graphes est dite héréditaire si tout sous-graphe de la famille est également
dans la famille. Les familles des graphes planaires, des graphes planaires extérieurs, des k-
arbres partiels, des graphes k-dégénérés ou des graphes de degré au plus k sont des exemples
de familles de graphes héréditaires.

Si F est une famille de graphes, alors la famille

Forb<(F) :={G | X £ G pour tout X € F}

de tous les graphes sans aucun mineur dans F est une propriété de graphe, i.e. est fermée
par isomorphisme. Quand une propriété est décrite ainsi, on dit qu’elle est caractérisée par
mineurs exclus.

Proposition 1.7.4 La relation de mineur < est une relation d’ordre partiel, en d’autres
termes, elle est réflexive, antisymétrique et transitive.

D’aprés la Proposition 1.7.4 Forb<(F) est fermée par mineur : si H < G et G €
Forb<(F) alors H € Forb<(F). Des propriétés qui sont fermées par mineur sont hérédi-
taires. Toute propriété héréditaire peut étre exprimée par mineurs exclus :

Proposition 1.7.5 Une propriété de graphe peut étre exprimée par mineurs exclus si et
seulement si elle est héréditaire.

Un exemple classique illustrant cette situation est la caractérisation des graphes pla-
naires par mineurs exclus :

Théoréme 1.7.6 |Kuratowski 1930 ; Wagner 1937|
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Pour un graphe G les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. G est planaire ;
2. G ne contient nt K5 ni K33 comme mineur.

Toute propriété héréditaire de graphe peut étre caractérisée par un nombre fini de mineurs
exclus :

Théoréme 1.7.7 Toute propriété de graphe qui est fermée par mineur peut étre exprimeée
sous la forme Forb<(F) pour une famille F finie.

Comme cas particulier du Théoréme 1.7.7 nous avons notamment :

Corollaire 1.7.8 Pour toute surface S il existe un ensemble fini de graphes X1, Xo,..., X,
tels que Forb< (X1, Xa, ..., X,) contient précisément les graphes non représentables sur

S.



Chapitre 2

Coloration d’incidence

Nous allons dans ce chapitre déterminer des bornes supérieures du nombre chromatique
d’incidence de certaines familles de graphes. La détermination de telles bornes supérieures
a naturellement été 'une des principales questions considérées par les auteurs qui se sont
intéressés a la coloration d’incidence. Ceux-ci ont en particulier considéré les cas des graphes
complets, des foréts, des graphes bipartis complets [18], des graphes de Halin, des graphes
planaires extérieurs [21] ou des graphes cubiques [20].

Nous introduisons dans un premier temps la notion de coloration d’incidence et quelques
autres notions qui nous seront utiles. Dans les deux sections suivantes nous nous intéressons
respectivement aux liens entre la coloration d’incidence et la coloration forte des arétes et
entre 1’étoile-arboricité et la coloration d’incidence. Dans la Section 2.4 nous introduisons
la notion nouvelle de (k, £)-coloration d’incidence.

Dans les Sections 2.5, 2.6 et 2.7 nous nous intéressons respectivement a la coloration
d’incidence des graphes k-dégénérés, des graphes sans mineur Ky et des graphes planaires.
Ces résultats font 1’objet de la publication [42].

Dans la Section 2.8 nous améliorons la borne supérieure obtenue pour les graphes 3-
dégénérés en Section 2.5. Finalement, nous considérons dans la Section 2.9 les graphes de
degré moyen maximum borné.

2.1 Introduction

Une incidence d’'un graphe GG est une paire (v,e) € V(G) x E(G) telle que v et e sont
incidents. On note /(G) 'ensemble de toutes les incidences de G :
I(G)={(v,e) |[v eV, e€ FE et e est incident a v }.

Pour un sommet v, nous notons A, I’ensemble des incidences de la forme (w, wv) et I,
'ensemble des incidences de la forme (v, vw) (voir Figure 2.1).

Soient (v, e) et (w, f) deux incidences de G'; on dit que (v, e) et (w, f) sont adjacentes

23
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v _ w
ot e=f *

(id) (iid)

F1G. 2.2 — Les incidences notées * sont adjacentes (configurations (i), (i7) et (zi7)), celles
notées O sont non adjacentes (configuration (iv))

si I'une des conditions suivantes est satisfaite :
1. v=w;
2. e=f;
3. laréte vw est égale a e ou f.

Les configurations correspondant aux conditions (i) — (i) sont décrites dans la Figure 2.2.

Définition 2.1.1 Une k-coloration d’incidence d’un graphe GG est une application de I’en-
semble des incidences de (7, dans un ensemble C' de k couleurs telle que des couleurs
distinctes sont affectées aux incidences adjacentes. Le nombre chromatique d’incidence de
G, noté x;(G), est le plus petit entier k tel que G admet une k-coloration d’incidence.

La notion de coloration d’incidence a été introduite par Brualdi et Massey [18] en 1993. Il
est facile de vérifier le proposition suivante :

Proposition 2.1.2 Pour tout graphe G possédant au moins une aréte, x;(G) > A(G)+1.

Preuve. Considérons un graphe GG possédant au moins une aréte et soit u un sommet de
degré A(G) (voir Figure 2.3). On a besoin de A(G) couleurs distinctes pour colorier les
incidences de [, et d’au moins une couleur supplémentaire pour colorier les incidences de
A,. On obtient donc x;(G) > A(G) + 1. [
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FiG. 2.3 — Un sommet u de degré A(G)

Remarquons que si ¢ est une coloration d’incidence de G utilisant A(G) 4+ 1 couleurs, nous
avons nécessairement |c(A,)| = 1 pour tout sommet v de G tel que dg(v) = A(G).

Proposition 2.1.3 Si G est un n-cycle alors x;(G) =3 sin =0 (mod 3), et x;(G) = 4
$1Non.

Preuve. Soient GG un n-cycle et 1, xs, ..., Tz, les incidences de GG (voir Figure 2.4). Nous
considérons trois cas :

1. n=0 (mod 3).

Soit o : {x1,xa,...,xe,} — {0,1,2} application définie par : o(z;) = ¢ (mod 3),
Vi, 1 < i < 2n. L’application ¢ est clairement une 3-coloration d’incidence de G.
D’aprés la Proposition 2.1.2 nous avons x;(G) > 3, et donc x;(G) = 3.

. 2n =1 (mod 3).

Soit o : {xy,xa, ..., T2} — {0,1,2,3} Papplication définie par : o(x;) =i (mod 3),
Vi, 1 < i < 2n—1 et o(xe,) = 4. L’application o est clairement une 4-coloration
d’incidence de . Il est facile de vérifier que 4 couleurs sont nécessaires, et donc
xi(G) = 4.

. 2n =2 (mod 3). Nous avons nécessairement 2n > 8.

Soit o : {1, X2, ..., x2n} — {0, 1,2,3} Papplication définie par : o(x;) =i (mod 3),
Vi, 1 S 7 S 2n — 5, U($2n_4> = 4, U(IQn_g) = 1, U(.TQn_2> = 2, O'(SCQn_l) = 3,
et o(xy,) = 4. L’application o est clairement une 4-coloration d’incidence de G.
Comme précédemment, nous avons x;(G) > 4, et donc x;(G) = 4.
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Ty T
T2
I
Lon
2n—1
Lon—
37271—3 2n—2

FiG. 2.4 — Un n-cycle

Exemple 2.1.4 La Figure 2.5 décrit une coloration d’incidence du graphe de Petersen
G)p en A(Gp) + 2 = 5 couleurs. On peut vérifier que le nombre chromatique d’incidence
du graphe Petersen est 5. En effet, supposons que x(G),) < 4 et soit o une 4-coloration
d’incidence de (). Soit C' un 5-cycle de (G,,. Montrons tout d’abord qu’il existe un sommet
u de C' tel que |o(Ay)| > 2. En effet, si |0(A,)| = 1 pour tout sommet v de C' alors nous
avons la configuration décrite par la Figure 2.6. Dans ce cas, il est facile de vérifier que
pour tout ¢, j, 1 <i < j <5, les deux couleurs a; et a; doivent étre distinctes et c’est une
contradiction car o est une 4-coloration d’incidence de (&,. Soit donc w un sommet de C' tel
que |o(A,)| = 2; nous avons alors |o(1,) Uo(A,)| > 5 car |o(1,)| = 3 (G, est 3-régulier)
et c’est encore une contradiction. Nous obtenons ainsi x;(G,) = b.

Brualdi et Massey ont prouvé la borne supérieure générale suivante :
Théoréme 2.1.5 [18] Pour tout graphe G, x;(G) < 2A(G).

Comme le nombre chromatique d’incidence d’'un cycle pair est 4 ce résultat est optimal.
Ils ont aussi conjecturé :

Conjecture 2.1.6 [18| Pour tout graphe G, x;(G) < A(G) + 2.

Guiduli en [37] a montré qu’il existe des graphes G tels que x;(G) > A(G)+Q(log A(G)), ce
qui montre que cette conjecture est fausse. Il a prouvé dans cet article la borne supérieure
suivante :

Théoréme 2.1.7 Pour tout graphe G, x;(G) < A(G) + O(log(A(G)).

Concernant le nombre chromatique d’incidence de certaines familles de graphes, nous avons
les résultats suivants :
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F1G. 2.5 — Une 5-coloration d’incidence du graphe de Petersen

Qs

Qg as

as as

a3 Qg

F1G. 2.6 — Un 5-cycle de G,
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Théoréme 2.1.8

Pour tout n > 2, x;(K,) =n=A(K,)+ 1 [18].

Pour tous m >n > 2, x;(Kpn) =m+2=A(Kp,) + 2 [18].

Pour tout arbre T d’ordre n > 2, x;(T) = A(T) + 1 [18|.

Pour tout graphe de Halin G avec A(G) > 5, x;(G) = A(G) + 1 [21].
Pour tout graphe planaire extérieur G, y;(G) < A(G) + 2 [54].

AR

En [20], Chen, Lam et Shiu ont conjecturé :
Conjecture 2.1.9 20| Si G est un graphe cubique, alors x;(G) < A(G) + 2.

Ils ont prouvé cette conjecture pour certaines classes de graphes cubiques, en particulier la
classe des graphes cubiques Hamiltoniens.

Wang, Chen et Pang en [21] ont publié le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.10 Pour tout graphe planaire extérieur G, de degré mazimum A(G) > 4,
Xi(G) = A(G) + 1.

La Proposition 2.1.12 montre qu’il existe des graphes planaires extérieurs de degré
maximum 4 et de nombre chromatique d’incidence 6, ce qui prouve que ce théoréme est
faux pour les graphes planaires extérieurs de degré maximum 4. Dans la Section 4.3 nous
obtenons que pour tout graphe planaire extérieur G de degré maximum A(G) > 7, x;(G) =
A(G)+ 1. Ainsi, le Théoréme 2.1.10 est vrai pour les graphes planaires extérieurs de degré
maximum au moins 7 mais la preuve présentée en [21]| est fausse.

En effet cette preuve est basée sur le lemme suivant de Qu [54] :

Lemme 2.1.11 Soient G un graphe planaire extérieur et v un sommet d’articulation dans
G tel que G\ v= HyUH,, Gy =G[V(Hy) U{wv}] et Gy = G[V(Hy) U{v}]. Alors x;(G) =
maz{xi(G1), xi(G2)}-

La Figure 2.7 représente un graphe planaire extérieur GG ayant le sommet v comme sommet
d’articulation, les composantes Hy, Hy de G\ {v}, une 3-coloration d’incidence de G =
G[V (Hy) U{v}] et une 5-coloration d’incidence de GGo = G[V (Hy) U {v}]. Nous verrons que
d’aprés la Proposition 2.1.12, x;(G) = 6, ce qui montre que le Lemme 2.1.11 est faux.

La question concernant le nombre chromatique d’incidence des graphes planaires exté-
rieurs reste ouverte pour les graphes planaires extérieurs de degré maximum 5 et 6 pour
lesquels le nombre chromatique d’incidence peut valoir A(G) 4+ 1 ou A(G) + 2.

Proposition 2.1.12 Il existe des graphes planaires extérieurs de degré mazimum 4 et de
nombre chromatique d’incidence 6.

Preuve. Le graphe G représenté Figure 2.8 est un graphe planaire extérieur de degré
maximum 4. Nous montrons que x;(G) = 6. Il suffit de prouver que x;(G) > 5 car pour
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Gi=GV(H)U{v}] G2 =G[V(Hz) U {v}]

FiG. 2.7 — Contre-exemple pour le Lemme 2.1.11

F1G. 2.8 — Un graphe planaire extérieur G de degré maximum 4 et de nombre chromatique
d’incidence 6
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€10
€12
€8
€14
(& C

€6
Fia. 2.9 — Couplages dans le graphe de Petersen

tout graphe planaire extérieur H nous avons y;(H) < A(H) + 2.

Supposons que x;(G) = 5 et soit ¢ une 5-coloration d’incidence de (. Alors, pour
tout 4-sommet o de G nous avons |c(A,)| = 1. On peut donc supposer sans perte de
généralité que c(x,zu) = 1, c(x,zy) = 2, c(x,z2) = 3, c(x,2w) = 4 et ¢(A;) = {5} (voir
Figure 2.8(a)). Nous avons alors nécessairement c(A,) = {1}, ¢(A,) = {2}, ¢(A.) = {3} et
c(Ay) = {4} (voir Figure 2.8(b)). Nous devons alors avoir ¢(z, zv) = 1 et donc ¢(A,) = {1}
d'ou e(y,yu) = c(y,yv) = 1 (voir Figure 2.8(c)), ce qui est une contradiction. Ainsi,
Xz(G) > 5. |

2.2 Coloration d’incidence et aréte-coloration forte

Soit G un graphe. Un ensemble F, d’arétes de GG est un couplage si toutes les arétes
de Ey sont non adjacentes. Si Fjy est un couplage, et si Iy C FEjy, alors F; est aussi un
couplage. Un couplage induit est un couplage Fy tel que pour toute aréte uv € E(G) \ Ey,
si u est une extrémité d’une aréte de Fj, alors v n’est pas 'extrémité d’une aréte de F.

Exemple 2.2.1 Considérons le graphe de Petersen (), représenté Figure 2.9. L’ensemble
Eq = {e1, e7,e12} est un couplage induit et 'ensemble Fy = {es, €4, €9, €10} est un couplage
mais il n’est pas un couplage induit (e; et e4 ont deux extrémités reliées par une aréte de

G,).

Une k-aréte-coloration d’'un graphe GG est une application de I'ensemble des arétes de
(G dans un ensemble C' de k couleurs telle que des couleurs distinctes sont affectées aux
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F1G. 2.10 — Une 4-aréte-coloration de G, (a), et une 5-aréte-coloration forte de G, (b)

arétes adjacentes. L’index chromatique de G, noté x'((G), est le plus petit entier & tel que
(G admet une k-aréte-coloration. Remarquons que dans une aréte-coloration d’un graphe
(G un ensemble d’arétes de méme couleur est un couplage.

Une k-aréte-coloration forte de (G est une k-aréte-coloration de (G telle que les ensembles
d’arétes de méme couleur sont des couplages induits. L “ndex chromatique fort de GG, noté

X5 (G), est le plus petit entier k tel que G admet une k-aréte-coloration forte.

Exemple 2.2.2 La Figure 2.10(a) donne une 4-aréte-coloration et la Figure 2.10(b) donne
une 5-aréte-coloration forte pour le graphe de Peterson G,. En fait, nous avons y'(G,) = 4
et X4(Gp) = 5.

Soit GG un graphe avec V(G) = {vy,v9,...,0,} et E(G) = {e1,ea,...,en}. La matrice
d’incidence de G est la (0,1)-matrice n x m B[G] = [b;;] ou b;; = 1 si et seulement si
e; est incident & v;. Les 1’s de la matrice B[(] correspondent donc aux incidences de G.
Un ensemble de k incidences de G non mutuellement adjacentes correspond a une sous-
matrice permutation de B[G] d’ordre k et, inversement, toute sous-matrice permutation
de B[G] d’ordre k correspond & un ensemble de k incidences non mutuellement adjacentes
de G. Ainsi, le nombre chromatique d’incidence de GG est égal au plus petit nombre de
sous-matrices permutations de B[(] qui partitionnent ses 1’s.

Exemple 2.2.3 La Figure 2.11 représente la matrice d’incidence B[K}], une coloration
d’incidence du graphe K, et les sous-matrices permutations B;’s, 1 < j < 4, correspon-
dantes (B; correspond aux incidences coloriées j, les sous-matrices B;’s partitionnent les
1’s de B[K}] et nous avons x;(K4) = [{B;}| = 4).
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= B[K,]
c d _
1 0
0 0 |= By
0 I
a c d
1 0
0 0 |= B3
0 1

Fi1G. 2.11 — Une coloration d’incidence de K, la matrice d’incidence de K, et les sous-
matrices permutations correspondantes
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Xs(H (K1) = xi(K4) = 4

F1G. 2.12 — Une coloration forte des arétes du graphe H(Ky)

Soit H(G) le graphe biparti d’ordre n+m, défini par V(H(G)) = V(G)U E(G) et v; est
adjacent a e; si et seulement si e; est incident & v; dans G. Soit o une coloration d’incidence
de G. 1l est facile de vérifier que P'application ¢ définie, pour toute aréte v;e; dans H(G),
par ¢(vie;) == o(vi,e;), 1 <i<netl<j<m,estunearéte-coloration forte de H(G). On
obtient donc qu’une coloration d’incidence de G correspond a une aréte-coloration forte de
H(G). Inversement, soit ¢ une aréte-coloration forte de H(G). Il est facile de vérifier que
'application o définie, pour toute incidence (v;, ;) de G, par o(v;, ¢;) = ¢ (vie;), 1 <i<n
et 1 < 7 < m, est une coloration d’incidence de G. On obtient aussi qu’'une aréte-coloration
forte de H(G) correspond a une coloration d’incidence de G. Ainsi le nombre chromatique
d’incidence de G est égal a I'index chromatique fort de H(G) : x;(G) = xL(H(G)).
Exemple 2.2.4 La Figure 2.12 représente H(K,) et une aréte-coloration forte de H(Ky),
correspondant a la coloration d’incidence de la Figure 2.11.

Concernant l'index chromatique fort des graphes, Erdos et NeSettil ont conjecturé en
[30] :

Conjecture 2.2.5 Soit G un multigraphe, alors :

, 5/4(A(G))? si A(GQ) est pair,
X(G) < { 5/4(A(G))* — 1/2A(G) +1/4  si A(GQ) est fmpaz'r.

Horék et al. [39] et Andersen [6] ont prouvé cette conjecture pour A = 3. Faudree et
al. [31, 32| ont conjecturé que I'index chromatique fort d’un multigraphe biparti de degré
maximum A est au plus A? et ils ont prouvé cette conjecture pour tous les graphes dont
les cycles sont tous de longueur multiple de 4. Brualdi et Massey [18] ont conjecturé :

Conjecture 2.2.6 Soit H un multigraphe biparti, V(H) = XUY, tel que pour tout sommet
x € X, dy(x) < a et pour tout sommety € Y, dy(y) < 3. Alors, xX.,(H) < af.
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Ils ont prouvé cette conjecture pour quelques familles de graphes bipartis, en particulier la
famille des graphes bipartis dont tous les cycles sont de longueur multiple de 4.

Remarquons que lorsque H = H(G) le résultat se déduit du Théoréme 2.1.5 : en effet,
V(H)=V(G)UE(G), pour tout sommet 2 € V() nous avons dy(z) < A(G) et pour tout
sommet y € F(G) nous avons dy(y) = 2; nous obtenons donc Y. (H) = x;(G) < 2A(G).

2.3 Coloration d’incidence et étoile-arboricité

Une forét d’étoiles est un graphe dont toutes les composantes connexes sont des étoiles.
Une forét d’étoiles orientées est un graphe dont toutes les composantes connexes sont des
étoiles orientées dont tous les arcs sont dirigés hors du centre. L’étoile-arboricité d'un
graphe non orienté G, notée st((), est le plus petit nombre de foréts d’étoiles qui sont
nécessaires pour couvrir les arétes de . Pour un graphe orienté D (pas nécessairement
antisymétrique), 1’étoile-arboricité orientée de D, notée dst(D), est le plus petit nombre
de foréts d’étoiles orientées qui sont nécessaires pour couvrir les arcs de D.

L’étoile-arboricité a été introduite par Akiyama et Kano |2|. L’étoile-arboricité orientée
a été introduite par Algor et Alon [4] et B. Guiduli a montré en [37] que le concept de
coloration d’incidence correspond & un cas particulier de 1’étoile-arboricité orientée. Plus
précisément, pour tout graphe G nous avons y;(G) = dst(S(G)), ou S(G) est le graphe
orienté symétrique obtenu a partir de G’ en remplacant chaque aréte de GG par deux arcs
opposés. En effet, en associant a chaque incidence de G de la forme (u,uwv) arc b de
S((G), on observe facilement que toute coloration d’incidence de GG correspond a une aréte-
coloration forte de S((7), et inversement.

Exemple 2.3.1 La Figure 2.13 représente S(K,) et une famille des foréts d’étoiles orien-
tées, {G1, Gy, G3, G4}, couvrant les arcs de S(Ky). Cette famille correspond a la coloration
d’incidence de K, donnée par la Figure 2.11 (chaque étoile (; correspond aux incidences
coloriées ).

2.4 (k,{)-coloration d’incidence

En référence a la conjecture initiale de Brualdi et Massey, nous avons cherché & déter-
miner des familles de graphes dont le nombre chromatique d’incidence était majoré par le
degré maximum du graphe a une constante prés. Nous considérons en particulier la famille
des graphes k-dégénérés (qui contient par exemple la famille des k-arbres et la famille des
graphes représentables sur une surface de genre donné). Plus précisément, nous prouverons
dans ce chapitre les résultats suivants :

1. Si G est un graphe k-dégénéré, alors x;(G) < A(G) + 2k — 1.
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dst(S(Ka)) = xi(Ka) = 4

F1G. 2.13 — Le graphe S(K}) et une famille couvrante de foréts d’étoiles orientées GGy, G,
Gg, et G4

2.

o Otk W

Si G est un graphe sans mineur Ky, alors x;(G) < A(G) + 2, et cette borne est
optimale.

Si GG est un graphe planaire, alors x;(G) < A(G) + 7.

Si GG est un graphe 3-dégénéré, alors x;(G) < A(G) + 4.

Si G est un graphe de degré moyen maximum dmm/(G) < 3, alors x;(G) < A(G) + 3.
Si G est un graphe de degré moyen maximum dmm(G) < 3 et de A(G) >

xi(G) < A(G) + 2.

Si G est un graphe de degré moyen maximum dmm(G) < 22/9, alors x;(G) <
A(G) +2.

Si G est un graphe de degré moyen maximum dmm(G) < 16/7 et de A(G) > 4, alors
xXi(G) = A(G) + 1.

5, alors

En fait, nous allons prouver des résultats plus forts : pour chacune de ces familles de
graphes, on peut construire une coloration d’incidence telle que pour tout sommet v, le
nombre de couleurs utilisées pour des incidences de la forme (w,wv) est borné par une
constante indépendante du degré maximum du graphe.

Plus précisément, nous introduisons la notion suivante :

Définition 2.4.1 Une (k,{)-coloration d’incidence d’'un graphe G est une k-coloration
d’incidence o de G telle que pour tout sommet v € V(G), |o(A,)| < .
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FiG. 2.14 - o(A,) = {5,6,7}, o(l,) = {1,2,3,4}, o(l,) = {3,4,7,8} et FZ(v,vw) =
{1,2,3,4,5,6,7,8}

Nous allons finir cette section en présentant quelques notations que nous utiliserons
dans le reste de ce chapitre.

Soit G un graphe. Si v est un sommet de GG et vw une aréte de G, on note G \ v le
graphe obtenu a partir de GG en enlevant le sommet v et G\ vw le graphe obtenu a partir de
(G en enlevant 'aréte vw. Si vz n’est pas une aréte de (G, on note G + vx le graphe obtenu
a partir de GG en ajoutant 'aréte vz.

Soit G un graphe et o une coloration d’incidence partielle de (&, en d’autres termes une
coloration d’incidence qui a été seulement définie pour un sous-ensemble [ de I(G). Pour
toute incidence non coloriée (v,vw) € I(G) \ I, on note FZ(v,vw) 'ensemble des couleurs
interdites pour 'incidence (v, vw) : F&(v,vw) = o(A,) Uo(l,) Uo(l,) (voir Figure 2.14).

Remarque 2.4.2 Soit G/ un sous-graphe de GG et ¢’ une coloration d’incidence de G.
Lorsque nous dirons que nous étendons la coloration ¢’ & une coloration d’incidence o de
(7, nous supposons que o(v,vw) = o' (v, vw) pour toute incidence (v,vw) € I(G").

Finalement, nous utiliserons souvent le fait suivant, qui découle des définitions : toute
(k, £)-coloration d’incidence peut étre considérée comme une (k’, £)-coloration d’incidence
pour tout & > k.

2.5 Graphes k-dégénérés

Dans la suite de ce chapitre, nous utiliserons la convention suivante pour chacune des
configurations : le degré des sommets gris ou noirs est complétement spécifié, alors que les
sommets blancs sont de degré quelconque.

Dans cette section nous prouvons le théoréme général suivant :

Théoréme 2.5.1 Tout graphe k-dégénéré G admet une (A(G)+ 2k —1, k)-coloration d’in-
cidence. Ainsi, x;(G) < A(G) + 2k — 1.
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F1G. 2.15 — Un sommet v de degré t et ses voisins dans (¢

Preuve. Remarquons tout d’abord qu’il suffit de considérer le cas des graphes connexes.
Supposons que le théoréme est faux et soit G un plus petit contre-exemple. Soit v un t¢-
sommet de G, t < k, avec Ng(v) = {z1,..., 2} et G' = G\ v (voir la figure 2.15). D’aprés
la minimalité de G, il existe une (A(G) + 2k — 1, k)-coloration d’incidence ¢’ de GG’. Nous
allons étendre ¢’ a une (A(G)+2k—1, k)-coloration d’incidence o de GG. Nous commengons
par prouver le fait ci-dessous :

Fait 2.5.2 Pour tout i, 1 < i < t, il existe une couleur a; telle que a; ¢ Fg (v,vz;) U
{Cll, N ,a,-_l} et |0',(A$7> U {al}| S k.

Preuve. Considérons tout d’abord ¢ = 1. Si 0/(A,,) # 0 alors a; peut étre toute couleur de
0'(Ayz,), sinon dg(x1) = 1, et a; peut étre toute couleur. Supposons maintenant que nous
avons obtenu i—1 couleurs ay, . .., a;_1,i—1 < t, en satisfaisant le fait. Si |0’( A, )| = k nous
prenons une couleur a; € 0'(A,,) \ {ay,...,a;_1} (nous avons i < k). Sinon, |Fg (v, vx;) U
{ai.,...;a;i 1} <dg(x;)) —1+i—1 < A(G)+i—2 < A(G)+ k — 2. Ainsi, on peut choisir
une couleur a; ¢ FS (v,vz;) U{ay,...,a;_1} et le fait est prouvé. |

Gréce au fait ci-dessus, on peut poser o(v,vzx;) = a; pour tout i, 1 <i < .

Maintenant, pour tout i, 1 < ¢ < ¢, nous avons |0'(A,,) U {a;}| < k. Ainsi, le nombre

de couleurs interdites pour l'incidence (x;, z;v) satisfait |0’ (I,,) Uo'(Ay,) U{ay,...,a}| <
AG)=1+4k+t—1< A+2k—2. Donc, pour tout i, 1 < i <t, il existe une couleur libre
bi & FS (zi,20) U {a,...,a} et on peut poser o(x;, 2;0) = b;.

Bien évidemment, la coloration o obtenue est une (A(G) + 2k — 1, k)-coloration d’inci-
dence de (G. Nous arrivons donc a une contradiction et le théoréme est prouvé. [ |

Puisque un graphe sans mineur K, est 2-dégénéré, on en déduit :

Corollaire 2.5.3 Tout graphe G sans mineur K4 admet une (A(G)+3,2)-coloration d’in-
cidence.
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F1G. 2.16 — Un graphe GG pour 'exemple 2.6.1
Ce résultat sera amélioré en Section 2.6. De la méme facon, puisque tout graphe planaire
est b-dégénéré, on en déduit :
Corollaire 2.5.4 Tout graphe planaire G admet une (A(G)+9,5)-coloration d’incidence.

Ce résultat sera ameélioré en section 2.7. D’aprés la formule d’Euler, nous savons que tout
b
graphe planaire sans triangle est 3-dégénéré; on a donc le corollaire suivant :

Corollaire 2.5.5 Tout graphe planaire sans triangle G admet une (A(G)+5, 3)-coloration
d’incidence.

Ce résultat sera ameélioré en Section 2.8.

2.6 Graphes sans mineur K,

Soit G un graphe et v un sommet de . On note Dg(v) le cardinal de 1’ensemble
{u e V(G)|(dg(u) > 3 et uv € E(G)) ou (Fw € V(G),da(w) = 2,uw,wv € E(G))}.
Exemple 2.6.1 Pour le graphe GG représenté par la Figure 2.16 nous avons :

DG(a> = |{ba €, k}| =3

Nous avons le théoréme structurel suivant, da a Lih, Wang et Zhu [48] :

Lemme 2.6.2 [48| Soit G un graphe sans mineur K. Alors l'une des conditions suivantes
est satisfaite :

1. 6(G) < 1;
2. il existe deux 2-sommets qui sont adjacents;

3. il existe un sommet u tel que dg(u) > 3 et Dg(u) < 2.
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F1G. 2.17 — Configuration pour le cas 2 du Théoréme 2.6.3

On peut maintenant prouver le résultat principal de cette section :

Théoréme 2.6.3 Tout graphe G sans mineur K, admet une (A(G)+2,2)-coloration d’in-
cidence. Ainsi, x;(G) < A(G) + 2.

Preuve. Remarquons tout d’abord qu’il suffit de considérer le cas des graphes connexes.
Supposons que le théoréme est faux et soit G un plus petit contre-exemple. Nous avons
nécessairement A(G) > 3. Car, si A(G) < 2 alors selon le Théoréme 2.1.5 nous avons
Xi(G) < 2A(G) < A(G) + 2. De plus, toute 4-coloration d’incidence de G est une (A(G) +
2, 2)-coloration d’incidence. Selon le Lemme 2.6.2, nous avons trois cas a considérer.

1. GG contient un 1-sommet v.
Soit w le seul voisin de v dans (. Selon la minimalité de G, il existe une (A(G)+2, 2)-
coloration d’incidence o’ de G’ = G\ v. Puisque |Fg (w,wv)| = |o'(I,) U’ (Ay)| <
da(w) — 1+ 2 < A(G) + 1, il existe une couleur a telle que a ¢ Fg (w,wv). On
peut donc étendre o’ a une (A(G) + 2,2)-coloration d’incidence o de GG en posant
o(w,wv) = a et o(v,vw) = b pour une couleur b € o'(A,) (G’ a nécessairement une
aréte car A(G) > 3).

2. §(G) > 1 et G contient deux 2-sommets adjacents v et w (voir Figure 2.17).
Soit G' = G\ vw. Notons v’ le seul voisin de v et w’ le seul voisin de w dans G’. Selon
la minimalité de G, il existe une (A(G) + 2, 2)-coloration d’incidence ¢’ de G'. Soient
a =o' (w,ww), b= o (w,ww), c=0d @, vv)etd=0o'(v,v).
Supposons d’abord que |[{a,b,c,d}| = 4. On peut étendre o’ & une (A(G) + 2, 2)-
coloration d’incidence o de GG en posant o(v,vw) = a et o(w, wv) = c.
Maintenant, si |{a,b,c,d}| < 3, on peut étendre ¢’ a une (A(G) + 2,2)-coloration
d’incidence o de GG en posant o(v,vw) = e et o(w,wv) = f, avec e, [ ¢ {a,b,c,d},
car A(G)+2> 5.

3. Aucun des deux cas précédents ne se produit.
Dans ce cas-1a, G contient un sommet v avec dg(v) > 3 et Dg(v) < 2. Nous considé-
rons deux sous-cas en fonction de Dg(v) :

(a) D(;(v) =1.
Notons par x1,xs,...,2; les voisins de degré 2 de v. Nous avons évidemment
t > 2 et tous ces 2-sommets sont reliés & un k-sommet w, k > 3 (G n’a pas
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F1G. 2.18 — Configurations pour le cas 3.(a) du Théoréme 2.6.3

de 1-sommet ni de paire de 2-sommets adjacents). De plus, si ¢ = 2 alors
contient nécessairement 'aréte vw, car dg(v) > 3. Nous avons deux sous-cas a
considérer :

i. vw € E(G) (voir Figure 2.18.(7)).
Soit ' = G\ vxy et o’ une (A(G) + 2, 2)-coloration d’incidence de G’. De
plus, supposons a = ¢’ (v, vw) et b = o'(w, wv). Remarquons que a est une
couleur légale pour l'incidence (x1, z1w).
Ainsi, en recoloriant si nécessaire, on peut supposer ¢’(x1,z1w) = a. On
peut étendre o’ a une (A(G) + 2, 2)-coloration d’incidence o de G comme
suit. On pose d’abord ¢(x1,z1v) = b. Maintenant, puisque |Fg (v, vz;)| =
lo’(I,\ (v,vz1)) U0’ (Ay)] < dg(v) — 142 < A(G) +1, il existe une couleur
c telle que ¢ ¢ FZ (v,vz;) et on pose o(v,vr,) = c.

ii. vw ¢ E(G) (voir Figure 2.18.(ii)).
Dans ce cas, nous avons ¢ > 3. Soit G = G\ v et ¢’ une (A(G) + 2,2)-
coloration d’incidence de G’. On observe que la couleur o’(z1, z1w) peut
étre utilisée pour colorier toutes les incidences (z;, z;w), 2 < i < .
Alinsi, nous pouvons choisir ¢’ telle que o’(x;, z;w) = a pour tout i, 1 <
i < t. Nous pouvons étendre ¢’ & une (A(G) + 2, 2)-coloration d’incidence
o de G comme suit. Pour tout 4, 1 < i < t, Fg (2, z;w) = o' (I,) U {a} et
dg(w) < A(G). Il existe donc une couleur libre b pour colorier les incidences
de la forme (x;, z;v).
Nous posons donc o(x;, z;v) = b, pour tout i, 1 < ¢ < t. Finalement,
seulement deux couleurs a et b sont interdites pour colorier les ¢t incidences
de la forme (v, vz;). Ces incidences peuvent donc étre coloriées car t < A(G).

(b) Dg(v) = 2.
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Nous avons quatre sous-cas a considérer, donnés par les quatre configurations
de la Figure 2.19 :

i.

ii.

iii.

1v.

Soit ' = G \ vy et o' une (A(G) + 2,2)-coloration d’incidence de G'.
Comme précédemment, on peut choisir ¢’ de telle maniére que o’ (y;, y;w') =
a et o' (y;,yv) = o'(w',w'v) = b pour tout 7, 1 < ¢ < {. Posons alors
c=0o'(v,ow), d =o' (w,wv), e = o'(x1, x1w) et [ =o' (w, wxy).

Nous pouvons étendre ¢’ a une (A(G) + 2,2)-coloration d’incidence o de
G comme suit. On pose tout d’abord o(zq,z1w) = ¢ et o(x1,z1v) = d.
Maintenant, comme |FZ(v,vzy)| = |o'(1, \ (v,v21)) Uo'(Ay)| < dg(v) — 1+
2 < A(G) + 1, il existe une couleur g telle que g ¢ FZ(v,vz1) et on pose
o(v,vx1) = g.

Ce cas se résout comme le précédent, sans avoir besoin de considérer I'inci-
dence (v, vw’).

Soit G' = G'\ v et ¢’ une (A(G) + 2,2)-coloration d’incidence de G'. On
peut choisir ¢’ de telle maniére que o’(z;, z;w) = a pour tout 4, 1 <i < r,
o' (yj,y;w') = b, pour tout j, 1 < j <tetasb, car nous avons au moins
deux choix pour ¢'(z;, z;w) pour tout i, 1 <i <ret o' (y;,y;w'), 1 <j <t
Nous pouvons étendre o’ a une (A(G) + 2, 2)-coloration d’incidence o de G
comme suit. On pose tout d’abord o(v,vz1) = b, et o(v,vy;) = a. Comme
r < dg(v) < A(G), il existe une couleur ¢ ¢ {a, b}U{o’ (w, wz;) : 1 <i <r}.
De la méme maniére, comme ¢ < dg(v) < A(G), il existe une couleur
d ¢ {a,b} U{o'(w',w'z;) : 1 < j < t}. Nous posons alors o((z;, z;v) = ¢,
1 <i<reto(y,yv) =d, 1 < j <t Finalement, nous avons besoin
de r +t — 2 couleurs distinctes de a, b, ¢, et d pour colorier les incidences
(v,v2;), 2 <i <ret(v,vy;), 2 <j <t Ces incidences peuvent donc étre
coloriées car r + 1 = dg(v) < A(G).

Nous considérons deux sous-cas, en fonction de dg(v).

Al dg(v) < A(G).
Soit G' = G\ {vz; : 1 < i < r}et o une (A(G) + 2,2)-coloration
d’incidence de G’. Comme dans le cas (a), o’ peut étre choisie de telle
maniére que o’(z;, x;w) = a, 1 < i < r. De plus, posons b = o'(w', w'v)
et ¢ = o'(v,vw'). Nous pouvons étendre o’ & une (A(G)+2, 2)-coloration
d’incidence de G' comme suit. Soit F = |J_, Fg (z;, z;v) = {a,c} U
{o'(w,wzx;) : 1 < i < r}; comme r < dg(v) < A(G), nous pouvons
poser o(x;, z;v) = d pour tout i, 1 < ¢ < r, avec d ¢ F. Finalement,
nous avons besoin de r couleurs distinctes de a, b, ¢ et d pour colorier
les incidences (v,vx;), 1 < ¢ < r. Ces incidences peuvent étre coloriées
car r < dg(v) — 1 < A(G) — 2.

B. da(v) = A(G).
Soit G = G\ {z; : 1 < i < r} et o une (A(G) + 2,2)-coloration

d’incidence de G'. Soit a = o'(w',w'v) et b = o'(v,vw’), b # a. Si
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Tt 2 17 r>landt+r>3

(id)

FiG. 2.19 — Configurations pour le cas 3.(b) du Théoréme 2.6.3
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dg(w) = A(G) — 1, alors Dg(w) = 1, qui est un cas déja couvert. Donc,
on peut supposer que dg(w) = A(G).

Soit v’ le seul voisin de w dans G’. Supposons ¢ = o'(v',v'w) et d =
o'(w,wv"), d # ¢. Nous posons o(x;, x;w) = ¢, 1 < i < r. Maintenant,
si a # ¢, nous posons o(x;, z;v) = a pour tout i, 1 <i < retsia=c,
nous posons o(xz;, x;v) = z, 1 < i < r, pour une couleur z ¢ {a,b,c,d}.
Il est facile de vérifier que dans les deux cas ||J,_, F&(w,wzy)| = 3.
Comme r = dg(w) — 1 = A — 1, nous pouvons colorier les incidences
(w,way), 1 <i<r.

Donc, dans tous les cas nous obtenons une (A(G) + 2, 2)-coloration d’incidence de G. Ceci
contredit notre hypothése et le théoréme est prouvé. [ |

La proposition suivante montre que la borne donnée par Théoréme 2.6.3 est optimale.

Proposition 2.6.4 Pour tout k > 1, il existe une infinité de graphes sans mineurs K, de
degré maximum k et de nombre chromatique d’incidence k + 2.

Preuve. Soit Gy le graphe sans mineur K, obtenu en reliant deux sommets u et v par k
chemins distincts de longueur 2 dont les sommets intérieurs sont notés respectivement par
wy, Wa, . .., wy (voir la figure 2.20). Nous avons clairement A(Gy) = k. Supposons que G
admet une (k+1)-coloration d’incidence. Comme nous avons besoin de k couleurs distinctes
pour colorier I, toutes les incidences de la forme (w;, w;u) ont la méme couleur, disons
a. De la méme facon, comme nous avons besoin de k£ couleurs distinctes pour colorier [,
toutes les incidences de la forme (w;, w;v) ont la méme couleur, disons b. Mais la couleur b
doit étre distincte de a et des k couleurs affectées a I,,, ce qui est une contradiction. Ainsi,
Xi(Gr) > k+ 2.

Finalement, tout graphe sans mineur K, de degré maximum £ et contenant G} comme
sous-graphe a pour nombre chromatique d’incidence k + 2. (De tels graphes peuvent étre
obtenus par exemple en reliant des chemins distincts de longueur arbitraire aux sommets
intermédiaires wy, wa, . . ., wy).

2.7 Graphes planaires

Nous utiliserons le lemme structurel suivant qui découle de la formule d’Euler [12].
Lemme 2.7.1 Soit G un graphe planaire. Alors l'une des conditions suivantes est satis-
faite :

1. 6(G) < 2;

2. il existe une aréte vw de G avec dg(v) = 3 et dg(w) < 10;
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U

v

F1G. 2.20 — Le graphe Gy,

3. il existe une aréte vw de G avec dg(v) =4 et dg(w) < 8;
4. il existe une aréte vw de G avec dg(v) =5 et dg(w) < 6.

Nous pouvons maintenant prouver le principal résultat de cette section :

Théoréme 2.7.2 Tout graphe planaire G admet une (A(G)+7,7)-coloration d’incidence.
Ainsi, xi(G) < A(G) + 7.

Preuve. Remarquons tout d’abord qu’il suffit de considérer le cas des graphes connexes.
Supposons que le théoréme est faux et soit G un plus petit contre-exemple (en nombre
d’arétes). Nous avons nécessairement A(G) > 8. Car, si A(G) < 8, selon le Théoréme 2.1.5
nous avons x;(G) < 2A(G) < A(G) + 7 et toute (A(G) 4 7)-coloration d’incidence de ¢
est évidemment une (A(G) + 7, 7)-coloration d’incidence.

Selon le Lemme 2.7.1 nous avons cinq cas a considérer (pour tout cas, nous supposons
que les précédents ne se produisent pas).

1. G contient un 1l-sommet v.
Soit w le seul voisin de v dans GG. D’aprés la minimalité de G, le graphe G/ = G\ v ad-
met une (A(G)+7,7)-coloration d’incidence ¢’. Nous étendons ¢’ & une (A(G)+7,7)-
coloration d’incidence de G comme suit. Comme |Fg (w, wv)| = |0’ (I,) U o’(Ay,)| <
A(G)—147= A(G) + 6, il existe une couleur libre, disons a, qui peut étre affectée
a 'incidence (w,wv) et on pose donc o(w,wwv) = a. Maintenant, il suffit de poser
o(v,vw) = b pour une couleur b de o'(A,).

2. ( contient un 2-sommet v.
Soient w et w’ les deux voisins de v dans G. Supposons d’abord que ww’ est une aréte
de G. D’aprés la minimalité de G, le graphe ' = G'\ v admet une (A(G) + 7,7)-
coloration d’incidence o’. Soient a = o’ (w, ww') et b = o' (w', w'w).
Nous étendons ¢’ & une (A(G)+7, 7)-coloration d’incidence o de G comme suit. Nous
posons tout d’abord o (v, vw) = b et o(v,vw’) = a. Comme |F&(w,wv)| = |o’dg(w) —
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1+ |o(Aw)] < A(G) =1+ 7= A(G) + 6, il existe une couleur ¢ ¢ F&(w,wv). De la
méme facon, comme |FZ(w', w'v)| < A(G) + 6, il existe une couleur d ¢ FZ(w', w'v).
Nous obtenons une (A(G)+7, 7)-coloration d’incidence de G en posant o(w,wv) = ¢
et o(w',w'v) = d.
Supposons maintenant que ww’ n’est pas une aréte de (G. Nous considérons le graphe
G' = (G \ v) + ww'. Daprés la minimalité de G, G' admet une (A(G) + 7,7)-
coloration d’incidence o’. Soient a = o' (w, ww’) et b = o' (w', w'w). Nous étendons
o' a une (A(G) + 7,7)-coloration d’incidence ¢ de G comme suit. On pose tout
d’abord o(w,wv) = a et o(w',w'v) = b. Si |0'(Ay)| > 2 il existe alors une couleur
c € 0'(Ay) telle que ¢ # b et on pose o(v,vw) = ¢. Si o'(A,) = {b}, nous avons
|F&(v,vw)| = |o(1,) U{b} < A(G) + 1; il existe donc une couleur ¢ ¢ FZ(v,vw) et
nous posons o (v, vw) = c.
Maintenant, si [0’( A, )| > 3, il existe alors une couleur d € o'( A,/) telle que d ¢ {a, c}
et nous posons o(v,vw’) = d. Sinon, nous avons |Fg(v,vw’)| = |o(Iy) U {a,c}| <
A(G) 4 2; il existe donc une couleur d ¢ FZ(v,vw') et nous posons o(v, vw') = d.
3. G contient une aréte vw telle que dg(v) = 3 et 3 < dg(w) < 10.
D’aprés la minimalité de GG, le graphe G’ = G'\ vw admet une (A(G)+7, 7)-coloration
d’incidence ¢’. Nous étendons o’ & une (A(G) + 7,7)-coloration d’incidence o de

GG comme suit. Pour colorier I'incidence (w,ww) nous considérons les cinq sous-cas
suivants.

(a) da(w) < 7.
Comme |Fg (w,wv)| = |0’ (I,)Uc'(Ay)Ud'(I,)] < 6+6+2 =14 et A(G)+7 >
8 4 7 = 15, il existe une couleur a ¢ FZ (w,wv) et nous posons o(w,wv) = a.

(b) dg(w) =8 et (A(G) > 10 ou |0'(Ay)| < 5).
Comme |0”(1,)| = dg(w) — 1, nous avons |Fg (w, wv)| = dg(w) — 14 |0’ (Ay) U
o'(1,)|. Si A(G) > 10, on obtient F (w,wv)| < 7+ 7+2 =16 < A(G) +6. De
la méme facon, si |0/(A,)| < 5 on obtient |FS (w,wv)] < A(G) —1+5+2 =
A(G) 4 6. Dans les deux cas, il existe une couleur a telle que a ¢ Fg (w, wv) et
on pose o(w,wv) = a.

(c) dg(w) =8, A(G) <9et |o'(Ay)] > 6.
Soit Ng(v) = {w, 1, z2}. Nous allons prouver tout d’abord qu’on peut recolorier
les deux incidences (v,vz1) et (v,vxs) en utilisant deux couleurs ¢; et ¢y telles
que ¢1, ¢ € 0'(Ay) Uo'(1y).
Supposons qu’il existe un ¢ € {1,2} tel que |0'(A,,)] = 7. Alors |0'(A,,) \
o' (A)| >T—=2+1=6et |0 (A,)Ud'(Iy)] > 647 = 13. Comme le nombre de
couleurs est au plus 16, |(0'(Az,) \ 0'(A,)) N (0'(Ay) Uo'(1,))| > 3. Nous avons
donc au moins trois possibilités de choix pour ¢;. Si |0’(A,,)| < 6, nous avons
alors au moins trois possibilités de choix pour ¢; car |0'(A,) Uo'(I,)| > 13 et
lo'(I;;) Uo'(A,) <942 —1=10.
En posant o(v,vz;) = ¢; et o(v, vry) = ¢y, nous avons | F (w, wv)| = |0/(Ay) U
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o' (1,)Ua' (1) = |0'(Aw) Vo' (Iy)| < T+dg(w) —1=dg(w)+6 < A(G)+6. 11
existe donc une couleur a telle que a ¢ FS (w,wv) et on peut poser o(w, wv) = a.
(d) 9 <dg(w) <10et (A(G) > 12 ou |o'(Ay)| < 5).
Comme |0'(1,)| = da(w) — 1, nous avons |Fg (w,wv)| = dg(w) — 1+ |0’ (Ay) U
o'(I1,)|. Si A(G) > 12, on obtient |Fg (w, wv)| < 9+742 =18 < A(G) +6. De
la méme fagon, si |0'(A4,)| < 5 on obtient |Fg (w,wv)] < A(G) —1+5+2 =
A(G) + 6. Dans les deux cas, il existe une couleur a telle que a ¢ Fg (w,wv) et
on pose o(w,wv) = a.
(e) 9 <de(w) <10, A(G) <11 et [0'(Ay)| = 6.
Soit Ng(v) = {w, 1, z2}. Nous allons prouver tout d’abord qu’on peut recolorier
les deux incidences (v,vz1) et (v,vx3) en utilisant deux couleur ¢; et co telles
que ¢1, ¢ € 0'(Ay) Uo'(1y).
Supposons qu’il existe un ¢ € {1,2} tel que |0'(A,,)] = 7. Alors |0'(A,,) \
o' (A)| >T—2+1=6et |0 (Ay)Uc'(I,)] > 6+ 8 = 14. Comme le nombre de
couleurs est au plus 18, |(0/(Az,) \ 0/'(A,)) N (o' (Ayw) Ud'(1,))| > 2. Nous avons
donc au moins deux choix possibles pour ¢;. Si |0'(A,,)| < 6 nous avons alors au
moins deux possibilités de choix pour ¢; car |0/ (A, )Ud' (1,)] > 6+da(w)—1 > 14
et |o'(1;,)U0’(Ay)| < 1142—1 = 12. En posant (v, vz1) = ¢1 et (v, vxs) = C9,
nous obtenons |Fg (w,wv)| = |0’(Ay) Ud'(1,) Ud'(1,)] = |0'(Ay) Ud'(L,)] <
7+dg(w) —1=dgw)+6 < A(G) + 6. 1l existe donc une couleur a telle que
a ¢ Fg (w,wv) et nous pouvons poser o(w,wv) = a.

Il reste maintenant a colorier I'incidence (v, vw). Si |o(A,)| < 6 il existe une couleur
d telle que d ¢ Fg(v,vw) car dans ce cas, |FZ(v,vw)| = |o(1,) Uo(Ay) Uo(ly)] <
24 3+dg(w)—1=dg(w)+4 < A(G) + 4. Nous posons alors o(v,vw) = d. Sinon,
lo(Ay)| = 7 et il existe une couleur e telle que e € o(Ay) \ (6(A,) Uo(l,)) car
lo(A,) Uoa(l,)| <5. Nous posons alors o(v, vw) = e.

. G contient une aréte vw telle que dg(v) =4 et 4 < dg(w) < 8.

Rappelons que nous avons A(G) > 8 et donc au moins 15 couleurs. D’aprés la
minimalité de G, le graphe ¢/ = G\ vw admet une (A(G)+7,7)-coloration d’incidence
o’. Nous étendons ¢’ a une (A(G) + 7,7)-coloration d’incidence o de G comme suit.
Si dg(w) < 6, nous avons |Fg (w,wv)| = |o’(1,) Uo'(Ay) Ud'(I,)| < 5+5+3=13
et |Fg (v,vw)| = |o'(1,) Ud'(A,) Uo'(I,)] <3+ 3+5=11. Comme nous avons au
moins 15 couleurs, on peut choisir deux couleurs a et b telles que a ¢ Fg’(w,wv),
b ¢ Fg (v,vw) et a # b. Nous posons alors o(w, wv) = a et (v, vw) = b.

Supposons maintenant que 7 < dg(w) < 8. Nous colorierons tout d’abord 'incidence
(w, wv). Soit Ng(v) = {w, x1, 2, x3}. Nous considérons sept sous-cas, en fonction de

dg(w), A(G) et |0’ (Ay)] :
(a) A(G) > 11.
Nous avons |Fg (w,wv)| = |o’(I,) U o' (Ay) Uo'(L,)| <7+7+3=17. Comme
nous avons au moins 18 couleurs, il existe une couleur a telle que a ¢ F3 (w,wv)
et nous posons o(w,wv) = a.
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(b)

|0 (Aw)| < 6 et |0’ (Ay)| +4 < A(G) < 10.

Comme | Fg (w, wv)| = |0/ (1) Ud'(Ay) Ud' (1) < T+ 0" (Ay)|+3 = |0’ (Ay)| +
10 < A(G) + 6, il existe une couleur @ telle a ¢ FZ (w,wv) et nous posons
o(w,wv) = a.

A(G) =8et |0'(Ay)] = 5.

Dans ce cas nous avons 11 < |0'(A,)Ud’(1,,)| < 12 et 15 possibilités de couleurs.
Nous prouvons tout d’abord qu’on peut recolorier les trois incidences (v, vry),
(v,vx2) et (v,vrs) en utilisant trois couleurs ¢y, cs, c3 telles que ¢; € [0/(A,) U
o' (L,)].

Si |0"(Aqg,)| = 7 alors [0'(As,) \ 0'(Au)] N [07(1w) U o' (Ay)] # 0, car [0”(Aq,) \
o'(A,)| > 7—3+1 = 5.1l existe donc une couleur ¢; € [0'(Ay,) \ 0/(Ay)] N
[0'(I,)Uo’(Ay)]. Sinon, |0’ (A, )| < 6 et alors |0’ (1,,)Ud’(A,)| < 8+3—1=10;
il existe donc une couleur ¢; € [0'(Ay) Uo'(1,)] \ [0/ (14,) U’ (A,)]. Nous avons
encore deux couleurs distinctes ¢y et c3, différentes de ¢ a trouver, qui peuvent
étre affectées respectivement aux incidences (v, vxs) et (v,vx3). Ceci peut étre
fait, car pour tout i, ¢ € {2,3}, si |0'(As,)| = 7 alors le nombre de choix possibles
est |0'(Az,) \ (0/(A,) U{r}| >7—3+1—-1=4etsil|o'(A,,)| <6 le nombre
de couleurs interdites est |o’(I,,) Uo'(A,) U{c1}| <8+3—-1+1=11.

Donc, on peut poser o(v,vxy) = ¢1, 0(v,vxs) = o et (v, vr3) = c3. Maintenant,
comme nous avons |FZ(w,wv)| = |o(A,) Uo(l,) Uo(l,)| < 12+2 =14 =
A(G)+6, il existe une couleur a telle que a ¢ FZ(w,wv) et on pose o(w, wv) = a.
da(w) =17, A(G) =8 et |0'(Ay)| = 6.

Dans ce cas nous avons |o'(A,) U o'(1,)] = 12 et 15 couleurs possibles. En
utilisant le méme argument que dans le cas précédent, on peut recolorier les
trois incidences (v, vzy1), (v, vxs) et (v, vr3) en utilisant trois couleurs distinctes
1, 9, c3 telles que ¢ € [0'(Ay) Ud’(1y,)]. Dong, il existe une couleur a telle que
a ¢ F&(w,wv) et on pose o(w,wv) = a.

da(w) =8, A(G) =8 et |0'(Ay)| > 6.

Dans ce cas nous avons 13 < |o’(A,)Ud’(1,,)| < 14 et 15 couleurs possibles. Pour
tout ¢, 1 <i < 3,si|0’(A,,)| =7 alors |[0'(As,) \ 0’ (Ay)]N[o"(Ay) Ud'(1y)]| >3
car |0'(A;,) \ 0/(Ay)| > 7—3 41 = 5. Sinon, |0/(A4,,)| < 6 et alors |[0'(A,) U
o' (L) \[o'(Iz,)Uc’(Ay)]] > 13—8—3+41 = 3. Nous pouvons donc trouver trois
couleurs distinctes ¢, ¢o,c3 € 0'(Ay,) U o'(1,) telles que ¢; € [0/ (1,,) U o' (Ay)],
|0'(Aa)) U{ei}[ <7, ¢2 ¢ [07(Ln,) Uo'(Ay)], [07(Aay) Ufea}| <7, 5 ¢ [07 (L) U
o' (Ay)] et |0’ (Az,) U{esz}| < 7. Nous posons alors o(v,vz1) = ¢1, o(v,vx3) = ¢3
et o(v,vxs) = c3. Maintenant, nous avons |FZ(w,wv)| < 14 = A(G) + 6; il
existe donc une couleur a telle que a ¢ FZ(w,wv) et nous posons o(w, wv) = a.
A(G) =9et |0'(Ay)| > 6.

Considérons tout d’abord le cas dg(w) = 7. Nous avons alors |Fg (w, wv)| =
lo’(1,)Ud'(Ay)Ud'(1,)] < 64+6+3 =15 < A(G)+6; il existe donc une couleur
a telle que a ¢ FZ(w,wv) et nous posons o(w,wv) = a.
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Supposons maintenant dg(w) = 8. Dans ce cas nous avons 13 < |o/(A,) U
o'(I,)| < 14 et 16 couleurs possibles. Nous allons prouver d’abord qu’on peut
recolorier les trois incidences (v,vx1), (v,vzs) et (v,vx3) en utilisant trois
couleurs distinctes cy, ¢, c3 telles que c¢1,co € [0'(Ay) U o'(1,)]. Pour tout
i € {1,2}, si |0'(Ay,)] = 7 alors le nombre de choix possibles pour ¢; est
[0 (Az,) \ 0" (Ay)] N 0" (Aw) Uo" (Lw)]] 2 2 car |0(Ag,) \ 0" (Ay)| 2 T—3+1=5;
si |0'(Ag,)] < 6 alors le nombre de choix possibles pour ¢; est |[o'(A4,) U
o' (L) \ [0/ (Iy,) Ud'(Ap)]] > 13 —9 — 3+ 1 = 2. Maintenant, si |0'(A,,)| =7
alors le nombre de choix possibles pour ¢z est |0/(A,;) \ (0/(Ay) U {c1,e0})] >
7—34+1—2=3etsi]|o’(As)| <6 alors le nombre de couleurs interdites pour
ez est |0'(1y,) Uo'(Ay) U{cr, o} <9+3—1+2=13. Donc, on peut trouver
les trois couleurs exigées c1, Co et c3 et on pose o(v,vry) = c1, 0(v,vx2) = ¢y €t
o(v,vr3) = c3.

Maintenant, comme nous avons |FZ(w,wv)| < 1441 =15 < A(G) + 6, il existe
une couleur a telle que a ¢ F&(w,wv) et nous posons o(w,wv) = a.

(g) A(G)=10et |0'(Ay)| =T.
Ce cas est similaire au cas (¢), nous le prouvons afin d’avoir une preuve compléte.

Dans ce cas nous avons 13 < |o/(A,) U o'(1,)| < 14 et 17 couleurs possibles.
Nous prouvons d’abord qu’on peut recolorier les trois incidences (v, vxy), (v, vIs)
et (v, vx3) en utilisant trois couleurs ¢y, ¢y, c3 distinctes telles que ¢; € [0/(A,) U

o' (1)]-

St |o (Ax1)| = Toalors [0'(Ag,) \ 0'(Ay)] N [0"(1) U o' (Aw)] # 0, car |o'(Ag,) \
o'(A,)| > 7—3+1 = 5. Dong, il existe une couleur ¢; € [0'(A,,) \ 0/(A,)] N
[0'(I,)Uo’(Ay)]. Sinon, |o’(A x1)| < 6 et alors |0’ (1, )Uo’(A,)] < 1043—-1=12;
donc il existe une couleur ¢; € [0'(Ay,) U o' (1,)]\ [0/(1z,) Ud'(Ay)].

Nous avons encore deux couleurs distinctes ¢y et ¢z a trouver, toutes les deux
distinctes de ¢1, qui peuvent étre affectées respectivement aux incidences (v, v;)
et (v,vx3). Ces incidences peuvent étre coloriées car pour tout i, i € {2,3}, si
|o’(Az,)| = 7 le nombre de choix possibles pour ¢; est |0'(Az,) \ (o/(Ay) U{c1}H >
7T—3+1—1=4etsi|o'(A;)| < ; est
lo'(I;,)Uo'(A,) U{c1}| <104+3—-1+1=13.

Donc, nous pouvons poser o(v,vxr1) = c¢1, o(v,vx2) = ¢z et o(v,vr3) = cs.
Maintenant, comme nous avons |Fg(w,wv)| < 1442 = 16 = A(G) + 6, il existe
une couleur a telle que a ¢ Fg(w,wv) et nous pouvons poser o(w,wv) = a.

Il reste maintenant a colorier I'incidence (v, vw). Si |0(A,)| = 7 alors il existe une
couleur b telle que b € o(Ay) \ [0(A,) Ua(1L,))] car |o(A,)Ua(l,)] < 6 et nous posons
o(v,vw) = b. Sinon, |o(A,)| < 6 et il existe une couleur b telle que b ¢ FZ(v,vw)
car |FZ(v,vw)| = |o(Ay) Uo(l,) Uo(l,)| <3+ 3+ 8 =14 < A(G) + 6. Nous posons
donc o (v, vw) = b.

5. G contient une aréte vw telle que dg(v) =5 et b < dg(w) < 6.
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Rappelons d’abord que A(G) > 8. D’aprés la minimalité de G, le graphe G/ =
G\ vw admet une (A(G) + 7,7)-coloration d’incidence o’. Nous étendons o’ a une
(A(G) + 7,7)-coloration d’incidence o de G comme suit.

Comme |Fg (w,wv)| = |0'(Ay) Ud' (1) Ud'(I,)] < 5+5+4 =14 < A(G) + 6, il
existe une couleur a telle que a ¢ FZ (w,wv) et nous posons o(w,wv) = a.
Maintenant, comme |FZ (v, vw)| = |o'(A,)Uo’(I,)Uc’ (1,)U{a}]| < 4+4+45+1 =14 <
A(G) +6, il existe une couleur b telle que b ¢ Fg(v,vw) et nous posons (v, vw) = b.

Il est facile de vérifier que dans tous les cas, nous avons obtenu une (A(G) + 7,7)-
coloration d’incidence de (7. Ceci contredit notre hypothése, et le théoréme est prouvé.
|

2.8 Graphes 3-dégénérés

Nous prouvons dans cette section le résultat suivant :

Théoréme 2.8.1 Tout graphe 3-dégénéré G admet une (A(G) + 4,3)-coloration d’inci-
dence. Ainsi, x;(G) < A(G) + 4.

Preuve. Remarquons tout d’abord qu’il suffit de considérer le cas des graphes connexes.
Soit G un graphe 3-dégénéré et connexe. Si A(G) < 3, alors d’aprés le Théoréme 2.1.5
Yi(G) < 2A(G) < A(G) +4 = 7 et naturellement toute (A(G) + 4)-coloration d’incidence
de GG est une (A(G) + 4, 3)-coloration d’incidence.

Supposons désormais A(G) > 4. Raisonnons par récurrence sur le nombre de sommets
de GG. Le résultat est immeédiat si G a au plus 5 sommets : dans ce cas, G C K5 et d’aprés
le Théoréme 1 nous avons x;(G) < x;(K5) = A(K5) + 1 = 5, et naturellement toute 5-
coloration d’incidence de G est une (A(G) + 4, 3)-coloration d’incidence. Supposons que G
a n + 1 sommets, n > 5, et que le résultat est vrai pour tout graphe 3-dégénéré et d’au
plus n sommets.

Soit v un sommet de GG de degré minimal. Comme G est 3-dégénéré, nous avons alors
dg(v) < 3. Nous avons donc trois cas a considérer en fonction du degré de v :

1. v est de degré 1.
Soit w le seul voisin de v dans GG (voir Figure 2.21.(1)). Par hypothése de récurrence,
le graphe ' = G\ v admet une (A(G) + 4, 3)-coloration d’incidence ¢’. Nous avons
|FS (w, wv)| = |0'(1,) U o' (Ay)] < A(G) =1+ 3 = A(G) + 2. 11 existe donc une
couleur a telle que a ¢ Fg (w,wv). En posant o(w,wv) = a et o(v,vw) = b, pour
une couleur b € ¢’(Ay), o’ est étendue & une (A + 4, 3)-coloration d’incidence o de
G.

2. v est de degré 2.
Soit u, w les deux voisins de v dans G (voir Figure 2.21.(2)). Par hypothése de
récurrence, le graphe G’ = G \ v admet une (A(G) + 4, 3)-coloration d’incidence o’



50

CHAPITRE 2. COLORATION D’INCIDENCE

v v -
e
b@ a b \ ,
N

FiG. 2.21 — Configurations pour la preuve du Théoréme 2.8.1

Nous allons étendre o’ a une (A(G)+4, 3)-coloration d’incidence o de G comme suit.
Nous posons tout d’abord o(v,vu) = a pour une couleur a € o(A,) (si dg(u) = 1,
nous avons alors le cas 1). Maintenant, si |0'(A,)| > 2, il existe alors une couleur
b€ o'(Ay)\{a}. Sinon, comme |Fg (v,vw)| = |0’ (1,)U{a}| < A(G)—1+1 = A(G),
il existe une couleur b distincte de a telle que b ¢ F& (v,vw). Nous posons alors
o(v,vw) = b.

Pour colorier les deux incidences (u, uv) et (w,wv), comme a € o'(Ay,), |FS (u, uv)| =
lo’(1,)Uc’(A,)U{a, b} < A(G)—1+434+2—1 = A(G)+3. Il existe une couleur c telle
que ¢ ¢ FZ (u,uv). De la méme facon, comme b € o(A,) nous avons |Fg (w,wv)| <
A(G) + 3 et il existe une couleur d telle que d ¢ Fg (w,wv). En posant o (u,uv) = ¢
et o(w,wv) = d, o’ est étendue a une (A(G) + 4, 3)-coloration d’incidence o de G.

. v est de degré 3.

Soit uy, uy et ug les trois voisins de v dans G (voir Figure 2.21.(3)). Par hypothése
de récurrence, le graphe ' = G\ v admet une (A(G) + 4, 3)-coloration d’incidence
o’. Nous allons étendre o’ & une (A(G) + 4, 3)-coloration d’incidence o de G.

Pour étudier ce cas nous avons besoin de définir quelques notations :
-Vietyg,i#j,1<14,j<3, Byj:=(0'(1y,) Uo'(Ay,)) No'(Ay,)

- B:= Ulgi,ng B’i7j7 ] 7é j

Remarquons que comme |Fg (v,vu;)] < A(G) — 1 et comme nous avons A(G) + 4
couleurs, nous pouvons supposer sans perte de généralité que |0’(A,,)| = 3 pour tout

7, 1 <14 < 3. Nous considérons maintenant quatre sous-cas en fonction des degrés des
u’s, 1 <i<3:
(a) Vi, 1<i<3, dg(u) < A(G).
Dans ce cas comme nous avons |o'(A,,)| = 3 pour tout i, 1 < i < 3, il existe
3 couleurs au choix pour colorier les incidences (v, wvu;). Nous pouvons donc

trouver 3 couleurs distinctes ay, as, as telles que a; ¢ Fg (v, vu;) et a; € o' (Ay,)
pour tout 4, 1 < i < 3. Nous posons (v, vu;) = a; pour tout 7, 1 <i < 3.
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Pour colorier les trois incidences de la forme (u;, uv), 1 < i < 3, comme a; €
0'(Ay,;), nous avons |FZ(u;, uv)| = |o(1,,) Uo(Ay,) U{ar, as, a3} < A(G) —2+
3+ 3—1= A(G) + 3 pour tout i, 1 < i < 3. Il existe donc trois couleurs by,
by, bs (non nécessairement distinctes) telles que b; ¢ FZ(u;,uw), 1 <i < 3. En
posant o (u;, u;v) = b; pour tout i, 1 <4 < 3, ¢’ est étendue a une (A(G)+4, 3)-
coloration d’incidence o de G.

Un seul des sommets u; est de degré A(G).

Sans perte de généralité on peut supposer dg(ui) < A(G), da(uz) < A(G) et
dg(U3) = A(G)

Comme |0'(1,,) Uo'(Au,)| = A(G) =143 = A(G) +2 et |0/'(Ay,)| = 3, on
obtient Bz # 0. Soit a; € Bz ;. Comme |0’(A,,)| = 3 pour tout i, 1 <4 <3, il
existe deux couleurs distinctes ay et a3 différentes de a; telles que as € 0/(Ay,)
et az € 0'(Ay,). Nous posons (v, vu;) = a; pour tout i, 1 <i < 3.
Maintenant, il reste a colorier les trois incidences de la forme (u;, u;v). Comme
a; € B et ag € 0'(Ay,) nous avons :

|Fg(u37 Ugv)| = |OJ([U3) U U(AU3) U {ala a2, a’3}|

<SAG)=1+43+3-1-1=A+3

et comme a; € 0'(A,,) pour i = 1,2 nous avons :
|FE (i, uv)| = |0 (1) U o' (Ay,) U {ar, as, as}|
<AG)—-24+3+3-1=A+3.

Il existe donc trois couleurs by, by, bs telles que b; ¢ FG (u;, uv) U {ay, as, as},
1 <4 < 3. En posant o(u;, u;v) = b; pour tout ¢, 1 <i < 3, o’ est étendue a une
(A(G) + 4, 3)-coloration d’incidence o de G.
Un seul sommet parmi les u; est de degré inférieur & A(G).
Sans perte de généralité on peut supposer dg(uy) < A(G) et dg(uz) = dg(us) =
A(G).
Comme dans le cas précédent, comme |o'(1,,) U o' (Ay,)| = A(G) —1+3 =
A(G)+2, |0'(Ay,)| = 3 et comme nous avons A(G) 4+ 4 couleurs, nous obtenons
Bs1 # 0. De la méme fagon, nous obtenons Bs o # (.
i. Supposons d’abord que By # Bs .
Soient ay € By, as € Bso \ {a1} et a3 € 0'(Ay,) \ {a1,a2}. Nous posons
o(v,vu;) = a; pour tout ¢, 1 < i < 3.
Pour colorier les trois incidences (u;, u;v), 1 < i < 3, comme a1 € o'(Ay,)
nous avons :

|F5(u17 u10)| = |0J(Iu1) U J(Au1) U {ab a2, a3}|

<AG)-2+43+3-1=A(G)+3
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et comme a; € Bjpy; pour i = 1,2 et a; € 0'(A,,) pour j = 2,3, nous
avons :
|Fg(u’i7 'LL»LU)| = |OJ([’U2) U O-(A’uz) U {ala a2, a’3}|
<AG)-14343-1-1=A(G)+3.
Il existe donc trois couleurs by, by, bs telles que b; ¢ FZ(u;, uw), 1 < i < 3.
En posant o(u;, u;v) = b; pour tout i, 1 < i < 3, ¢’ est étendue a une
(A(G) + 4, 3)-coloration d’incidence o de G.
ii. Supposons maintenant que By = Bs .
Soient a; € Byy = Bsa, as € 0'(Ay,) \ {a1} et ag € 0'(Ay,) \ {a1,a2}. Nous
posons o (v, vu;) = a; pour tout ¢, 1 <i < 3.
Pour colorier les trois incidences (u;, u;v), 1 < ¢ < 3, comme a; € o'(Ay,)
nous avons :

| FE(ur, wiv)| = |0'(Ly) Uo(Ay,) U{as, as, az}|
<A(G)—24343-1=A(G)+3
et comme a; € By = Bsy et a; € 0'(A,;) pour j = 2,3, nous avons :
| FE (uiy uiw)| = |0’ (L) U o(Ay,) U {a1, az, az}|

<AG)-14343-1-1=A(G)+3.

Il existe donc trois couleurs by, by, by telles que b; ¢ FZ(u;, uv), 1 < i < 3.
En posant o(u;, u;v) = b; pour tout i, 1 < i < 3, ¢’ est étendue a une
(A(G) + 4, 3)-coloration d’incidence o de G.

(d) da(ur) = da(uz) = do(us) = A(G).

Nous prouvons tout d’abord que dans ce cas |B| > 2. De la méme fagon que
dans les cas (b) et (¢) nous obtenons B;; # 0 pour tous i et j, 1 < 4,5 <3
et donc |B| > 1. Supposons maintenant |B| = |[{z}| = 1. En d’autres termes,
((0'(Ly,) WAL, )NAL) = {z} pour tous i et j, 1 <4, j < 3. Nous obtenons donc :

lo'(Ay, ) U (I, )Ud' (Ay,) Ud' (A)|=A(G) —1+3+3+3—-1-1

= A(G) + 6. (4)
Mais la relation (4) est en contradiction avec le fait que o’ est une (A(G)+4, 3)-
coloration d’incidence, et nous obtenons donc |B| > 2.
Soient a; et ay deux couleurs distinctes de B. Sans perte de généralité on peut
supposer a; € By et ay € B3 .
i. Supposons d’abord que Bj 3\ {ai, a2} # 0.

Soit a3 une couleur de Bj 3\ {a1,as}. Nous posons o(v,vu;) = a; pour tout
1, 1 <1< 3.
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Comme a; € Bj; = (0'(1,,) Uo'(Ay,)) N0o'(Ay,), (j = i+ 1 mod 3) et
a; € 0'(A,,) pour tout i, 1 <i < 3, nous avons :

| F& (ui, uiv)| = |0’ (1) U 0'(Au,) U {ar, az, as}|

<AG)—14343-1-1=A(G)+3.

Il existe donc trois couleurs by, by, bs telles que b; ¢ FZ(u;, uw), 1 < i < 3.
En posant o(u;, u;v) = b; pour tout i, 1 < i < 3, ¢’ est étendue a une
(A(G) + 4, 3)-coloration d’incidence o de G.

ii. Supposons maintenant que By 3\ {ai,as} = 0.
Comme Bj 3 # () on peut supposer sans perte de généralité ay € By 3. Soit
az € 0'(Ay,) \ {a1,as}. Nous posons o(v,vu;) = a; pour tout ¢, 1 <i < 3.
Comme a; € Bj; = (0'(1y,) Uo'(Ay,)) N0o'(Ay,), (j = ¢+ 1 mod 3) et

J

a; € 0'(Ay,) pour i = 1,2, nous avons :
| FZ (ug, uv)| = |0’ (I,,) Uo'(Ay,) U{ar, as, as}|
<AG) -1+4343-1-1=A(G)+3
et comme ay € o'(1,,) Uo'(Ay,) et a1 € 0'(A — u1) nous avons :
| FE(ur, wv)| = 0" (1u,) U o' (Ay,) U{ar, az, as}

<AG)—14343-1-1=A(G)+3.

11 existe donc trois couleurs by, by, by telles que b; ¢ FZ(u;, uv), 1 < i < 3.
En posant o(u;, u;v) = b; pour tout i, 1 < i < 3, ¢’ est étendue a une
(A(G) + 4, 3)-coloration d’incidence o de G.

Il est facile de vérifier que dans tous les cas, nous avons obtenu une (A(G)+4, 3)-coloration
d’incidence de G et le théoréme est prouvé. [ |

Comme la famille des graphes planaires sans triangles est 3-dégénérée, en appliquant
le Théoréme 2.8.1, on obtient :

Corollaire 2.8.2 Pour tout graphe planaire sans triangle G, x;(G) < A(G) + 4.

2.9 Graphes de degré moyen maximum borné

Dans cette section nous allons étudier les graphes de degré moyen maximum borné.

Rappelons tout d’abord que pour un graphe G, le degré moyen maximum de (G, noté
dmm(G), est le maximum des degrés moyens dm/(H) = 2-|E(H)|/|V (H)| pris sur tous les
sous-graphes H de G.
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F1G. 2.22 — Configuration pour la preuve du Théoréme 2.9.1

Théoréme 2.9.1 Tout graphe G avec dmm(G) < 3 admet une (A(G) + 3,2)-coloration
d’incidence. Ainsi, x;(G) < A(G) + 3.

Preuve. Remarquons tout d’abord qu’il suffit de considérer le cas des graphes connexes.
Supposons que le théoréme est faux et soit G un plus petit contre-exemple. Il est facile de
vérifier que A(G) > 3 : supposons en effet que A(G) < 2; nous avons d’aprés le Théoréme
2.1.5 x;(G) < 2A(G) < A(G) + 2 et toute (A(G) + 2)-coloration d’incidence de G est
naturellement une (A(G) + 3, 2)-coloration d’incidence.

Soit v un sommet de degré minimal dans G'; comme dmm(G) < 3 alors dg(v) < 2.

Nous avons donc deux cas a considérer en fonction du degré de v :

1. v est de degré 1.

Soit u le seul voisin de v dans G et G/ = G\ v. D’aprés la minimalité de G, G’
admet une (A(G) + 3,2)-coloration d’incidence ¢’. Nous allons étendre ¢’ a une
(A(G) + 3,2)-coloration d’incidence o de G.

Comme |FZ(u,uv)| = |o'(1,) Uod'(A,)] < A(G) —1+2 = A(G) + 1, il existe une
couleur a telle que a ¢ FZ(u,uv). En posant o(u,uv) = a et o(v,vu) = b, pour une
couleur b € 0'(A,), o est étendue a une (A(G) + 3, 2)-coloration d’incidence o de G.

. v est de degré 2.

Soient u et w les deux voisins de v dans G (voir Figure 2.22) et G = G'\ v. D’aprés la
minimalité de GG, G’ admet une (A(G) + 3, 2)-coloration d’incidence o’. Nous allons
étendre o’ a une (A(G) + 3,2)-coloration d’incidence o de G.

Comme o'(A,) # (), il existe une couleur a € o’(A,) et nous posons o(v,vu) = a. Si
|0’ (Ay)| = 2, il existe alors une couleur b € o'(A, )\ {a}; sinon, comme |FZ(v,vw)| =
lo’(1,)U{a}] < A(G)—1+1 = A(G), il existe une couleur b telle que b ¢ FZ(v,vw)U
{a}. Nous posons o (v, vw) = b.

Maintenant, comme a € o'(A,) nous avons |FZ(u,uv)| = |o’(1,) Ud'(A,) U{a,b}| <
A(G)—142+2—-1 = A(G)+2; il existe donc une couleur ¢ telle que ¢ ¢ FZ(u, uv). De
la méme fagon il existe une couleur d telle que d ¢ FZ(w,wv). En posant o(u,uv) = ¢
et o(w,wv) = d, o’ est étendue a une (A(G) + 3, 2)-coloration d’incidence o de G.
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FiG. 2.23 — Configurations interdites pour le Théoréme 2.9.3

Donc, dans les deux cas nous obtenons une (A(G) + 3, 2)-coloration d’incidence de G. Ceci
contredit notre hypothése et le théoréme est prouvé. [ |

Dans le cas des graphes planaires, nous obtenons :

Corollaire 2.9.2 Tout graphe planaire G de maille g > 6 admet une (A(G) + 3,2)-
coloration d’incidence. Ainsi, x;(G) < A(G) + 3.

Preuve. D’aprés la Proposition 1.6.6 nous avons dmm(G) < 2g/(g—2) < (2x6)/(6—2) = 3
et nous obtenons le résultat grace au Théoréme 2.9.1. [ |

Dans le cas ou le graphe est de degré maximal au moins 5, le résultat précédent peut
étre amélioré :

Théoréme 2.9.3 Tout graphe G avec dmm(G) < 3 et A(G) > 5 admet une (A(G)+2,2)-
coloration d’incidence. Ainsi, x;(G) < A(G) + 2.

Preuve. Remarquons tout d’abord qu’il suffit de considérer le cas des graphes connexes.
Supposons que le théoréme est faux et soit (G un plus petit contre-exemple. Nous montrons
d’abord que GG ne peut contenir aucune des configurations représentées par la Figure 2.23
comme sous-graphe induit :

1. Configuration (1).
Soit w le seul voisin de v dans GG et G/ = G\ v. D’aprés la minimalité de G, G’
admet une (A(G) + 2,2)-coloration d’incidence ¢’. Nous allons étendre ¢’ a une
(A(G) + 2,2)-coloration d’incidence o de G.
Comme |FZ(w,wv)| = |o'(1,) Uod'(Ay)] < A(G) =142 = A(G) + 1, il existe une
couleur a telle que a ¢ Fg(w,wv). En posant o(w,wv) = a et o(v,vw) = b, pour une
couleur b € 0'(A,), o’ est étendue a une (A(G) + 2, 2)-coloration d’incidence o de G.

2. Configuration (2).

Soient wy, wy les deux voisins de v dans G et G' = G\ v. D’aprés la minimalité de G,
G’ admet une (A(G) + 2, 2)-coloration d’incidence ¢’. Nous allons étendre ¢’ a une
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(A(G) + 2,2)-coloration d’incidence o de G.

Comme |FZ(wy, wyv)| = |0 (L, ) U0 (A, )| < A(G)—142 = A(G)+1 et comme nous
avons A(G) + 2 couleurs possibles, il existe une couleur a telle que a ¢ Fg(wq,wv).
Nous posons o(wy, wiv) = a. Si |0'(Ay,) \ {a}| > 1 il existe alors une couleur b €
0'(Aw,) \ {a}, sinon, comme |FZ(v,vws)| = |0’ (Iy,) U{a}] <34+ 1=4<A(G) -1,
il existe une couleur b telle que b ¢ Fg(v,vws). Nous posons o(v, vws) = b.
Maintenant, si |0'(Ay,) \ {b}| > 1 il existe alors une couleur ¢ € ¢’( Ay, ) \ {b}, sinon,
comme |Fg(v,vwy)| = |o(ly,) U{b}| < A(G) + 1, il existe une couleur ¢ telle que
c ¢ FZ(v,vw;). Nous posons o(v,vw;) = c.

Comme |FZ(wa, wov)| = |0/ (Ly) Uo(Aw,) U{c} <34+2+1 =6 < A(G)+1, il existe
une couleur d telle que d ¢ FZ(wsy, wyv). En posant o(wsy, wyv) = d, o' est étendue a
une (A(G) + 2,2)-coloration d’incidence o de G.

3. Configuration (3).
Soient u;, 1 < i < 5, les cinq voisins de v et w; autre voisin de u; dans G (voir
Figure 2.23.(3)). Soit ' = GG\ v. D’aprés la minimalité de G, G admet une (A(G) +
2, 2)-coloration d’incidence o’. Nous allons étendre ¢’ a une (A(G) + 2, 2)-coloration
d’incidence o de G.

Soient a; = o'(w;, wiu;), 1 < i < 5. Comme nous avons A(G) + 2 > 7 couleurs, il
existe une couleur z distincte de a; pour tout ¢, 1 < i < 5.

Comme |Fg (us, ujw;)| = |0'(1,)] < A(G) nous avons deux choix de couleurs pour
colorier l'incidence (u;, u;w;) pour tout i, 1 < i < 5. On peut donc supposer que
o' (u;, u;w;) # x pour tout 4, 1 < ¢ < 5. Nous posons o(u;, u;v) = x pour tout i,

1 <¢ <5,
Comme Fg(v,vu;) = {x, o' (u;, u;w;)} pour tout i, 1 <i <5, et nous avons au moins
7 couleurs, il existe 5 couleurs distinctes ¢y, ¢ .. ., c5 telles que ¢; € {x, o’ (u;, usw;)},

1 <4 < 5. En posant o(v,vu;) = ¢; pour tout 7, 1 < i < 5, ¢’ est étendue a une
(A(G) + 2,2)-coloration incidence o de G.

Donc, dans tous les cas nous obtenons une (A(G) + 2,2)-coloration d’incidence de G, ce
qui contredit notre hypothése.

Nous allons montrer maintenant qu’un graphe ne contenant aucune des configurations
de la Figure 2.23 a nécessairement un degré moyen maximum au moins 3, contrairement a
notre hypothése.

Nous utilisons la procédure de déchargement suivante :
(R) tout sommet de degré au moins 5 donne 1/2 & chacun de ses 2-voisins.

Nous allons maintenant vérifier que le nouveau degré d* de tout sommet de G est au moins
3 ce qui contredit I’hypothése dmm(G) < 3. Soit v un sommet dans G, nous considérons
tous les cas possibles selon le degré dg(v) de v (comme G ne contient pas la configuration
2.23(1), nous avons dg(v) > 2) :

1. dg(1)> = 2.
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Comme G ne contient pas la configuration 2.23(2) les deux voisins de v sont de
degré au moins 5. Il regoit 1/2 de chacun de ses voisins et nous avons donc d*(v) =
2+1/2+1/2=3.
2. 3<dg(v) <4.
Dans ce cas nous avons d*(v) = dg(v) > 3.
3. dg(1)> = 5.
Comme G ne contient pas la Configuration 2.23(3) au moins I'un des voisins de v est
de degré au moins 3 et v donne au plus 4x1/2 = 2. Nous avons donc d*(v) > 5—2 = 3.
4. dg(v) =k Z 6.
Dans ce cas, v donne au plus k.(1/2) et donc d*(v) > k —k/2=k/2>6/2 = 3.

Donc, tout sommet dans GG prend un nouveau degré au moins 3 et le théoréme est
prouve.

Remarque 2.9.4 Le résultat précédent ne peut pas étre étendu aux graphes de degré
maximal 2 : en effet, le nombre chromatique d’incidence des cycles est 4 (voir Proposition
2.1.3). La question est ouverte pour les graphes de degré maximal 3 et 4.

Comme précédemment, nous obtenons dans le cas des graphes planaires :

Corollaire 2.9.5 Tout graphe planaire G de maille g > 6 avec A(G) > 5 admet une
(A(G) + 2,2)-coloration d’incidence. Ainsi, x;(G) < A(G) + 2.

Pour les graphes de degré moyen maximum strictement inférieur a 22/9, nous obtenons :

Théoréme 2.9.6 Tout graphe G avec dmm(G) < 22/9 admet une (A(G)+2,2)-coloration
d’incidence. Ainsi, x;(G) < A(G) + 2.

Preuve. Remarquons tout d’abord qu’il suffit de considérer le cas des graphes connexes.
Il suffit aussi de considérer le cas des graphes de degré maximum au plus 4, car pour des
graphes de degré maximum strictement supérieur a 4 le résultat découle du Théoréme 2.9.3.
Supposons que le théoréme est faux et soit G un plus petit contre-exemple. Il est facile de
vérifier que A(G) > 3 : supposons en effet que A(G) < 2; nous avons d’aprés le Théoréme
2.1.5 x;(G) < 2A(G) < A(G) + 2 et toute (A(G) + 2)-coloration d’incidence de G est
naturellement une (A(G) + 2, 2)-coloration d’incidence. Nous avons donc 3 < A(G) < 4.

Nous montrons d’abord que GG ne peut contenir aucune des configurations représentées
par la Figure 2.24 comme sous-graphe induit :

1. Configuration (1).

Soit u le seul voisin de v dans G et G/ = G\ v. D’aprés la minimalité de G, G’
admet une (A(G) + 2,2)-coloration d’incidence ¢’. Nous allons étendre ¢’ & une
(A(G) + 2,2)-coloration d’incidence o de G.
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FiG. 2.24 — Configurations pour la preuve du Théoréme 2.9.6

Comme |FZ(u,uwv)| = |o'(1,) Uo'(A,)] < A(G) —1+2 = A(G) + 1, il existe une
couleur a telle que a ¢ FZ(u,uv). En posant o(u,uv) = a et o(v,vu) = b, pour une
couleur b € 0'(A,), o’ est étendue a une (A(G) + 2, 2)-coloration d’incidence o de G.

2. Configuration (2).
Soient z autre voisin de u et y I'autre voisin de v dans G et soit G’ = G'\ uv. D’aprés
la minimalité de G, G’ admet une (A(G)+2, 2)-coloration d’incidence o’. Nous allons
étendre o’ a une (A(G) + 2, 2)-coloration d’incidence o de G.
Soient o' (u, uzx) = a, o' (v,vy) = b, o'(z,2u) = c et o’'(y,yv) = d.
Supposons d’abord que |{a,b,c,d}| = 4. En posant o(u,uv) = d et o(v,vu) = ¢, o’
est étendue a une (A(G) + 2, 2)-coloration d’incidence o de G.
Supposons maintenant que |{a, b, ¢,d}| < 3. Comme A(G) + 2 > 5, on peut étendre
o' a une (A(G) + 2,2)-coloration d’incidence o de G en posant o(u,uv) = e et
o(v,vu) = f pour deux couleurs e, f ¢ {a,b,c,d}.
3. Configuration (3).

Soient wu, us et ug les trois voisins de v et soit w; 'autre voisin de u;, 1 < i < 3, dans
G. Soit ' = G\ v. D’aprés la minimalité de G, G’ admet une (A(G)+2, 2)-coloration
d’incidence ¢’. Nous allons étendons ¢’ & une (A(G) + 2, 2)-coloration d’incidence o
de G.
Soit a; = o' (w;, wiu;), 1 < i < 3. Comme nous avons A(G) 4+ 2 > 5 couleurs, il existe
une couleur z distincte de a; pour tout 7, 1 <i < 3.
Comme |Fg (u;, uyw;)| = |0'(1y,)] < A(G) nous avons au moins deux choix de cou-
leurs pour colorier 'incidence (u;, u;w;) pour tout ¢, 1 <4 < 3. On peut donc supposer
o' (u;, uzw;) # x pour tout 7, 1 < i < 3. Nous posons alors o(u;, u;v) = x pour tout i,
1< <3.
Comme F&(v,vu;) = {z, o' (u;, u;w;)} pour tout i, 1 <i < 3, et nous avons au moins
5 couleurs, il existe 3 couleurs distinctes ¢y, ¢ et c3 telles que ¢; € {x, o’ (u;, uw;)},
1 <4 < 3. En posant o(v,vu;) = ¢; pour tout 7, 1 < i < 3, ¢’ est étendue a une
(A(G) + 2,2)-coloration d’incidence o de G.

Donc, dans tous les cas nous obtenons une (A(G) + 2,2)-coloration d’incidence de G, ce

qui contredit notre hypothése.
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Nous allons montrer maintenant qu’un graphe ne contenant aucune des configurations
de la Figure 2.24 a nécessairement un degré moyen maximum supérieur ou égal a 22/9,
contrairement a notre hypothése.

Nous utilisons la procédure de déchargement suivante :

(R) tout sommet de degré au moins 3 donne 2/9 a chacun de ses 2-voisins.

Nous allons vérifier que le nouveau degré d* de tout sommet de G est au moins 22/9
ce qui contredit I'hypothése dmm(G) < 22/9. Soit v un sommet de G, nous considérons
tous les cas possibles selon le degré dg(v) de v (comme G ne contient pas la configuration
2.24(1), nous avons dg(v) > 2) :

1. d(;(v) = 2.

Comme G ne contient ni la configuration 2.24(1) ni la configuration 2.24(2) les deux
voisins de v sont de degré au moins 3. Il regoit donc 2/9 de chacun de ses voisins et
nous avons d*(v) =2+ 2/9+2/9 = 22/9.

2. dg(1)> = 3.

Comme G ne contient pas la configuration 2.24(3), v est adjacent a au plus deux
2-sommets, il donne donc au plus 2 x 2/9 = 4/9 et nous avons d*(v) > 3 —4/9 =
23/9 > 22/9.

3. dg(1)> =4,

Dan ce cas, v donne au plus 4 x 2/9 = 8/9 et nous avons donc d*(v) > 4 —8/9 =
28/9 > 22/9.

Donc, tout sommet dans GG prend un nouveau degré au moins 22/9 et le théoréme est

prouve. |

Comme précédemment, nous obtenons dans le cas des graphes planaires :

Corollaire 2.9.7 Tout graphe planaire G de maille g > 11 admet une (A(G) + 2,2)-
coloration d’incidence. Ainsi, x;(G) < A(G) + 2.

Finalement, pour les graphes de degré moyen maximum inférieur a 16 /7, nous obtenons :

Théoréme 2.9.8 Tout graphe G avec dmm(G) < 16/7 et A(G) > 4 admet une (A(G) +
1, 1)-coloration d’incidence. Ainsi, x;(G) = A(G) + 1.

Preuve. Remarquons tout d’abord qu’il suffit de considérer le cas des graphes connexes.
Comme pour tout graphe G, x;(G) > A(G) + 1 (Proposition 2.1.2) il suffit de prouver
que G admet une (A(G)+ 1, 1)-coloration d’incidence. Supposons que le théoréme est faux
et soit G un plus petit contre-exemple. Nous montrons d’abord que G ne peut contenir
aucune des configurations représentées par la Figure 2.25 comme sous-graphe induit :

1. Configuration (1).
Soit w le seul voisin de v dans G et G' = G \ v. D’aprés la minimalité de G, G’

admet une (A(G) + 1,1)-coloration d’incidence ¢’. Nous allons étendre ¢’ a une
(A(G) + 1, 1)-coloration d’incidence o de G.
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U v
v @ ;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;; @\
@ / \\ g
a C a
0w w w'© wy
(1) da(v) =1 (2) (3) da(w1) < A(GM) da(ws) = =3

F1G. 2.25 — Configurations interdites pour le Théoréme 2.9.8

Comme |Fg(w,wv)| = |o'(1,)Ud’(Ay)| < A(G)—141 = A(G), il existe une couleur
a telle que a ¢ FZ(w,wv). En posant o(w,wv) = a et o(v,vw) = b, pour la seule
couleur b € 0'(Ay), o est étendue a une (A(G) + 1, 1)-coloration d’incidence o a G.

. Configuration (2).

Soient u' I'autre voisin de u et v' autre voisin de v dans G et soit G' = G\ {u,v}.
D’aprés la minimalité de G, G’ admet une (A(G) + 1, 1)-coloration d’incidence o’
Nous allons étendre o’ a une (A(G) + 1, 1)-coloration d’incidence o de G.

Soient o’ (w, wu') = a, o' (u', v'w) = b, o' (W', W) = cet o' (v, v'w') = d. Nous posons
tout d’abord o(u,uu’) = a et o(v,vv") = c.

Maintenant, comme FZ(u',u'u) U F&(v,vu) = {a,b,c} et F&(u,uv) U FS(v' v'v) =
{a, ¢, d} et comme nous avons au moins A(G)+1 > 5 couleurs possibles, il existe deux
couleurs distinctes z, y telles que = ¢ {a, b, c} et y ¢ {a,c,d}. En posant o(u/, u'u) =
o(v,vu) = x et o(v',v'v) = o(u, uv) =y, o’ est étendue a une (A(G)+1, 1)-coloration
d’incidence o de G.

. Configuration (3).

Soient wu;, i = 1,2, les deux voisins de v et w; 'autre voisin de u; dans (. Soit
G' = G\ v. D’aprés la minimalité de G, G' admet une (A(G) + 1,1)-coloration
d’incidence o’. Nous allons étendre o’ & une (A(G) + 1, 1)-coloration d’incidence o
de G.

Soient o (wy,wiuy) = a, o' (uy, uqwy) = b, o' (we, wauz) = ¢ et o' (uz, ugws) = d.
Comme |F (wy, wiup) U{c}H = |0’ (1v,) \ {a} Uo' (A, ) U{c}H < A(G)—2+1+1=
A(G), on peut donc supposer que a # ¢. Nous posons o(v,vui) = a et o(v,vus) = c.
Comme FZ(uy, uyv)UEFE(uz, ugv) = {a,b, ¢, d} et comme nous avons au moins A(G)+
1 > 5 couleurs possibles, il existe une couleur z telle que = ¢ {a,b,c,d}. En posant
o(ug,u1v) = o(ug, usv) = x, o’ est étendue a une (A(G)+1, 1)-coloration d’incidence
o de G.

. Configuration (4).

Soient u;, 1 < i < 3 les trois voisins de v, x; 'autre voisin de u; et w; 'autre voisin
de x; dans G. Soit G' = G\ {v, uy, us, uz}. D’aprés la minimalité de G, G’ admet une
(A(G) + 1, 1)-coloration d’incidence ¢’. Nous allons étendre ¢’ & une (A(G) +1,1)-
coloration d’incidence o de G.
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Soient o' (w;, w;x;) = a; et o (x;, x;w;) = b; pour tout ¢, 1 < ¢ < 3. Comme pour
i =2,3, |Fg (wi, wiz;) U{bi}| = |0’ (Iu,) \ {ai} U{bs,b1}| < 2+ 2 = 4, et comme nous
avons au moins A(G) + 1 > 5 couleurs possibles, on peut supposer que ay # by # as.
Nous posons alors o(u;, u;x;) = a; et o(u;, uw) = by pour tout 4, 1 < i < 3.

Comme pour j = 2,3, F&(v,vu;) U F&(x;, z;u;) = {b1,b;,a;}, il existe deux couleurs
distinctes ¢y et c3 telles que ¢; ¢ {b1,b;,a;}, j = 2,3. Nous posons o(v,vu;) =
o(z;,zu) = ¢4, j =2,3.

Maintenant, comme Fg (v, vu;)UFS (21, 21u1) = {ay, by, ca, c3} et comme nous avons
au moins 5 couleurs possibles, il existe une couleur ¢; telle que ¢; ¢ {aq, by, co, c3}.
En posant o (v, vuy) = o(x1, z1u1) = ¢1, 0’ est étendue a une (A(G)+ 1, 1)-coloration
d’incidence o de G.

Donc, dans tous les cas nous obtenons une (A(G) + 1, 1)-coloration d’incidence de G,
ce qui contredit notre hypothése.

Nous allons montrer maintenant qu’un graphe ne contenant aucune des configurations
de la Figure 2.25 a nécessairement un degré moyen maximum au moins 16/7, contrairement
a notre hypothése.

Nous utilisons la procédure de déchargement suivante :

(R1) tout sommet de degré 3 donne 2/7 & chaque 2-voisin qui lui-méme a un 2-voisin
adjacent & un 3-sommet et 1/7 aux autres 2-voisins ;

(R2) tout sommet de degré au moins 4 donne 2/7 a chacun de ses 2-voisins et 1/7 & tout
2-sommet qui est adjacent a I'un de ses 2-voisins.

Nous allons vérifier que le nouveau degré d* de tout sommet de GG est au moins 16/7
ce qui contredit I'hypothése dmm(G) < 16/7. Soit v un sommet de G, nous considérons
tous les cas possibles selon le degré dg(v) de v (comme G ne contient pas la configuration
2.25(1), nous avons dg(v) > 2) :

1. dG (U) = 2.
Dans ce cas nous avons quatre sous-cas a considérer :
(a) v a deux 2-voisins, disons z; et zy. Soit y; 'autre voisin de z;, i = 1,2, dans G.
Comme G ne contient pas la configuration 2.25(3), y; est de degré A(G) > 4

pout tout ¢ = 1,2. Chacun des y;, i = 1,2, donne 1/7 & v et nous avons d*(v) =
24 1/7T+1/7=16/1.
(b) v est adjacent & un 3-sommet 2; et un 2-sommet qui lui-méme est adjacent a un

3-sommet. Dans ce cas v regoit 2/7 de z; et nous avons d*(v) = 2+2/7 = 16/7.

(c) v est adjacent & un 3-sommet 2; et un 2-sommet qui lui-méme est adjacent a
un sommet 2, de degré au moins 4. Dans ce cas v regoit 1/7 de 21, 1/7 de 25 et
nous avons d*(v) =2+ 1/7+1/7=16/7.

(d) v est adjacent a deux 3-sommets dont chacun donne 1/7 & v et nous avons
d*(v) = 2+ 1/7+1/7 = 16/7.
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(e) L’un de deux voisins de v est de degré au moins 4. Dans ce cas v re¢oit au moins
2/7 et nous avons d*(v) > 2+ 2/7 = 16/7.

2. dg(v) = 3.
Soient uq, uy et ug les trois voisins de v. Nous considérons 3 sous-cas en fonction du
degré de w;.
(a) L'un des u;’s est de degré au moins 3, disons u;. Dans ce cas v donne au plus
2/7 & ug, 2/7 & ug et nous avons d*(v) >3 —2/7—2/7=17/7 > 16/7.
(b) Tous les u;’s sont de degré 2. Soit x; 1'autre voisin de u; dans G.

i. L'un des x;’s est de degré au moins 3, disons x;. Dans ce cas v donne
1/7 & uq, au plus 2/7 & uy et au plus 2/7 & ug. Nous avons donc d*(v) >
3-1/7—2/7—2/7=16/T.

ii. Tous les z;’s sont donc de degré 2. Soit w; I'autre voisin de z; dans G.
Comme G ne contient pas la Configuration 2.25(3) nous avons dg(w;) > 3
pour tout ¢, 1 < i < 3, et comme ( ne contient pas la Configuration 2.25(4),
au plus 'un de w;’s, 1 < i < 3, peut étre de degré 3. On peut donc supposer
sans perte de généralité que dg(wy) et dg(ws) sont supérieurs ou égaux a 4.
Dans ce cas v donne 1/7 & wy, 1/7 & wy et au plus 2/7 & wz. Nous avons
d*(v) >3 —1/7—1)7—2/7=17/7 > 16/7.

3. dg(1)> =k Z 4.
Dans ce cas, v donne au plus k.(2/7+1/7) = 3k/7 et nous avons d*(v) > k—3k/7 =

4k/7 > 16/7.
Donc, tout sommet dans GG prend un nouveau degré au moins 16/7 et le théoréme est
prouvé. |

Remarque 2.9.9 Le résultat précédent ne peut pas étre étendu aux graphes de degré
maximal 2 : en effet, le nombre chromatique d’incidence des cycles est 4 (voir Proposition
2.1.3). La question est ouverte pour les graphes de degré maximal 3.

Comme précédemment, nous obtenons dans le cas des graphes planaires :

Corollaire 2.9.10 Tout graphe planaire G de maille g > 16 et avec A(G) > 4 admet une
(A(G) + 1, 1)-coloration d’incidence. Ainsi, x;(G) = A(G) + 1.

Le tableau 2.1 résume les résultats obtenus dans ce chapitre.
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| Graphe G | Nombre chromatique d’incidence |
k-dégénéré A(G)+2k -1
3-dégénéré A(G) +4
sans mineur K A(G) + 2 (optimal)
dmm(G) < 3 A(G)+3
dmm(G) <3 et A(G) >5 A(G) +2
dmm(G) < 22/9 A(G) +2
dmm(G) < 16/7 et A(G) > 4 A(G) + 1 (optimal)
planaire (

planaire et g(G) > 6
planaire, g(G) > 6
planaire, g(G) > 1
planaire, g(G) > 1

(

(
A(G) + 1 (optimal)

AG)+T7
A(G)+3
A(G)+2
A(G) +2

TAB. 2.1 — Résumé des résultats du chapitre
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Chapitre 3

Coloration orientée

Nous allons dans ce chapitre déterminer des bornes supérieures du nombre chromatique
orienté de certaines familles de graphes. Plusieurs auteurs se sont intéressés a la détermina-
tion de telles bornes supérieures pour différentes familles de graphes. Il ont en particulier
considéré le cas des graphes planaires [15, 14, 52, 55|, des graphes planaires extérieurs |57],
des grilles [33], des graphes de degré borné [47, 57, 59] ou des graphes de Halin [61].

Nous présentons dans la premiére section différents types de coloration et certains résul-
tats connus du domaine. Nous considérons dans les sections suivantes les graphes d’excés
k > 0 et les graphes planaires 2-extérieurs sans triangle. Les résultats de la Section 3.2 font
'objet de la publication [41] et ceux de la Section 3.3 font I'objet de la publication [40].

En [61], Vignal a prouvé que le nombre chromatique orienté de tout graphe de Halin
était au plus 11. Nous nous intéressons dans la section 3.4 4 I’étude de la famille des graphes
de Halin et nous montrons que cette borne peut étre ramenée a 9.

3.1 Introduction

Dans cette section nous présentons différents types de coloration et certains résultats
connus du domaine.
3.1.1 Colorations propres

Définition 3.1.1 Soit G un graphe non orienté; une k-coloration (propre) de GG est une
application ¢ de V() dans un ensemble C' de k couleurs satisfaisant :

Yuv € E(G), c(u) # c(v).

Une k-coloration de (G est ainsi un homomorphisme de G vers un graphe non orienté
d’ordre k (ou, plus simplement, vers le graphe complet K}). Un graphe est k-coloriable s’il

65
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(a) (b)
FiG. 3.1 — Colorations d’un graphe G

admet une k-coloration. Le plus petit £ tel que G admet une k-coloration est le nombre
chromatique du graphe G, noté x(G). De fagon équivalente, le nombre chromatique de
GG peut étre vu comme 'ordre minimum d’un graphe non orienté H tel qu’il existe un
homomorphisme de GG vers H. Le nombre chromatique d’une famille de graphes est défini
comme le nombre chromatique maximal des graphes qui appartiennent a cette famille.

Exemple 3.1.2 La Figure 3.1(a) représente une 6-coloration d’un graphe . Remarquons
que le nombre de couleurs utilisées n’est pas minimal. La Figure 3.1(b) représente une
coloration utilisant un nombre minimal de couleurs. En fait, le nombre chromatique de ce
graphe est x(G) = 4.

Nous présentons maintenant quelques résultats concernant les colorations propres de
graphes non orientés. Le premier résultat concerne les graphes planaires. C’est certainement
le résultat le plus célébre du domaine, obtenu en 1977 par Appel, Haken et Koch :
Théoréme 3.1.3 [Appel, Haken et Koch [7, 8]

Tout graphe planaire est 4-coloriable.

Un résultat de Brooks, obtenu en 1941, donne une relation précise entre le nombre
chromatique d’'un graphe non orienté et son degré maximum :

Théoréme 3.1.4 [Brooks [17]]

Pour tout graphe G, x(G) < A(G) 4 1. De plus, x(G) = A(G) + 1 si et seulement si
A(G) # 2 et l'une des composantes connexes de G est un graphe complet d’ordre A(G)+1,
ou A(G) = 2 et l'une des composantes connexes de G est un cycle impair.

3.1.2 Colorations acycliques

La notion de coloration propre acyclique a été introduite par Griinbaum en 1973.
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2 1 2 3
1 2 1 2
(a) Une 2-coloration (b) Une 3-coloration acyclique

F1G. 3.2 — Une coloration et une coloration acyclique d’'un méme graphe

1

—_ 7
Fi1G. 3.3 — Un graphe planaire de nombre chromatique acyclique 5

Définition 3.1.5 Une coloration propre d’'un graphe non orienté GG est acyclique si et
seulement si aucun sous-graphe de G induit par les sommets coloriés de deux couleurs
quelconques différentes ne contient de cycle.

Le plus petit k£ tel que G admet une k-coloration acyclique est le nombre chromatique
acyclique de G, noté x,(G).

Exemple 3.1.6 La Figure 3.2(a) montre un graphe de nombre chromatique 2 et de nombre
chromatique acyclique 3.

Griinbaum en [36] a conjecturé que tout graphe planaire pouvait étre acycliquement
colorié en cinq couleurs. Borodin a prouvé cette conjecture en 1979 :

Théoréme 3.1.7 [Borodin [11]]

Tout graphe planaire est coloriable de fagon acyclique en 5 couleurs.

Ce résultat est optimal, comme le montre le graphe planaire de la Figure 3.3 qui ne
peut étre acycliquement colorié en moins de cing couleurs.
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F1G. 3.4 — (D1, Ds)-coloration impropre d’un graphe G

3.1.3 Colorations impropres

On parle de coloration impropre lorsqu’on relache la contrainte consistant a colorier
de fagon différente les sommets adjacents. Dans ce cas, les contraintes de coloration s’ex-
priment généralement sous forme de contraintes sur les graphes induits par les sommets co-
loriés d’une méme couleur. En utilisant la notation introduite par Borowiecki et Mihok [16],
nous dirons plus précisément :

Définition 3.1.8 Soient G un graphe non orienté et Fi, Fo, ..., Fi, k familles de graphes
non orientés. Une (Fy, Fs,. .., Fi)-coloration de GG est une application de V() vers un
ensemble de couleurs C' = {1,2,...,k} telle que pour tout i, 1 < i < k, le sous-graphe de
(G induit par les sommets coloriés ¢ appartient a la famille F;.

On note Fj; o Fy o ... 0 Fy la famille des graphes admettant une (Fy,Fs,. .., Fi)-
coloration. Les familles F; de graphes considérées dans les définitions de colorations
impropres sont généralement des familles héréditaires [16]| (rappelons qu’une famille de
graphes est dite héréditaire si tout sous-graphe d’un graphe de la famille est également
dans la famille).

Nous notons P, O, Dy, et T}, respectivement les familles de graphes planaires, de graphes
planaires extérieurs, de graphes de degré au plus k et de k-arbres partiels.

Exemple 3.1.9 La Figure 3.4 représente une (Dy, Ds)-coloration impropre d’un graphe G.

Les principaux résultats concernant les colorations impropres portent sur les colorations
utilisant des graphes de degré borné, des chemins ou des foréts :

Théoréme 3.1.10 [Lovasz [49]]
Pour p,q > 0, Dpyg41 € Dy oD,.

Si 7/ est la famille des foréts dont chaque composante connexe est réduite & un chemin,
nous avons :
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FiG. 3.5 — Coloration d’un graphe orienté ¢

Théoréme 3.1.11 |Goddart [34]|
P C /T]/ o r];/ ° '71/.

Théoréme 3.1.12 [Akiyama, Era, Gervacio et Watanabe [3]]
OCT/oT].

3.1.4 Colorations orientées

Rappelons tout d’abord que par graphes orientés, nous entendons graphes orientés
antisymériques. La notion de coloration orientée a été introduite par Courcelle [23] puis
développée et étudiée par Borodin, Kostochka, Nesetfil, Raspaud, Sopena et Zhu (voir par
exemple |15, 14, 47, 52, 57]).

Une coloration orientée d’un graphe orienté est une coloration propre du graphe non
orienté sous-jacent sur laquelle on impose une contrainte supplémentaire liée & 'orientation.
Plus précisément, nous avons :

Définition 3.1.13 Soit G un graphe orienté. Une k-coloration orientée de (G est une ap-
plication ¢ de V() dans un ensemble C' de k couleurs satisfaisant :

1. Y uv € A(G), c(u) # c(v)
2. Vuw, zy € A(G); c(u) = c(y) = c(v) # c(x).

De facon intuitive, la connaissance des couleurs et des relations entre les couleurs permet
“d’oublier” 'orientation du graphe : si uv est un arc, si u est colorié 1 et v est colorié 2,
alors pour tous sommets adjacents coloriés 1 et 2, I'arc qui les relie est dirigé du sommet
colorié 1 vers le sommet colorié 2. En d’autres termes, une coloration orientée d’un graphe
orienté (& est en fait un homomorphisme de G vers un graphe orienté H (les sommets de
H sont considérés comme des couleurs).



70 CHAPITRE 3. COLORATION ORIENTEE

FiG. 3.6 — Coloration du circuit & 5 sommets ('j5

Le nombre chromatique orienté d’un graphe orienté G, noté \(G), est le plus petit &
tel que G admet une k-coloration orientée. De fagon équivalente, Y(() est 'ordre minimal
d’un graphe orienté H tel qu’il existe un homomorphisme de G vers H.

Exemple 3.1.14 La Figure 3.5 représente une coloration orientée pour une orientation
du graphe (G décrit dans exmple 3.1.6. Nous avons en fait pour ce graphe \(G) = 6.

Remarque 3.1.15 Les conditions de la Définition 3.1.13 signifient notamment que si deux
sommets sont reliés par un chemin de longueur au plus deux, ces deux sommets doivent
avoir des couleurs distinctes. En particulier, toute coloration orientée du circuit a cing
sommets Cs doit utiliser cingq couleurs (voir Figure 3.6).

On définit également le nombre chromatique orienté d’un graphe non orienté comme
le maximum des nombres chromatiques orientés de ses orientations. De méme, le nombre
chromatique orienté d’une famille de graphes (orientés ou non orientés) est défini comme
le maximum des nombres chromatiques orientés des graphes de la famille.

Lorsqu’on rajoute un sommet a un graphe, dans le cas non orienté le nombre chro-
matique augmente d’au plus un, mais dans le cas orienté cette augmentation peut étre
beaucoup plus importante. Nous avons en effet :

Proposition 3.1.16 [61| Pour tout graphe orienté G, X(G + x) < 2 - X(G) + 1 et cette
borne est optimale.

Preuve. Soit G un graphe orienté de nombre chromatique orienté k et H un graphe
orienté a k sommets tel qu’il existe un homomorphisme ¢ de G vers H. Soit V(H) =
{1,2,...,k}. Notons G + x un graphe obtenu a partir de GG en ajoutant un sommet x relié
a certains sommets de (G. Les sommets de (G peuvent étre partitionnés en trois classes :
les prédécesseurs de z, N~ (z), les successeurs de x, NT(x), et les sommets non reliés a x,

O(x).

Nous allons construire un graphe orienté H' a 2k + 1 sommets tel que G + x est H'-
coloriable. Le graphe H’ s’obtient de la fagon suivante :
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G
F1G. 3.7 — Les graphes orientés G, G1, G, G3

- V(H") =Aa1,a9,...,a,} U{by,b,... b} U{al,
— aa; € A(H') <= ab; € A(H') < bib; € A(H') < bia; € A(H'") < ij €
A(H),
- Vi, 1 <i<k, aoe € A(H') et ab; € A(H').
Un homomorphisme ¢’ de G + x vers H' peut étre obtenu de la facon suivante :
- ¢(z) =a,
- Vy e N7 (z) UO(z), ¢/(y) = ag),
- Vy e N™(z), ¢'(y) = bogy)-
Il est facile de vérifier que ¢’ est un homomorphisme et donc Y(G +z) < 2- ¥(G) + 1.

Pour montrer que cette borne est optimale, considérons la suite de graphes orientés
suivante : soit Gy le graphe réduit a un sommet. Le graphe orienté G;, ¢ > 1, s’obtient en
prenant deux copies disjointes de (G;_; et en ajoutant un sommet x; successeur de tous les
sommets de la premiére copie et prédécesseur de tous les sommets de la seconde copie. La
Figure 3.7 décrit les premiers graphes de cette suite. Il est facile de vérifier que dans G,
deux sommets quelconques sont toujours reliés par un chemin de longueur au plus deux.
Ainsi, pour tout 4,7 > 1, ¥(G;) = 27 — 1 et X(G; — x;) = X(Gi_1) = 20 — 1.
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En 1994, Raspaud et Sopena ont montré qu’il existait un lien entre le nombre chromatique
acyclique d’'un graphe GG et son nombre chromatique orienté :

Théoréme 3.1.17 |Raspaud et Sopena [55]]
Pour tout graphe non orienté G, si xo(G) < k alors X(G) < k x 2F1,

En 1997, Kostochka, Sopena et Zhu ont montré un résultat réciproque :

Théoréme 3.1.18 |[Kostochka, Sopena et Zhu [47]]
Pour tout graphe non orienté G, si X(G) < k alors xo(G) < kltos([logk]+k/2)T+1

Remarquons que pour tout k, il existe des graphes orientés de nombre chromatique
orienté 2¥ —1 et dont le graphe non orienté sous-jacent est de nombre chromatique acyclique
k. 11 suffit en effet de considérer les graphes G; introduits dans la preuve de la Proposition
3.1.16 (voir Figure 3.7). Le nombre chromatique acyclique du graphe non orienté G sous-
jacent a G; est ¢ + 1. Nous avons x,(Gf) = 1. Supposons maintenant pour tout j, 0 <
J<i—1, xa(Gj) = j + 1. Comme G\ x; est composé de deux copies distinctes de G _;,
nous avons X (G4 \ x;) = xa(G%_,) = i. En associant une (i + 1)-iéme couleur & x; toute
i-coloration ayclique de G\ z; peut étre étendue a G, et donc pour tout i, x,(G}) < i+ 1.
Comme pour tout i, GG; contient le graphe complet K;.; comme sous-graphe nous avons
i+1 < x(GY) < xo(GY). Ainsi, xo(GE) =i+ 1 et d’aprés la preuve de la Proposition 3.1.16,
X(Gy) = 20+ — 1.

Le théoréeme 3.1.17 a été généralisé au cas des colorations impropres acycliques.

Soit G un graphe non orienté et ¢ une coloration (propre ou impropre) de GG utilisant
un ensemble C' de couleurs. Appelons aréte de type (i, j) une aréte reliant un sommet de
couleur ¢ & un sommet de couleur j. Un cycle de G est dit bicolore alterné s’il existe deux
couleurs i, € C', i # j, telles que toutes ses arétes sont de type (7, ).

Soient G un graphe non orienté et F, Fo, ..., Fi k familles de graphes non orientés. Une
(F1, Fs, ..., Fy)-coloration de G est acyclique si GG ne contient aucun cycle bicolore alterné.
Nous notons F; ® Fp ® ... ® Fi la famille des graphes admettant une (Fy, Fa, ..., Fi)-
coloration acyclique.

Nous avons alors :

Théoréme 3.1.19 [Boiron, Sopena et Vignal [10]]

Soient F1, Fa, ..., Fr k familles de graphes non orientés telles que pour tout i, 1 < i <
k, X(Fi) < ;. Nous avons alors :

k
NFAORO...0F) <27 % a.

i=1

Le Théoréme 3.1.17 correspond au cas particulier ou tous les F; sont la famille des
graphes sans arétes (nous avons alors «; = 1 pour tout 7).
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Dans le cas des graphes planaires, le résultat de Raspaud et Sopena (Théoréme 3.1.17),
combiné au résultat de Borodin (Théoréme 3.1.7), montre que le nombre chromatique
orienté de tout graphe planaire est au plus 80. En [58| Sopena a exhibé un graphe pla-
naire orienté nécessitant 16 couleurs. L’amélioration de ces bornes constitue un challenge

particuliérement intéressant.

Des améliorations significatives de la borne supérieure ont été obtenues dans le cas des
graphes planaires de grande maille. Soit P, la famille des graphes planaires de maille au

moins g :

Théoréme 3.1.20 [Nesetiil, Raspaud et Sopena [52]]

— Pour tout g, X(P,) > 5,
- ﬁ(737) >5,

><1 ><1

<12,

(P
(7311)
(
(Pe) < 32.

Pr)
Ps)

><1 ><1

Certains de ces résultats ont été par la suite améliorés :

Théoréme 3.1.21 [Borodin, Kostochka, NeSetiil, Raspaud et Sopena [15]]

- X(P1a) <5,
- X(Pg) <7,

- X(Ps) < 11,
- X(Ps) < 19.

D’autres résultats concernant des bornes supérieures du nombre chromatique orienté
de certaines familles de graphes ont été obtenus. En particulier :

Théoréme 3.1.22 [Sopena [57||

- X(D2) =5, X(D3) < 16,

- X(7T1) =3, X(T2) =7, X(T3) < 16,

— pour k>4, X(T) < (k+1) x 2%,

- X(0)=1.

Le résultat concernant les graphes de degré au plus trois a été amélioré par Sopena et
Vignal :
Théoréme 3.1.23 [Sopena et Vignal [59]]

X(Ds) < 11.
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La borne supérieure du nombre chromatique orienté des k-arbres se déduit directement
du Théoréme 3.1.17 grace a 1'observation suivante :

Observation 3.1.24 x,(7;) =k + 1.

Preuve. Remarquons qu’il suffit de prouver que pour tout k-arbre T, x,(T) < k + 1, car
pour tout k-arbre partiel (7, il existe un k-arbre (G contenant (G comme sous-graphe tel
que V(G") = V(@) et le graphe complet a k + 1 sommets Ky, 1 est un k-arbre qui vérifie
Xa(Kit1) = X(Kgq) =k + 1.

Supposons maintenant I’observation fausse et soit 7" un plus petit contre-exemple. Il
est clair que |V(T)| > k+ 2. D’apreés la définition d’un k-arbre, il existe un sommet v dans
T tel que dr(v) = k et le sous-graphe de T induit par les voisins de v est une k-clique.

11 est clair que T\ v est un k-arbre. D’aprés la minimalité de T, x(T \ v) < k + 1.
Comme le sous-graphe de T induit par les voisins de v est une k-clique, toute (k + 1)-
coloration acyclique de T\ v affecte k couleurs distinctes aux voisins de v. En associant
une (k + 1)-iéme couleur & v, distincte de celles de ses voisins, toute (k + 1)-coloration
acyclique de T\ v peut étre étendue a T', une contradiction. [ |

Dans [57|, Sopena montre également que pour tout &, il existe des k-arbres de nombre
chromatique orienté 25+ — 1. 11 suffit en effet de considérer les graphes (; introduits dans
la preuve de la Proposition 3.1.16 (voir Figure 3.7) : chaque graphe GG; est un i-arbre partiel
de nombre chromatique orienté 27! — 1.

Dans le cas des graphes de degré au plus k, avec k£ > 4, nous avons le résultat suivant :

Théoréme 3.1.25 |[Kostochka, Sopena et Zhu [47]]
Pour k > 4, X(Dy,) < 2k?*2%.

En [47], par des méthodes probabilistes, ils montrent également que pour k& > 1, il
existe des graphes de degré au plus k et de nombre chromatique orienté au moins 2¥/2.

Concernant les graphes de degré au plus trois, Sopena [57| a conjecturé que le nombre
chromatique orienté de tout graphe connexe de degré au plus trois était majoré par 7,
conjecture toujours ouverte a ce jour. La Figure 3.8 représente un graphe orienté connexe
de degré maximal 3 tel que toute paire de sommets est reliée par un chemin de longueur
au plus deux. Toute coloration orientée de ce graphe nécessite donc 7 couleurs.

Nous terminons cette section en remarquant que les problémes de colorations orientées
semblent étre plus difficiles que les problémes de colorations (propres) de graphes non
orientés. L’une des raisons est certainement la perte de la propriété de localité : dans le cas
des colorations de graphes non orientés, la validité d’une couleur pour un sommet donné
peut étre décidée en regardant uniquement les couleurs des voisins de ce sommet. Il est ainsi
facile de colorier par exemple en k + 1 couleurs un graphe k-dégénéré. Cette propriété de
localité n’est malheureusement plus valide dans le cas des colorations orientées : la validité
d’une couleur pour un sommet dépend cette fois de ’ensemble des sommets du graphe déja
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F1G. 3.9 — Une orientation du graphe biparti complet K, ,,

coloriés.

La différence entre les colorations orientées et non orientées peut étre arbitrairement
grande. Considérons le cas des graphes bipartis. Les graphes bipartis sont bien évidement
2-coloriables dans le cas non orienté. Dans le cas orienté, il est facile de constater que
le nombre chromatique orienté des graphes bipartis est non majoré. En effet, il suffit de
considérer 'orientation [?n,n suivante du graphe biparti complet K, : V(K,,) = Vi U Vs,
avec Vi = {x1,%9,...,zn} et Vo = {y1,y2,...,yn} et pour tout 4, j, 1 <i,5 < n, z;y; est un

— —

arc de A(K,,,,) si i = j, y;x; est un arc de A(K,,) sinon (voir Figure 3.9). Il est facile de

vérifier que tout paire de sommets de V (K, ) est alors reliée par un chemin de longueur
1 ou 2. Ainsi, le nombre chromatique orienté de K, , est 2n.

Ce phénomeéne peut également étre constaté dans le cas des graphes k-dégénérés. Tout
graphe non orienté k-dégénéré est naturellement (k 4+ 1)-coloriable. Il est en revanche pos-
sible de construire des graphes orientés 2-dégénérés dont le nombre chromatique orienté
est arbitrairement grand : considérons le graphe orienté (&, obtenu a partir d'un tournoi
quelconque T,, & n sommets en remplacant chaque arc par un chemin de longueur 2 utili-
sant un nouveau sommet intermédiaire. On vérifie aisément que (,, ainsi obtenu est bien
2-dégénéreé (il est également biparti) et que toute paire de sommets “originaux” de T,, doit
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recevoir des couleurs distinctes. Ainsi, le nombre chromatique orienté de (7,, est au moins
égal a n.

3.2 Coloration des graphes d’exceés k

Dans cette section nous allons présenter dans un premier temps la notion d’exceés.
Ensuite, nous déterminons une borne supérieure pour le nombre chromatique des graphes
non orientés d’excés k. Dans la sous-section 3.2.3 nous déterminons le nombre chromatique
orienté des graphes d’excés au plus 2 et dans la sous-section 3.2.4 nous donnons une borne
supérieure et une borne inférieure du nombre chromatique orienté des graphes d’excés
k> 2.

3.2.1 Introduction

Dans cette sous-section nous présentons la notion d’excés et certaines notations que
nous utiliserons par la suite.

Définition 3.2.1 Soit GG un graphe. L’ezcés de G, noté ex (), est défini comme le nombre
minimal d’arétes de G qui doivent étre enlevées pour obtenir une forét ; en d’autres termes,
ex(G) = |E(G)] — |V(G)] + nee(G), ot nee(G) est le nombre de composantes connexes de
G.

Dans la littérature la notion d’excés est parfois appelée le nombre cyclomatique [9] ou
le nombre de Betti de G.

Nous notons & la famille des graphes d’excés k. Ainsi, & correspond a la famille des
foréts et & correspond a la famille des graphes contenant exactement un cycle. Comme
tout graphe d’excés k — 1 est un sous-graphe d’un graphe d’excés k, nous avons clairement

X(&k) > X(x—1) pour tout k > 0.

En [13] les auteurs ont prouvé qu’il existe des graphes orientés tels qu’en rajoutant un
arc le nombre chromatique orienté augmente de 2; plus précisément, ils ont prouvé que
pour tout p, il existe un graphe orienté [, dont le nombre chromatique orienté est diminué
de 2 par la suppression de n’importe quel arc, et de p par celle de n’'importe quel sommet.
Clairement, ’ajout d’un arc augmente le nombre chromatique orienté d’au plus deux : il
suffit de colorier les extrémités de cet arc avec 2 nouvelles couleurs. Donc, comme la famille
des foréts est de nombre chromatique orienté 3 [57]|, nous obtenons x(&) < 2k + 3 pour
tout £ > 0.

Notre résultat principal montre que cette borne peut étre ramenée a k + 3, a I'excep-
tion des graphes orientés d’excés 1 contenant un circuit & cinq sommets dont le nombre
chromatique orienté est 5.
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3.2.2 Nombre chromatique des graphes d’excés k

Dans cette sous-section nous déterminons le nombre chromatique des graphes non orien-
tés d’excés k.

Théoréme 3.2.2 Pour tout graphe non orienté G d’exces k > 0, x(G) < [3(3+v1 + 8k)].
De plus, cette borne est optimale.

Preuve. Remarquons tout d’abord qu’il suffit de considérer le cas des graphes connexes.

Comme $(3++v1+8k) —1 < [$(34+ V1+8k)] < 3(3+ V1+8k), il suffit de prouver
que pour tout graphe G' d’excés k > 0, x(G) < (3 + /14 8k). Supposons maintenant
que le théoréme est faux et soit GG un plus petit Contre exemple d’exces k tel que x(G) >
1(3+ V1 + 8k). Nous avons clairement :

V(&) > (3+V1+8) (5)

Nous considérons deux cas :

1. G contient un sommet u tel que de(u) < 2(34+ V1 +8k) — 1= 1(1+/1+8k).
Dans ce cas, d’aprés la minimalité de G, le graphe GG \ v admet une ¢-coloration c,
¢ < 1(3++/1+ 8k). Comme dg(u) < 3(14+/1 + 8k), le nombre de couleurs interdites
pour u est d’au plus —(1 + /1 + 8k). Il existe donc au moins une couleur libre a. En

posant ¢(u) = a nous obtenons une coloration de G qui utilise au plus 1(3++/1 + 8k)
couleurs, ce qui contredit notre hypothése.

2. Pour tout u € V(G), dg(u) > (1 + 1+ 8k).

Dans ce cas nous avons :

k= ex(G) = |E(G)] - [V(G) +1

= & x dm(G) x [V(G)] ~ V(€)| +1
> (L VIT8R) x [V(@)| - [V(G)] +1

1
=1+ Z(\/l + 8k — 3) x |V(@)|
et d’aprés la relation (5) nous avons :
1
k>1+- (\/1+8 3) x 5(3+\/1+8k:)

1
=1+ (1+8k-9) =k

Ceci est une contradiction et nous obtenons que pour tout graphe non orienté G

d’excés k, x(G) < 3(3+ V1 + 8k).
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Nous montrons maintenant que cette borne est optimale. Considérons le graphe complet

Ky, n = [1(3+ v1+ 8k)]. Nous avons bien évidemment x(K,) =n = [1(3+ v/1+ 8k)|
et :

1 1
ex(K,) = §n(n— 1)—n+1= 5(712 —3n+2)

1,1
§(L§(3+\/1+8 )% — L (B+V1+8k)|+2)
1
§(3+\/1+8) ——(3+\/1+8)
1 9 3
10 9 3
Ceci termine la preuve. [ |

3.2.3 Nombre chromatique orienté des graphes d’excés k£ < 2

Dans cette sous-section nous déterminons le nombre chromatique orienté des graphes
d’excés 0, 1 et 2.

Pour un graphe G, nous définissons le graphe taillé de GG, noté P((G'), comme le graphe
obtenu a partir de G en éliminant récursivement les sommets isolés et les sommets de degré
1 jusqu’a ce que le graphe obtenu soit un sommet isolé ou un graphe de degré minimum
2. Le graphe taillé d’'un graphe orienté est défini de la méme facon. Notons que les deux
graphes, taillé et initial, sont de méme exceés.

Un graphe orienté GG est bien orienté s’il ne contient ni source ni puits; en d’autres
termes, pour tout sommet u € V(G), d5(u) > 1 et d(u) > 1. L’observation suivante nous
sera tres utile dans la suite :

Observation 3.2.3 Soit G un graphe orienté. Si H est un graphe bien orienté tel que
P(G) — H, alors G — H.

Preuve. Soient vy, vy, ..., v, la suite des sommets enlevés de GG pour obtenir P(G) et ¢
un homomorphisme de P(G) vers H. On peut étendre ¢ a& un homomorphisme de G vers
H en envoyant des sommet vy, v,_1, ..., v, (dans cet ordre) vers des sommets de H comme
suit : un sommet isolé peut étre envoyé vers un sommet arbitraire de H et un sommet de
degré 1 peut étre envoyé vers un sommet de H en fonction de I'image de son unique voisin,
ce qui est toujours possible car H est un graphe bien orienté. [ |

Un graphe d’excés 0 est clairement une forét et son graphe taillé est un sommet isolé.
Comme le plus petit graphe bien orienté est le circuit a trois sommets C'3 et comme un
chemin de longueur 2 a pour nombre chromatique orienté 3, on obtient :
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F1G. 3.10 — Le tournoi Tx

Théoréme 3.2.4 [57] X(&) = 3. De plus, tout graphe d’exces 0 admet un homomorphisme
vers (.

Un graphe orienté GG est arc transitif si pour tous arcs uv et zy il existe un automor-
phisme ¢ de G tel que ¢(u) = ¢(z) et ¢p(v) = ¢(y). Considérons le graphe orienté circulant
Ts (voir Figure 3.10) qui est défini de la fagon suivante : V(T5) = {0,1,...,4} et ij € A(T5)
si et seulement si j — i =1 ou 2 (mod 5). Le tournoi T5 est clairement arc transitif et il a
les propriétés suivantes :

Observation 3.2.5 [15]

1. Pour tous sommets u et v € V(Ts) (non nécessairement distincts), il existe une
chaine de longueur 4 reliant u a v pour chacune des 16 orientations possibles.

2. Pour tout sommet u € V(Ts), il existe un cycle de longueur 3 contenant u pour
chacune des 8 orientations possibles.
La proposition suivante a été prouvée en [57] :
Proposition 3.2.6 Tout cycle orienté admet un homomorphisme vers Ty.

Ce résultat peut étre renforcé comme suit :

Proposition 3.2.7 Tout cycle orienté sauf le circuit a cing sommets 65 admet une 4-
coloration orientée.

Preuve. Soient uq, us, ..., u, les sommets d’un cycle orienté C' & n sommets.

Supposons d’abord que C' n’est pas un circuit. On peut sans perte de généralité supposer
que u Uy et uju, sont deux arcs dans C'. D’aprés le Théoréme 3.2.4, nous savons que la
chaine uyus. .. u, admet un homomorphisme vers (73. En associant une quatriéme couleur
a u1, nous obtenons un homomorphisme de €' vers un graphe orienté a 4 sommets.
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Supposons maintenant que C' est un circuit a n # 5 sommets. Le résultat est évident
pour n < 4. Pour n > 6, On peut partitionner C' en chemins de longueur 3 ou 4, car tout
entier n > 6 peut étre exprimé comme une somme de 3 et de 4. En coloriant 1, 2, 3 les
chemins de longueur 3 et 1, 2, 3, 4 les chemins de longueur 4 on obtient un homomorphisme
de C vers le graphe orienté a 4 sommets {1,2, 3,4} avec les arcs 12, 23, 34, 31 et 41. Ainsi,
le nombre chromatique orienté de C' est d’au plus 4. [ |

Un graphe d’excés 1 est un graphe dont le graphe taillé est un cycle. Il est facile de
vérifier que dans la preuve de la Proposition 3.2.7 on peut obtenir dans tous les cas un
homomorphisme vers un tournoi bien orienté & 4 sommets. En effet, dans tous les cas, le
graphe cible est composé du circuit (j*g a 3 sommets et d’un quatriéme sommet de degré 2.
On peut donc rajouter un arc de facon a ce que ce graphe cible soit bien orienté. Ainsi,
comme le circuit C'5 & 5 sommets a pour nombre chromatique orienté 5, nous obtenons :

Théoréme 3.2.8 \(&1) = 5. De plus, tout graphe orienté d’excés 1 admet une Ts-
coloration et tout graphe d’excés 1 ne contenant pas 65 comme sous-graphe a un nombre
chromatique orienté d’au plus 4 et admet un homomorphisme vers un tournot bien orienté
a 4 sommets.

Dans la suite de ce chapitre, nous utiliserons la convention suivante pour chacune des
configurations : le degré des sommets gris ou noirs est complétement spécifié, alors que les
sommets blancs sont de degré quelconque.

Nous considérons maintenant le cas des graphes d’excés 2 et nous prouvons le théoréme
suivant :

Théoréme 3.2.9 Y(&) = 5. De plus, tout graphe orienté d’excés 2 admet un homomor-
phisme vers un tournot bien orienté a 5 sommets.

Preuve. Soient G un graphe d’excés 2 et G une orientation de G. D’apreés ’Observation
3.2.3 on peut supposer que G = P((). Nous considérons trois cas :

1. G se compose de deux composantes connexes dont chacune est un cycle.
Dans ce cas, d’aprés la Proposition 3.2.6, les cycles sont Ts-coloriables et donc G est
Ts-coloriable.

2. G est connexe et se compose de deux cycles ' et (5 reliés par une chaine de longueur
¢ > 0 (voir Figure 3.11).
Soit u le sommet de C'y appartenant a cette chaine. Les graphes G —Cy+u et Cy sont
d’excés 1 et d’aprés le Théoréme 3.2.8 sont T5-coloriables. Soit f un homomorphisme
de G — Cy +u vers T et ¢ un homomorphisme de Cy vers Ty (d’aprés la Proposition
3.2.6 un tel homomorphisme existe). Comme Tj est transitif, ’homomorphisme g peut
étre choisi tel que f(u) = g(u). En combinant f et g on obtient un homomorphisme
de G vers Ts.

3. G est connexe et se compose de deux cycles C; et C5 ayant ¢ arcs en commun, ¢ > 1
(voir Figure 3.12).
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F1G. 3.12 — Configuration pour le cas 3 du Théoréme 3.2.9

Soit v 'un de deux sommets de degré 3 dans G. Le graphe G \ u est un arbre et
d’aprés le Théoréme 3.2.4, il existe un homomorphisme f de G \ u vers 63. Soient uq,
uy et ug les trois voisins de u dans G. Si d;;(u) = 0 ou d(u) = 0, en associant une
quatriéme couleur & u, f est étendu & un homomorphisme de G vers un graphe orienté
a 4 sommets. Sinon, en posant f(u) =4 et f(u;) = 5, ot u; est le seul prédécesseur
(ou le seul successeur) de u, nous obtenons un homomorphisme de G vers un graphe
orienté a 5 sommets.
Dans les deux cas, on peut compléter les graphes cibles pour obtenir des graphes bien
orientés.
Il existe donc dans tous les cas un homomorphisme de G vers un graphe bien orienté ayant
au plus 5 sommets. [ |

3.2.4 Nombre chromatique orienté des graphes d’excés k£ > 3

Dans cette sous-section nous donnons une borne supérieure du nombre chromatique
orienté des graphes d’excés k, k > 3.

Dans la preuve du résultat principal de cette sous-section nous aurons besoin des deux
lemmes suivants :

Lemme 3.2.10 Soit G un graphe 2-aréte-connexe d’excés k. Pour tout sommet u € V(G),

ex(G\u) <k—[da(u)/2].
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Preuve. Soient d = dg(u) et Ng(u) = {x1,29,...,24} 'ensemble des voisins de u dans
G. Comme G est 2-aréte-connexe, pour tout z;, 1 < i < d, il existe au moins un sommet
x; € Ng(u) \ z; tel que x; et x; appartiennent & la méme composante connexe de G\ u.
Ainsi, G\ u contient au plus |d/2] composantes connexes. Alors :

ex(G\u) = |E(G\u)|—|V(G\ u)|+ nce(G\ u)
<|E(@G)|—d—(V(G)]—1)+ [d/2]
= |E(G)] = V(&) +1—(d—|d/2]) =k - [d/2].

|

Dans la suite, nous noterons k-sommet (respectivement (> k)-sommet, (< k)-sommet)
un sommet de degré k (respectivement au moins k, au plus k).

Lemme 3.2.11 Soit G un graphe 2-aréte-conneze d’excés ex(G) > 1.

(a) S’il existe un cycle dans G contenant exactement un (> 3)-sommet et si tout autre
cycle de G contient au moins deuz (> 3)-sommets, alors G contient un (> 3)-sommet u
tel que G\ u est conneze.

(b) Si tout cycle de G contient au moins deux (> 3)-sommets, alors G contient deuz
(> 3)-sommets distincts uy et uy tels que G\ uy et G\ ug sont connezes.

Preuve. Soit G un graphe satisfaisant aux conditions du lemme. Comme ex(G) > 1, ¢
contient au moins deux (> 3)-sommets. Si GG est 2-connexe, alors pour tout sommet u dans
G, G\ u est connexe et le résultat est obtenu.

Supposons maintenant que GG n’est pas 2-connexe. Considérons le graphe-bloc B(G);
d’aprés la Proposition 1.5.4 B(() est un arbre. Comme G est 2-aréte-connexe, toute feuille
de B(G) contient un cycle. Comme (G n’est pas 2-connexe, B((G) contient au moins deux
feuilles.

Dans le cas (a), il existe au moins une feuille dans B((), disons By, contenant un cycle
ayant au moins deux (> 3)-sommets. Soit b 'unique sommet de By appartenant aux autres
blocs. Nous pouvons donc choisir un (> 3)-sommet u, u # b, tel que G\ u est connexe.

Dans le cas (b), toute feuille dans B(() posséde la méme propriété que By. Comme
B(G) contient au moins deux feuilles, nous pouvons alors trouver deux (> 3)-sommets
distincts uy, ug tels que G\ uy et G\ uy sont connexes. [ |

Nous pouvons maintenant prouver le résultat principal :

Théoréme 3.2.12 Pour tout k > 2, X(&) < k + 3. De plus, tout graphe orienté d’exces
k admet un homomorphisme vers un tournot bien orienté a k + 3 sommets.

Preuve. Nous raisonnons par récurrence sur k. D’aprés le Théoréme 3.2.9, le résultat
est vérifié pour k = 2. Supposons maintenant que le résultat est correct pour tout £,
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2 </l <k-—1,et que GG est un graphe d’excés k. D’aprés ’Observation 3.2.3 il suffit de
considérer le cas on G = P(G).

Soit (G une orientation de (G. Nous considérons cing cas (pour chaque cas, nous consi-
dérons qu’aucun des cas précédents ne se produit) :

1. G contient un 2-sommet u appartenant a un cycle tel que d;g(u) =0 ou d(;(u) =0.

Nous avons clairement ea:(é \ u) = k — 1. Par hypothése de récurrence, il existe un
homomorphisme ¢ de G \u vers un tournoi bien orienté a k42 sommets. En associant
une (k + 3)-iéme couleur & u, nous pouvons étendre ¢ & un homomorphisme de G
vers un tournoi bien orienté a k + 3 sommets.

2. G contient un 2-sommet u tel que d;(u) = d(u) = 1. De plus, les deux voisins de u
dans é, notés v et w, sont reliés par un chemin de longueur 1 ou 2.
Nous avons encore ex(G \ u) = k — 1. Par hypothése de récurrence, il existe un
homomorphisme ¢ de G \ u vers un tournoi bien orienté a k + 2 sommets. Comme
les deux sommets v et w sont reliés par un chemin de longueur 1 ou 2, nous avons
¢(v) # ¢(w). En associant une (k + 3)-iéme couleur a u, nous pouvons étendre ¢ a
un homomorphisme de G vers un tournoi bien orienté a k + 3 sommets.

3. G contient un chemin induit uujusuzv de longueur 4 appartenant a un cycle.
Soit G = G \ {uy, us, uz}. Nous avons clairement ez(G’ )=k — 1 et, par hypothese
de récurrence, il existe un homomorphisme ¢ de G vers un tournoi bien orienté H
a k + 2 sommets. Soient ¢(u) = x et ¢p(v) = y. Nous considérons trois sous-cas en
fonction des couleurs x et y. Dans chaque cas nous étendons ¢ & un homomorphisme
de G vers un tournoi orienté a k + 3 sommets en utilisant une (k + 3)-iéme couleur a.

(a) z=y.
Dans ce cas ¢ peut étre étendu, en posant ¢(u1) = 2z, ¢(uz) = a et Pp(uz) = 2
ou xz et 2’z € A(H).

(b) z #£y et zy € A(H).

Dans ce cas, ¢ peut étre étendu en posant ¢(u1) =y, ¢(uz) = z et P(uz) = a ou
yz € A(H).

(c) = #y et yz € A(H).
Dans ce cas, comme H est un tournoi bien orienté, il existe un sommet z dans
H tel que zz € A(H). Maintenant, s'il existe un sommet w distinct de y dans H
tel que zw € A(H), alors ¢ peut étre étendu en posant ¢(u1) = 2, ¢(us) = w et
¢(u3) = a. Sinon, NHJE(Z) — {y}; comme H est un tournoi bien orienté & au moins

/

4 sommets, il existe une couleur w’ dans A(H) telle que w’ € Nz (2)\{z,y, 2}
Alors ¢ peut étre étendu en posant ¢(u1) = a, ¢(uz) = w' et ¢(uz) = 2.

Dans les trois sous-cas, ¢ est un homomorphisme de G vers un tournoi qui peut
clairement étre complété pour former un tournoi bien orienté a k + 3 sommets.
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F1G. 3.13 — Configuration pour le cas 4(a) du Théoréme 3.2.12

4. G contient un sommet u de degré da(u) = 2t + 1 tel que tout arc incident a u
appartient a un cycle. Nous considérons deux sous-cas :

(a)

ex(G\ u) # 1 ou G\ u ne contient pas le circuit Cs comme sous-graphe induit.
D’aprés le Lemme 3.2.10 nous avons ex(G \ u) < k — ¢ — 1 et, par hypothése de
récurrence, (G \ u) < k + 2 — ¢. Soit ¢ un homomorphisme de G \ u vers un
tournoi bien orienté a k 4+ 2 — t sommets. Remarquons que pour étendre ¢ a4 un
homomorphisme de G vers un tournoi bien orienté a k -+ 3 sommets nous avons
k+3—(k+2—t)=t+1 couleurs libres.

Il est facile de vérifier que la Figure 3.13 représente le cas ot nous avons besoin
d’un nombre maximum de couleurs (I’aréte uz, 1 peut étre orientée dans un sens
ou dans l'autre). Dans cette configuration, nous avons pour tout i, 1 < i < ¢,
¢(x:) = (yi) et pour tous 7,7, 1 <i < j <t+1, p(x;) # ().

Dans ce cas, ¢ peut étre étendu en recoloriant les ¢ sommets ¥y, 9o, ..., y; avec
t nouvelles couleurs distinctes et en associant une (¢ 4 1)-iéme nouvelle couleur
a u. Le graphe orienté obtenu peut clairement étre complété pour obtenir un
graphe bien orienté a k + 3 sommets.

ex(G\ u) =1 et G\ u contient Cy comme un sous-graphe induit.
Nous considérons deus sous-cas en fonction du degré de w :
1. dé(u) = 3.
Dans ce cas, seulement ’'une des configurations représentées par la Figure

3.14 est possible (une aréte non orientée indique une chaine), les autres
possibilités ont été considérées dans les cas précédents.

A. Configurations (a) et (b).
Considérons le graphe G \ v1 et soit w le troisiéme voisin de v; dans G

(on peut avoir w = u). Nous avons ez(G \ v;) = 1 et, par la proposition
3.2.8, il existe un homomorphisme ¢ de GG\ vy vers le tournoi T5. Comme
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V3 U1

(a) dg(v1) = da(vs) =3

v, @ > vy
(c) dg(v2) = dg(vs) = dg(vs) = 3
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U9

U1

v, @ >0
(d) dg(v1) = dg(v2) = dg(vs) = 3

F1G. 3.14 — Configurations pour le cas 4.(b).i du Théoréme 3.2.12
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les sommets vy et v; sont de degré 1 dans G \ v1 et tout sommet de Tj
posséde deux prédécesseurs et deux successeurs, ¢ peut étre choisi tel
que ¢(vs) # d(vs) # d(w) si viw est un arc dans G, ou ¢(vs) # B(vy) #
¢(w) si wv; est un arc dans G. En associant une 6-iéme couleur & vy, @
peut étre étendu a un homomorphisme de G vers un graphe bien orienté
a 6 sommets.
B. Configurations (c) et (b).

Dans ce cas, G contient trois cycles qui ne peuvent pas tous simultané-
ment étre des circuits. Il existe donc au moins un sommet v; de degré 3
tel que G \ v; ne contient pas le circuit (s comme sous-graphe induit.
En choisissant v; au lieu de u nous nous ramenons au cas 4.(a).

ii. dg(u) > 5.
Dans ce cas, ex(G) > 4. Si G\ u est connexe, alors nous avons ez (G \ u) =
k — dg(u) + 1 et comme, d’aprés le Théoréme 3.2.8, G\ u est Ty-coloriable
nous avons au moins k +3 —5 =k — 2 = dz(u) — 2 > [da(u)/2] couleurs
libres . On peut étendre toute Ts-coloration de G \ % & un homomorphisme
de G vers un graphe bien orienté a k + 3 sommets comme dans le cas 4.(a).
Sinon, il existe un sommet v dans é\u appartenant a Cj tel que da(v) > 3,

G\ v est connexe et ex(G \ v) > 2. En choisissant v au lieu de u nous nous
ramenons encore au cas 4.(a).

5. Supposons maintenant qu aucun des cas précédents ne se produit. Comme G n’est

pas une forét, G contient une composante 2-aréte-connexe GG* telle que G* et G- 0
sont reliés au plus par une aréte. Si G* est une composante connexe de Gousi G
lui-méme est 2-aréte-connexe (dans ce cas G = (j), alors il n’existe aucune aréte
reliant G* et G — G*. Sinon, nous notons w le seul sommet de G* adjacent a un
sommet de G — G*.

Le graphe G* satisfait les faits suivants :
Fait 3.2.13 ex(G*) > 1

Preuve. Supposons que ex(G*) = 1; en d’autres termes, G* est un cycle (rappelons
que G = P(G)). Comme le cas 1 ne se produit pas G* doit étre un circuit. Comme
le cas 2 ne se produit pas G* doit étre un circuit de longueur au moins 5 ; mais dans
ce cas, nous avons le cas 3 et ceci contredit notre hypothése. Donc, ex(G*) > 1. ®

Fait 3.2.14 Le graphe G* est pair (un graphe est dit pair si tous ses sommets sont
de degré pair).

Preuve. Comme le cas 4 ne se produit pas, le seul sommet de G* qui peut étre de
degré impair dans G est le sommet w. Comme le nombre des sommets de degré impair
dans un graphe est pair, on obtient que le degré de w dans G* est nécessairement
pair, donc G* est pair. [ |
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Fait 3.2.15 Sile sommet w existe et dg«(w) = 2, alors tout cycle de G* contient au
moins deux (> 4)-sommets a Uexception éventuelle d’un seul cycle C' contenant w ;
dans ce cas, C' contient un (> 4)-sommet.

Preuve. Imaginons le contraire; en d’autres termes, supposons que G* contient un
cycle de longueur ¢ contenant ¢ — 1 2-sommets (distincts de w il existe un tel
sommet). Comme ci-dessus, ce cycle doit étre un circuit dans G* de longueur au
moins £ > 5 car les cas 1 et 2 ne se produisent pas. Comme le cas 3 ne se produit pas
nous avons £ < 3 et c’est une contradiction. Nous obtenons donc que tout cycle dans
G* contient au moins deux (> 4)-sommets, sauf éventuellement le cycle contenant le
sommet w. |

Maintenant, en appliquant le Lemme 3.2.11 & G*, nous obtenons que G* contient au
moins un (> 4)-sommet u, u # w si w existe, tel que G* \ u est connexe. Clairement,
nee(G) = nee(G\ u) et donc :

ex(G\ u) = |A(G\ u)| = V(G \ v)| + nece(G \ u)

— |A(G)| = dga(u) = |[V(G)| + 1+ nee(G) = ex(G) — dga(u) + 1.
Nous avons maintenant deux sous-cas a considérer :

(a) ex(G \ u)# 1 ou G ne contient pas le circuit Cy comme un sous-graphe induit.

Par hypothése de récurrence nous avons (G \ u) < k — ds(u) + 4. Dans ce cas,
tout homomorphisme de (é \ u) vers un tournoi bien orienté peut étre étendu
a un homomorphisme de G vers un tournoi bien orienté & k + 3 sommets en
utilisant la méme technique que dans le cas 4.(a), car nous avons au moins
da(u) —1 > [dg(u)/2] couleurs libres.

(b) ex(G\u) =1 et G\ u contient le circuit C5 comme un sous-graphe induit.

Nous considérons encore deux sous-cas :
1. d@(U) =4.

Dans ce cas, ex(G) = 4. Il est facile de vérifier que soit le sommet u peut
étre choisi parmi les sommets de 65 de telle facon que 'on n’arrive pas a
cette situation, soit (i est de la forme représentée par la Figure 3.15 (une
aréte non orientée peut avoir 'une des deux orientations possibles).

Dans ce cas, d’aprés le Théoréme 3.2.8, il existe un homomorphisme ¢ de
G \ u vers le tournoi bien orienté Ty. Nous avons donc deux couleurs libres,
disons x et y. Soient ¢(v) = a et ¢(w) = b; on peut étendre ¢ & un ho-
momorphisme de G vers un tournoi bien orienté & 7 sommets en posant
¢(u) = ¢ pour une couleur ¢ € V(T5), distincte de a et de b, et ¢p(u;) = x
(respectivement ¢(u;) = y), 1 < i < 4, si wy; € A(G) (respectivement si
uiu € A(G)). Notons que uv et uw sont deux chemins et que les sommets
v/, w’ peuvent étre recoloriés avec deux couleurs dans V' (T5) distinctes de
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(%) us
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F1G. 3.15 — Configuration pour le cas 5.(b).i du Théoréme 3.2.12

¢, car d’apreés la définition de Tj, il existe deux choix de couleurs possibles
pour colorier chacun de ces sommets avec une couleur dans V' (T5).

ii. dg(u) > 6.
Nous avons alors ez(G) > 6. Dans ce cas, tout homomorphisme de G \ u
vers Ty peut étre étendu a un homomorphisme de G vers un tournoi bien

orienté a k+ 3 sommet en utilisant la méme technique que dans le cas 4.(a),
car nous avons au moins dg(u) — 2 > [dz(u)/2] couleurs libres.

Nous avons donné dans les Théorémes 3.2.4, 3.2.8 et 3.2.9 une borne optimale pour
le nombre chromatique orienté des graphes d’excés 0, 1 et 2. Nous prouvons tout d’abord
que la borne donnée par le Théoréme 3.2.12 est optimale pour les graphes d’excés 3 et 4,
ensuite nous donnons une borne inférieure générale pour les graphes d’exces k.

Proposition 3.2.16 [ existe des graphes d’excés 3 (respectivement /) et de nombre chro-
matique orienté 6 (respectivement 7).

Preuve. Des exemples de tels graphes sont représentés par la Figure 3.16. Dans les deux
cas, toute paire de sommets est reliée par un chemin de longueur au plus 2; le nombre
chromatique orienté de ces graphes est donc égal au nombre de leurs sommets.

Concernant la borne inférieure générale pour les graphes d’excés k, nous avons le théo-
réme suivant, :
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{7 P

) un graphe orienté d’exces 3 et ) un graphe oriente d’exces 4 et
de nombre chromatique orienté 6 de nombre chromatique orienté 7

Fia. 3.16 — Configurations pour la Proposition 3.2.16

é, G

FiG. 3.17 — Famille de graphes pour la preuve du Théoréme 3.2.17

Théoréme 3.2.17 Pour tout n > 1 et tout k, k > 3x 2" 1(2n—3)+4, ¥(&) > 3x 2" —1.

Preuve. Soient Gy = (75 et én, n > 2, le graphe orienté obtenu a partir de deux copies
distinctes de (G,,_1 et d’'un nouveau sommet u, relié par des arcs dirigés de u,, vers tous les
sommets de la premiére copie et de tous les sommets de la deuxiéme copie vers u, (voir
Figure 3.17).

Cette suite de graphes orientés satisfait :

f(crGy =1 XG - ] S
Vn > 2, ex(Gy) = 2(63:(Gn_1) + X(Gho1) — 1) et X(Gr) =2X(Grq) + 1

En résolvant ce systéme d’équations nous obtenons :

— —

ex(G) =3 x2" 20 —3)+4, n > 1, et X(Gp) =3 x 2" — 1.

Nous avons donc :

VEk >3 x 277120 —3) +4, ¥(Gn) >3 x2"— 1.
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3.3 Graphes planaires 2-extérieurs sans triangle

Nous allons dans cette section déterminer une borne supérieure et une borne inférieure
du nombre chromatique orienté de la famille des graphes planaires 2-extérieurs sans tri-
angle.

Nous savons que le nombre chromatique orienté de la famille des graphes planaires est
au plus 80 [55] et que le nombre chromatique orienté de la famille des graphes planaires
extérieurs est égal a 7 [57]. Concernant la famille des graphes planaires sans triangle,
Ochem en [53] a montré que le nombre chromatique orienté de cette famille de graphes
est au plus 59. Mais aucune borne satisfaisante n’est connue pour les graphes planaires
k-extérieurs, k > 1, qui sont une généralisation des graphes planaires extérieurs. Nous
nous sommes intéressé a I’étude du nombre chromatique orienté de la famille des graphes
planaires 2-extérieurs, mais ceci étant difficile, nous avons commencé par I’étude du nombre
chromatique orienté de la famille des graphes planaires k-extérieurs sans triangle pour
k=1,2.

Nous introduisons dans un premier temps les graphes planaires k-extérieurs. Ensuite,
nous présentons le graphe cible () Ry7 et nous déterminons une borne supérieure du nombre
chromatique orienté de la famille des graphes planaires 2-extérieurs sans triangle. Finale-
ment, nous terminons cette section en déterminant une borne inférieure du nombre chro-
matique orienté de cette famille de graphes.

Un graphe planaire 1-extérieur est un graphe planaire extérieur. Un graphe planaire
2-extérieur (G est un graphe planaire tel que le graphe G’ obtenu a partir de G en enlevant
les sommets appartenant a la face extérieure de GG est 1-extérieur. De méme, un graphe
planaire k-extérieur est un graphe planaire tel que le graphe GG’ obtenu a partir de G en
enlevant les sommets appartenant a la face extérieure de G est (k — 1)-extérieur.

Soit P*, k > 1, la famille des graphes planaires k-extérieurs; il est clair que pour tout
ietj,1<i<yg, P'CP.

Concernant les graphes planaires extérieurs sans triangle, clairement le nombre chro-
matique orienté de cette famille de graphes est au plus 7. En ce qui concerne la borne
inférieure du nombre chromatique orienté de cette famille de graphes, nous allons montrer
que cette borne est au moins 6.

Proposition 3.3.1 [l existe des graphes planaires extérieurs sans triangle de nombre chro-
matique orienté au moins 6.

Preuve. Considérons le graphe G représenté par la Figure 3.18. Le graphe G est clairement
planaire extérieur sans triangle. Nous allons montrer que Y(G) > 6.

Comme G contient le circuit a 5 sommets 65 comme sous-graphe induit (sous-graphe
induit par les sommets xg, z1,. .., x4), nous avons Y(G) > 5. Soit ¢ un homomorphisme de
G vers un tournoi 7'; montrons que |7 > 6.

Supposons que |T| = 5 et soit ¢ = G \ {u,v}. 1l est clair que pour tout i, 0 <
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0 0
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G

F1G. 3.18 — Un graphe planaire extérieur sans triangle GG avec ¥(G) > 6

¢ < 4, le sommet x; posséde deux successeurs et deux prédécesseurs qui doivent avoir des
couleurs distinctes. Donc, tout sommet du tournoi 7' doit avoir deux successeurs et deux
prédécesseurs, et le seul tournoi ayant cette propriété est le tournoi Ty (voir Figure 3.10).
Ainsi, ¢ est une Tx-coloration de G. Comme G’ contient un circuit 65, il existe une seule
Ts-coloration de (', a isomorphisme prés. On peut supposer sans perte de généralité que
la Ts-coloration de GG’ représentée par la Figure 3.18 est la coloration induite par c.

Dans ce cas, nous devons avoir ¢(u) = 2 et ’hypothése c(v) € V(T5) nous méne a une
contradiction. Donc, |T'| > 6; ainsi, (G) > 6.

Soit G un graphe; pour tout sommet u nous notons N} (u) Pensemble des voisins de
degré 1 de u dans G : Nj(u) := {z € Ng(u) | do(x) = 1}.

Nous utiliserons le lemme suivant dans la preuve du théoréme principal de cette section :
Lemme 3.3.2 Soit G un graphe planaire extérieur sans triangle non trivial. G satisfait
une des conditions suivantes :

1. G contient un (> 2)-sommet u tel que |NL(u)| > dg(u) —1;

2. G contient un (> 3)-sommet u appartenant o un cycle tel que |N&(u)| > dg(u) — 2;

3. (G contient deuxr 2-sommets adjacents u et v qui appartiennent a un cycle.

Preuve. Remarquons tout d’abord qu’il suffit de considérer le cas ot G est connexe. Nous

supposons que (& ne satisfait pas les conditions 1 et 2. Nous prouvons qu’il satisfait alors
la condition 3. Comme G ne satisfait ni la condition 1 et ni la condition 2, G contient
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-
oy

F1G. 3.19 — Un graphe planaire extérieur 2-connexe B avec C'(B)

B

au moins un cycle et tout (> 2)-sommet v de G vérifie : soit dg(v) — |NL(v)| > 3, soit
da(v) — |[N&(v)| = 2 et v n’appartient a aucun cycle de G.

Soit G’ le graphe obtenu a partir de (G en suprimant les sommets de degré 1. Comme G
ne satisfait pas la condition 3, tout 2-sommet appartenant a un cycle de G’ est un 2-sommet
de G. On peut donc supposer sans perte de généralité que GG ne contient aucun sommet de
degré 1.

Considérons le graphe-bloc B(G) de G. Comme G est connexe, d’aprés la Proposi-
tion 1.5.4, B(G) est un arbre.

Soit B un sommet dans B(G) tel que dp)(B) < 1. Comme 6(G) > 2, B est un bloc
contenant au moins un cycle.

Maintenant, nous considérons deux cas :

1. B est un cycle.
Comme ¢(G) > 4, B est de longueur au moins 4. Ainsi, B contient au moins deux
sommets adjacents u et v tels que dg(u) = dg(v) = 2.

2. B contient au moins deux cycles.
Dans ce cas, nous considérons le graphe C'(B) avec :

- V(C(B)) :={C; | C; est un cycle induit sans corde dans B} ;

- E(C(B)) :={C:C; | |E(C;) N E(C;)| = 1} (voir par exemple la Figure 3.19).
Remarquons que comme G est planaire extérieur, |E(C;) N E(C;)| < 1 pour tout
Comme G est un graphe planaire extérieur connexe, C'(() est un arbre. Comme B
contient au moins deux cycles, C'(B) contient au moins deux feuilles.

Soit (' une feuille dans C'(B) ne contenant aucun point d’articulation de G. Comme
g(G) > 4, C est un cycle de longueur au moins 4. Ainsi, C' contient au moins deux
sommets adjacents u et v tels que dg(u) = dg(v) = 2.
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Nous allons maintenant présenter le graphe cible () Ro7.

Soit p un entier premier, p = 3 (mod 4) ; le tournoi QR,, construit a partir des résidus
quadratiques non nuls de p, se définit ainsi :

a V(QRP) = {07 L...,p— 1}7
— A(QR,) = {ij | j — i est un résidu quadratique non nul de p (mod p)}.

Soit G un graphe orienté; un sous-graphe k-clique de GG est une séquence de k sommets
distincts X = (x1, 29, ..., x;) de G telle que le sous-graphe induit par ces sommets est un
tournoi.

Définition 3.3.3 Un vecteur orienté de taille n est une séquence o = (g, g, . . ., @, ) dans
{0,1}™; soit GG un graphe orienté et X = (1, xo, ..., zx) une séquence de sommets distincts
dans GG. Un sommet y de G est un a-successeur de X si nous avons a; = 1 = x;y € A(G)
et a; = 0= yx; € A(G) pour tout i, 1 <i < n.

Définition 3.3.4 Nous disons qu'un graphe orienté H satisfait la propriété P, pour

k,m > 0 si pour tout sous-graphe m-clique H[zq, 2, ..., 2y], 1 < m <k, dans H et tout
vecteur orienté o = (ay, o, ..., ) de taille m, il existe au moins n sommets disjoints
Y1, Y2, - - - Yn dans H qui sont des a-successeurs de (x1, s, ..., T,).

La propriété P, introduite par Sopena [57] correspond a la propriété que nous no-
tons Py ;. Il a prouvé dans cet article que si GG est un graphe orienté satisfaisant la propriété
Py, alors tout k-arbre partiel orienté est (G-coloriable. Pour tout &£ > 0, il a construit par
une méthode combinatoire un graphe a (k + 1) x 2% sommets satisfaisant la propriété .
Ainsi, pour tout k, le nombre chromatique orienté de la famille de k-arbres partiels est au
plus (k + 1) x 2.

Notons que tout graphe orienté satisfaisant la propriété P, satisfait aussi la propriété
Py, pour tout k' < k. Par convention, on suppose que tout graphe & au moins un sommet
satisfait la propriété Py, et que le graphe vide (d’ordre 0) ne la satisfait pas.

Rappelons que pour une puissance ¢ = p"” = 3 (mod 4) d’un nombre premier p, GF(q)
désigne le champs de Galois & q éléments. Le graphe orienté ()R, ayant pour sommets les
éléments de GF(q) et pour arcs les couples ij tels que j — i est un résidu quadratique non
nul de GF(q), est un tournoi a ¢ sommets [35]. En particulier, dans le cas ot ¢ = 33 le
Tableau 3.1 représente les sommets de QQRy; et les éléments de G'F(27) correspondant a
ces sommets et nous avons :

Lemme 3.3.5 Le tournoi )Ry posséde la propriété Ps .

Preuve. Remarquons tout d’abord que l'ordre des sommets dans une 3-clique (s1, so, s3)
est sans importance. De plus, comme tout cycle a trois sommets contient un chemin orienté
de longueur 2, il suffit de considérer les séquences (s1, $2, s3) telles que s159 et so53 sont des
arcs dans Q) Ry7, ¢’est-a-dire pour v € {02,05,06,07,11,13, 14,15, 16, 18,19, 21, 22}.
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No | element | (mod 3,2 —x+1) | No | element | (mod 3,2° —z + 1)
0 0 0 14 2t —x

01 xt x 15 ' —z?

02 x? x? 16 2'0 1 —x

03 z3 —1+2x 17 2 r — ?
04 x? —z + 22 18 ' 1 — o+ 22
05 x° —1 4z —a? 19 v —1 —z—a?
06 2° 1+ 2+ 22 20 %0 1+z—2?
07 x’ —1—z+2? 21 2! 1+ 22
08 x5 —1—2? 22 %2 —1—=x
09 x? 1+z 23 % —z — 2
10 210 T+ x? 24 %4 1—x— 22
11 Mt —1+x+2° 25 % 1—2?
12 2 —1 + 22 26 | 2% =2" 1

13 3 —1

TAB. 3.1 — Tableau des sommets de Q) Ry et des polyndomes correspondants dans G F'(27)

Pour tout arc ¢j dans Q) Ry7, I'application x — x—:f est un automorphisme de () Ry qui

envoie ij sur (0)(26). Il suffit donc de vérifier la propriété Ps 5 sur les séquences de la forme
(0,26, v) telles que 01 < v < 25 et v — 26 est un résidu quadratique de G F(27).

Nous notons [vq, v, v3] si et seulement si v; # v, et il existe des automorphismes de Q) Ror
envoyant (0,26, v1) sur (vq,0,26) et (26,v3,0). On peut facilement vérifier que si [vy, vo, v3]
et si (0,1,v;) satisfait la propriété Pj s, alors (0,26, v,) et (0,26, v3) satisfont la propriété
Ps 5. Pour le tournoi ) Re7 nous avons [05,19,15] et [07, 21, 11]. Pour toutes les séquences
de la forme (0, 26, v) avec v € {02,05,06,07, 11,13, 14, 15, 16, 18,19, 21,22} \ {11, 15,19, 21}
et pour tout vecteur orienté, deux a-successeurs sont donnés dans le Tableau 3.2. [ |

Nous définissons un ordre partiel < sur ’ensemble des graphes comme suit :

— Si (G4 est un sous-graphe strict de Gy, alors G7 < Gy ;
— si ng(G1) < n3(Ge), alors G; < G (on n3(() est le nombre de (> 3)-sommets dans
G).

Remarquons que cet ordre partiel est bien défini : si (G; est un sous-graphe strict de
G, alors n3(G1) < nz(Gs). Donc < est une extension linéaire partielle de I'ordre partiel
“sous-graphe” sur ’ensemble des graphes.

Théoréme 3.3.6 Pour tout graphe planaire 2-extérieur orienté sans triangle G,
G — QRyr et done Y(G) < 27.

Preuve. Supposons le théoréme faux et soit G un plus petit contre-exemple selon <. Nous
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(0,26,0) | 0,0,0} [ {0,0,1} | {0,1,0} [ {0,1,1} | {1,0,0} | {L,0,1} | {L,1,0} | {1,1,1}
( Y] 0103 | 0917 | 0511 | 0713 | 1012 | 0408 | 0614 | 16 18
( )| 0123 | 0309 | 0711 | 1315 | 1012 | 0408 | 1618 | 0206
( )| 0309 | 0117 | 0507 | 1113 | 0410 | 0812 | 1416 | 0222
( )| 0309 | 0117 | 1321 | 0511 | 1220 | 0408 | 0214 | 06 16
(0,26,13) | 0103 | 1723 | 0515 | 0711 | 0820 | 0410 | 0206 | 1416
( )
( )
( )
( )

1723 | 0103 | 0511 | 0719 | 0812 | 0410 | 1822 | 0206
1725 | 0103 | 0713 | 0511 | 1020 | 0408 | 0214 | 06 18
0109 | 0323 | 1519 | 0507 | 0412 | 0810 | 0216 | 06 14
2325 | 0103 | 0513 | 0711 | 0408 | 1012 | 0616 | 02 14

TAB. 3.2 — Tableau des a-successeurs des séquences de la forme (0,26, v)

allons prouver plusieurs Faits pour montrer qu’un tel graphe ne peut pas exister.

Fait 3.3.7 G ne peut contenir aucune des configurations représentées par la Figure 3.20
comme sous-graphe induit.

Preuve.

1. Configuration (1).

Soit ¢ = G\ v. D’aprés la minimalité de G, il existe un homomorphisme h de G’
vers (QRy7. Grace au Lemme 3.3.5 h peut facilement étre étendu a G.

2. Configuration (2).

Soit ¢ = G\ v. D’aprés la minimalité de G, il existe un homomorphisme h de G’
vers (Q Ry7. On peut supposer grace au Lemme 3.3.5 que h(w) # h(w') et h peut étre
étendu a G.

3. Configuration (3).
Comme G ne contient pas les configurations 3.20(1) et 3.20(2), u; est de degré au
moins 3 pour tout 7, 1 <7 < 3.
Soient K un graphe orienté et K le graphe défini par V(K®) = V(K) et A(KT) =
{zy | yz € A(K)}. Comme l'application f: V(QR,) — V(QR]) définie pour tout
z par f(z) = —z (mod 27), est un isomorphisme, QR, et QR sont isomorphes.
Donc, G est aussi un contre-exemple pour le théoréme. On peut donc supposer sans
perte de généralité que djs(v) < d(v).
Supposons d’abord df(v) = 0. Soit ' = G\ v; d’aprés la minimalité de G, il existe
un homomorphisme h de G’ vers Q Ry et h peut étre étendu a G grace au Lemme
3.3.5.
Supposons maintenant d(v) = 1. On peut supposer sans perte de généralité que
NG (v) = {uy} et Ng(v) = {us,uz}. Soit G’ le graphe obtenu a partir de G en
enlevant le sommet v et en reliant u; & uy et uy; a ug par un chemin de longueur 2.
Il est facile de vérifier que G/ est encore un graphe planaire 2-extérieur sans triangle.
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f{é UI,Q\\ ulQ\
{ b ) N \
% Ow @U ~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ OU 3 u b
ou1 unto U0
(1) (2)1<n<3 (3)

FiG. 3.20 — Configuration pour le Fait 3.3.7

Comme n3(G") = nz(G) — 1, G' < G. D’aprés la minimalité de G, il existe un
homomorphisme h de G’ vers Q Ry;. Comme u; et uy (respectivement uq et uz) sont
reliés par un chemin de longueur 2, h(uy) # h(uy) # h(us). Donc, h peut étre étendu
a GG grace au Lemme 3.3.5.

4. Configuration (4).
Dans le cas ol une seule des chaines u;vius ou uv9us est un chemin, nous supposons
sans perte de généralité que uqvous est un chemin.
Soit G\ v1. D’aprés la minimalité de G, il existe un homomorphisme h de G’ vers
QRy;. Grace au Lemme 3.3.5, h peut étre étendu a G.

Fait 3.3.8 (G est 2-conneze et tout ensemble d’articulation d’ordre 2 de G consiste en deux
sommets non adjacents.

Preuve. Comme le tournoi ) Ry; est transitif, alors G ne peut avoir de sommet d’articu-
lation et donc (G est 2-connexe ; supposons en effet que v est un sommet d’articulation de
G. Soient (i1, ..., G}, les composantes connexes de G \ v et (7} le sous-graphe de G induit
par V(G;)U{v}, 1 <i < k. D’aprés la minimalité de G, il existe un homomorphisme h; de
G vers QRy7. Comme Q) Ry7 est transitif, on peut supposer que h;(v) = h;(v) pour tout ¢
et j, 1 <i,j5 < k. En combinant hq, ..., h; on obtient un homomorphisme de G vers Q) Ra7.

De méme, comme () Ry; est arc-transitif, alors G ne peut contenir un ensemble d’arti-
culation consistant en deux sommets adjacents; supposons en effet qu’il existe un arc uv
dans G tel que G\ {u,v} est non connexe. Soient (G1,..., G, les composantes connexes
de G\ {u,v} et G’ le sous-graphe de G induit par V(G;) U {u,v}, 1 < i < r. D’aprés la
minimalité de G, il existe un homomorphisme h; de G vers () Ry7. Comme () Ry est arc-
transitif, on peut supposer que h;(u) = h;(u) et h;(v) = h;(v) pour tout i et j, 1 < i,7 <.
En combinant hq,..., h, on obtient un homomorphisme de G vers () Ra7. [ |

Considérons désormais une représentation fixe de GG sur le plan. On peut supposer grace
au Fait 3.3.8 que les sommets appartenant a la face extérieure de G induisent un cycle sans
corde (.

Soit H = G'\ C. 1l est clair que H est un graphe planaire extérieur sans triangle. Dans
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Fi1G. 3.21 — Construction du graphe ;1 a partir du graphe G;

la suite, nous considérons que les représentations sur le plan de C' et H sont induites par
celle de G.

A partir de G, nous construisons le graphe planaire 2-extérieur sans triangle G* de la
fagon suivante :

— si H est connexe, G* = G,

— sinon, H contient & composantes connexes, k > 2. Considérons la suite Go,...,Gr_1
avec Gy C GG1 C ... C G_1, construite de la facon suivante :
B GO = Ga

— Soient H; = G; \ C, i <k —2, et J; une composante connexe de H;. Comme C
est un cycle sans corde, il existe un sommet v; de J; et un sommet w; de H; \ J;
tel que le graphe Gy, obtenu en rajoutant un sommet u; et 2 arcs v;u; et w;u;
est planaire 2-extérieur sans triangle (voir Figure 3.21). Le graphe (;;; ainsi
obtenu est tel que H;y; = Gi11 \ C posséde une composante connexe de moins
que H;.
Ainsi, le graphe G/,_q est tel que Hy 1 = Gy_1 \ C est connexe; nous posons alors
G*=Gyp_1et H* = Hy_4.
Nous considérons la représentation sur le plan de GG* induite par celle de G et nous
notons C* la face extérieure de G*. Nous avons clairement :
— H* est un graphe planaire extérieur sans triangle,
— aucun u; n’appartient & un cycle dans H*,
— pour tout x € V(C), da(z) = de-(x).
Nous disons qu’un sommet v est spécial si dy«(v) =1 ou v € V(C).
En considérant G* nous allons montrer que G contient 1'une des configurations repré-

sentées par la Figure 3.20, ce qui contredit le Fait 3.3.7. Nous commencons par les deux
faits suivants que nous utiliserons dans le reste de la preuve :

Fait 3.3.9 Pour tout sommet v dans H* avec dg«(v) = 1 nous avons dy(v) = 1 et
de+(v) = da(v) = 2.
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FiG. 3.22 — Configuration pour le Fait 3.3.9

Preuve. Comme pour tout sommet u € V(G*)\ V(G), dy«(u) = 2, nous avons v €
V(H) et dy(v) < 1. Nous montrons tout d’abord que dy(v) = 1. Supposons en effet que
dy(v) = 0. Comme G ne contient pas de sommet isolé ni de sommet de degré 1, nous
avons dg(v) = deo(v) > 2, et comme G ne contient ni triangle ni la Configuration 3.20(4),
nous avons dg(v) = de(v) > 3. Dans ce cas, il est facile de vérifier qu’il existe un sommet
x € Ng(v) N V(C) tel que dg(z) = 3 (voir Figure 3.22), contrairement au Fait 3.3.7
(configuration 3.20(3)). On obtient donc dy(v) =1 et dg«(v) = dg(v).

Nous montrons maintenant que dg(v) = 2. D’apreés le Fait 3.3.7 (configuration 3.20(3))
da(v) # 3. Supposons maintenant dg(v) > 4; dans ce cas |Ng(v) NV(C)| > 3. Comme
précédemment, il existe un sommet 2 € Ng(v) NV (C) tel que dg(z) = do(x) + | Ng(x) N
V(H)| =2+ 1= 3 (voir Figure 3.22), ce qui contredit le Fait 3.3.7 (configuration 3.20(3)).
Nous obtenons donc dg(v) = 2. [

Fait 3.3.10 Soientv € V(H) et vy, vy,...,v5_1 (k> 3) les voisins de v ordonnés selon la
représentation planaire de G. Alors pour tout i, 0 < i < k—1, les sommets v;, V41 et Vi
(Uaddition est considérée modulo k) ne sont pas tous les trois des sommets speciaux.

Preuve. Sans perte de généralité supposons que vy, v; et v, sont des sommets spéciaux.
Nous considérons les sommets wq, wy et wy tels que : w; = v; si v; € C, et w; est 'unique
voisin de v; dans C' si dy(v;) = 1 (w; est unique par le Fait 3.3.9) . Comme G ne contient
ni un triangle, ni la configuration 3.20(4), nous avons wy # w; # wy # wy. On obtient
alors dg(wq) = 3, ce qui contredit le Fait 3.3.7 (configuration 3.20(3)). [

Comme H* est un graphe planaire extérieur sans triangle et connexe, d’aprés le
Lemme 3.3.2 nous avons quatre cas & considérer :
1. H* = H est un sommet isolé.

Soit v le seul sommet de H. Comme pour tout sommet x dans C' nous avons
de(x) = 2, alors pour tout sommet u € Ng(v), do(u) = 3 et donc G contient la
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configuration 3.20(3).
2. H* contient un sommet u tel que [N (u)| > dpg«(u) — 1 > 1.
Soit v un sommet dans N}, (u). Comme dy-(v) = 1, d’aprés le Fait 3.3.9, dy(v) = 1,
u € H et dg(v) = 2. Nous considérons maintenant deux sous-cas en fonction du degré
dg(u) de u :
(a) dg(u) < 4. Alors G contient un sommet de degré 2, v, adjacent a un sommet de
degré au plus 4, u, ce qui correspond a la configuration 3.20(2).

(b) dg(u) > 5. Alors u est adjacent & au moins 4 sommets spéciaux consécutifs, ce
qui contredit le Fait 3.3.10.

3. H* contient un sommet u appartenant a un cycle de H* tel que |Nj.(u)| > dg«(u) —
2>1.
Dans ce cas, comme aucun sommet de H*\ H n’appartient a un cycle dans H*, nous
avons u € I et la preuve est similaire a celle du cas 2 (dans le cas ou dg(u) > 5, u
est adjacent & au moins 3 sommets spéciaux).

4. H* contient deux 2-sommets adjacents u et v appartenant & un cycle de H*.

Comme précédemment, aucun sommet de H* \ H n’appartient a un cycle dans H*,
et doncue Hetve H.

Dans ce cas, nous pouvons supposer sans perte de généralité que dg(u) < dg(v).
Nous considérons quatre sous-cas en fonction des degrés de u et de v dans G :

(a) dg(v) > 5; alors v est adjacent & au moins 3 sommets spéciaux consécutifs, ce
qui contredit le Fait 3.3.10.

(b) dg(v) <4 et dg(u) = 2; alors G contient la Configuration 3.20(2).

(¢) dg(u) =3, alors GG contient la Configuration 3.20(3).
(d) dg(v) = dg(u) = 4; il existe alors un sommet z € Ng(u) N V(C) tel que
dg(x) = 3, ce qui correspond a la Configuration 3.20(3) (voir Figure 3.23).

Nous allons maintenant déterminer une borne inférieure pour le nombre chromatique
orienté des graphes planaires 2-extérieurs sans triangle.

Proposition 3.3.11 Il existe des graphes planaires 2-extérieurs sans triangle de nombre
chromatique orienté au moins 11.

Preuve. Considérons le graphe G représenté par la Figure 3.24. Nous allons prouver que
X(G) > 11. Le graphe G est clairement planaire sans triangle. Il est planaire 2-extérieur
car G\ {z,y,v} est une forét. Soit ¢ un homomorphisme de G vers un graphe orienté H ;
montrons que |H| > 11.

Comme deux sommets quelconques z; et zo appartenant a {z,y,x1,Zs,..., 23} sont
reliés par un chemin de longueur au plus deux, nous avons ¢(z1) # ¢(22). On peut donc
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F1G. 3.23 — Configuration pour le cas 4(d)

y
®

F1G. 3.24 — Un graphe planaire 2-extérieur sans triangle G avec Y(G) > 11
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Fi1G. 3.25 — Graphe des relations entre les couleurs ¢y, ¢o, ..., cig

supposer sans perte de généralité que :

0(931) = 0170(932) =Co ... 70(938) = 08,0(55) = Cg €t C(Q) = C10-

Supposons maintenant que |H| = 10 et que ¢(v) = a. Comme yvv et vu;x sont deux

chemins de longueur deux, a # ¢y et a # ¢19. Donc, a € {cq,¢o, ..., s}
La figure 3.25 représente les relations entre les couleurs ci,...,c19 dues a la colora-
tion des sommets {z1,...,xs,2,y}. Dans la suite de la preuve, nous allons obtenir des

contradictions uniquement basées sur ces relations.

Clairement le graphe C' admet des automorphismes envoyant la couleur ¢; sur les cou-
leurs ¢y, ¢; ou cg. De méme, il admet des automorphismes envoyant la couleur c3 sur les
couleurs ¢y, ¢5 ou cg. Ainsi, nous avons seulement deux cas a considérer : a = ¢; ou a = cs.

1. a = Cq.

Dans ce cas, on a cjg € {c(vs),c(vs)} et cg € {c(us),c(ug)}. En effet les sommets
v;, 1 < i < 8, doivent avoir des couleurs distinctes prises dans {cs,...,cs,cio}-
Comme seules ¢y, c3 et ¢y sont successeurs de cg, la couleur ciy doit étre utilisée
sur {vy,vq,v5,v6}. Par ailleurs, comme la couleur c¢jy est successeur de la couleur
1, la couleur ¢19 ne peut étre utilisée que sur {vs, vs}. Le raisonnement pour ¢y est
identique.

Remarquons que pour tout i et j, 1 <i,j <8, v; et v; (respectivement u; et u;) sont
reliés par un chemin de longueur deux. Nous avons donc ¢(v;) # ¢(v;) (respectivement
c(u;) # c(u;)). En considérant l'orientation de G et les sommets déja coloriés, nous
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(v1) }) = {ca, c3, ¢4, Cr0},
( ) ( ) }) = {05706707708}7
{e(ur), c(uz), c(us), c(ug) } = {cz, ¢s, cs, Co},
(u3), c(ua), c(uz), c(us)

} = {037 Cy4, Cr, 08}-

Nous considérons trois cas en fonction des couleurs c(usz) et c(uy) :

(a) {e(us), clug)} = {cs, ca}.
Dans ce cas, {c(vs),c(vs)} = {ez,cu} et o € {c(vs),c(vg)}; alors
{c(vs), c(vs)} = {c3,ca, 10}, ce qui est une contradiction.

(b) {c(us), c(ua)} = {c7, cs}-
Alors :

{e(vr), c(vs)} = {er, cs} == {c(vs), c(va)} = {5, ¢}
= {c(us), c(ug)} = {cs, co}- (7)

Comme c¢9 € {c(us),c(ug)}, en considérant la relation (7) nous obtenons
{c(us), c(ug)} = {cs,cq, o}, ce qui est une contradiction.

(¢) {e(vs), clva)} = {es, er}, {es, s}, {ea, er} ou {ey, es}.

Sans perte de généralité supposons que {c(vs3), c(vy)} = {cs3,c7}. Alors :

{ cr € {c(vr), cvs)} (8)

c3 € {c(vs), c(vg) }-

Comme c¢j;p € {c(vs),c(vg)}, en considérant la relation (8) nous obtenons
{c(vs), c(vs)} = {c3,c10}. Alors :

¢y € {c(vr), c(va)} = ¢ € {c(us), c(ug)}. 9)

Comme ¢ € {c(us),c(ug)}, en considérant la relation (9) on obtient
{c(us), c(u)t = {c2,co} et par conséquent {c(ui),c(uz)} = {cs,c6}. On ob-
tient alors {c(v7),c(vs)} = {c5,c6}. En considérant ceci et la relation (9) on
obtient {c(v7), c(vs)} = {cs, cs, c7}, ce qui est encore une contradiction.

2. a= C3.

Le méme raisonnement que dans le cas 1 (¢ = ¢;) nous permet de conclure que
c10 € {c(vs), c(ve)} et co € {c(ur), c(ug)}, ce qui est une contradiction car dans ce cas
CoC1o €t crpce sont des arcs de H.

Dans tous les cas I'hypothése |H| < 10 nous méne a une contradiction. Ainsi, ¥(G) > 11.
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N

F1G. 3.26 — Le graphe Gy

3.4 Les graphes de Halin

Un graphe de Halin H est un graphe planaire constitué d’un arbre T'( H) ayant au moins
trois feuilles et d’un cycle C'(H) reliant de fagon planaire I’ensemble des feuilles de T'(H ) ;
nous appellerons sommet interne un sommet de H n’appartient pas a C'(H).

En [61], Vignal a prouvé que tout graphe de Halin a un nombre chromatique orienté
majoré par 11. Elle conjecture que le nombre chromatique orienté de la famille des graphes
de Halin, H, est égal a 8 et elle montre que cette conjecture est vraie pour une sous-classe
de H, notée H'. Un graphe de Halin H appartient a H’ si tout sommet interne de T'(H)
est tel que tous ses fils sont des sommets internes de T'(H) ou bien tous ses fils sont des
feuilles de T'(H). La conjecture de Vignal reste a ce jour encore ouverte mais nous allons
montrer que le nombre chromatique orienté de tout graphe de Halin est au plus 9, ce qui
améliore la borne de 11 obtenue par Vignal.

Nous allons pour cela utiliser le tournoi construit a partir les résidus quadratiques non
nuls de 7, noté QRy, et le graphe orienté (9 construit comme suit. Soient Cy, C) et C,
trois circuits & 3 sommets ayant respectivement pour ensembles de sommets {x1, x2, 3},
{y1,92,y3}, {z1,20,23} et pour ensembles d’arcs {zizo,x2x3, 2371}, {Y1Y2, Y2U3, Y3y1},
{2129, 2023, 2321 }. Le graphe orienté Gg s’obtient a partir de C,, C, et C, en rajoutant
tous les arcs dirigés de tout sommet de C, vers tout sommet de C,, tous les arcs dirigés
de tout sommet de C, vers tout sommet de C,, de I'arc z;y;11 (mod 3) et de Parc y;z; 11
(mod 3) pour tout i = 1,2,3 (voir Figure 3.26).

Le tournoi () R; posséde la propriété suivante :

Observation 3.4.1 [15] Le tournoi QR; satisfait la propriété P,.
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Théoréme 3.4.2 Pour tout graphe de Halin H, X(H) < 9.

Preuve. Soit H un graphe de Halin. Notons f; une feuille de C'(H). On choisit un sens de
rotation sur le cycle C'(H) de longueur n, n > 3, et on note f;, 2 <i < n, la i-iéme feuille
rencontrée a partir de fi. Notons p; le pére de la feuille f;.

Notons T' I’arbre sous-graphe de H induit par les sommets internes de H. D’aprés le
Théoréme 3.2.4, T est C-coloriable. Soit 2" un homomorphisme de T" vers C,. Nous allons
étendre ' & un homomorphisme h de H vers un graphe orienté G & au plus 9 sommets,
contenant C, comme sous-graphe induit.

Nous considérons d’abord deux cas en fonction de n :

1. n <6.

Soit (G le graphe orienté obtenu a particr de C, défini par V(G)
{z1,22, 23,91, 92, ... yn} et A(G) = A(Cy) Udwyay; | fify € A(H),1 < i)

IA I

n} U{R (pi)yi | pifi € AUH)} ULyl (ps) | fip; € A(H)}.
11 est facile de vérifier que 'application h de H vers (G définie par

h(z) = h'(z) sixzeV(T),
h(f;) = v pour tout 7, 1 <i<n

est un homomorphisme. Ainsi, Y(H) < |G| < 9.

2. n>"T.
Nous considérons quatre sous-cas :

(a)

Pour tout i, 1 <i <mn, p;f; € A(H) ou bien pour tout i, 1 <i <mn, fip; € A(H).
D’aprés la Proposition 3.2.6 le cycle C'(H) est Ts-coloriable (le tournoi T est
représenté Figure 3.10). Soit g un homomorphisme de C'(H ) vers T5. Nous consi-
dérons Papplication h de H vers G définie pour = € V(H) par

[ W(z) sixzeV(T),
hlz) = { g(x) sizeV(C(H))

ol G est le graphe obtenu a partir de C), et T5 en rajoutant tous les arcs possibles
dirigés de tout sommet de C', vers tout sommet de T5 si pour tout ¢, 1 < i <mn,
pifi € A(H) et tous les arcs possibles dirigés de tout sommet de Tj vers tout
sommet de (', si pour tout i, 1 <i <mn, fip; € A(H).

Il est facile de vérifier que dans les deux cas h est un homomorphisme de H vers
G, nous avons donc Y(H) < |G| = 8.

H contient 'une des configurations représentées par la Figure 3.27 (dans les
configuration 3.27(3) et 3.27(4) laréte p;f; peut étre orientée dans un sens ou
dans lautre) :

Comme C'(H)\ f; est une chaine, d’aprés le Théoréme 3.2.4 il existe un homo-
morphisme g de C'(H)\ f; vers le circuit a trois sommets Cly ayant pour sommets
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F1G. 3.27 — Configuration pour le cas 2.(b) du Théoréme 3.4.2

1, 2, 3 et pour arcs 12,23,31. Nous considérons I'application h de H \ f; vers Gy
définie par

h(z) =h(x) sizeV(T),

h(fj) = Yg(s;) St ] # Z et p;f; € A(H),

h(f;) = zgs,) sij#iet fip; € A(H).
Il est facile de vérifier que h est un homomorphisme de H \ f; vers (Gy. Soient
x; et x} respectivement le successeur et le prédécesseur de h'(p;) dans C,. En
posant h(f;) = z; (respectivement h(f;) = x}) si p;fi € A(H) (respectivement si
fivi € A(H)), h peut étre étendu a un homomorphisme de H vers Gy.
Pour tout 7, 1 < i < n/2, pyi_1fai1, faip2 € A(H) (les arcs incidents & C'(H)
sont alternativement entrants et sortants).

Deux sous-cas se présentent :

i. Il existe un ¢ tel que fi_yfi, fis1fi € A(H) ou fifi—y, fifir1 € A(H).
On peut supposer sans perte de généralité que p;f; € A(H).
Comme C'(H)\ f; est une chaine, il existe un homomorphisme g de C(H)\ f;
vers C tel que g(f;11) = 1. Nous considérons Iapplication h de H \ f; vers
(9 définie par

h(z)=n(x) sizeV(T),
h(f;) = Yg(sy) sij#ietp;f; € A(H),
h(f;) = zg(5,) sij#iet fp; € A(H).

Il est facile de vérifier que h est un homomorphisme de H \ f; vers Gy.
Supposons d’abord que f;_1f;, fis1fi € A(H). Soit x; le successeur de h'(p;)
dans C ; en posant h(f;) = x;, h peut étre étendu a un homomorphisme de
H vers G.

Supposons maintenant que f;fi_1, fifix1 € A(H). Dans ce cas, comme
h(fi—|—1) = Z1, nous avons h(fl_l) € {Zl, 29, 23}.

Si h(fi_1) = 21, en posant h(f;) = y3, h peut étre étendu & un homomor-
phisme de H vers Gg. Si h(fi_1) = 22, en posant h(f;) = yi, h peut étre
étendu & un homomorphisme de H vers Gg+1121. Si h(f;_1) = 23, en posant
h(f;) = ys, h peut étre étendu & un homomorphisme de H vers Gg + y323.
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ii. C'(H) est un circuit.
Supposons f;fix1 € A(H) pour tout ¢, 1 < ¢ < n. Nous considérons trois
sous-cas en fonction de |C'(H)| =n :
A. n = 0 (mod 3). Il est clair que Papplication g définie pour tout f;,
1 <i<n,parg(f;) =i (mod 3) est un homomorphisme de C'(H) vers
(73 et on vérifie facilement que ’application A défini par

h(z) =N (x) sixzeV(T),
h(fi) = Yg(ry sipifi € A(H),
est un homomorphisme de H vers (.
B. n =1 (mod 3). Dans ce cas, 'application g définie pour tout f;, 1 <

i <n—1,par g(f;) =i (mod 3) est un homomorphisme de C(H) \ f,
vers (3 et on vérifie facilement que 'application h défini par

h(z) =h(x) sixzeV(T),
h(fi) = Yg(sy) siJ#netpfy € ACH),
h(f;) = 25, sij#mnet fyp; € ACH).

est un homomorphisme de H\ f,, vers Gg tel que h(f1) = yi et A(fr1) =
y3. En posant h(f,) = 21, h peut étre étendu a4 un homomorphisme de
H vers Gy + z1y;.

C. n = 2 (mod 3). Dans ce cas, application g définie pour tout f;,
1 <i < n-—5,par g(f;) = i (mod 3) est un homomorphisme de

C(H)\ {fn-1, fu3, fa—2, [u_1, fu} vers C5 et on vérifie facilement que
I’application h défini par

h(z)=W(x) sizeV(T),
h(f3) =Ygty sipif; € A(H) et 1< j<n—5,
h(fj) = zg(s;) st fipj € A(H) et 1 <j <n—5.

est un homomorphisme de H \ {fn_4, fn_3, fo_2, fa_1, [n} vers Gy tel
que h(f1) = y1 et h(fn_s) = ys. En posant h(fn_s) = 21, h(fu-s) = Y1,
W fn_2) = 22, h(fn_1) = y2 et h(fn) = 23, h peut étre étendu a un
homomorphisme de H vers Gg + {2191, 222}
(d) Il existe un 1, 1 <i<n, tel que fi_lpi_l, pifi, pi+1fi+1 S A(H) ou pi_lfi —1,
fivi, fiy1pis1 € ACH).
On peut supposer sans perte de généralité qu’il existe un 7, 1 < i < n, tel
que fi1pi-1, pifi, pirifiya € A(H) et que @ = 1. Supposons donc fupn, p1fi,
p2f2 € A(H)
Comme C'(H)\ f; est une chaine, il existe un homomorphisme g de C'(H) \ f;
vers Cs tel que g(f2) = 1. Nous considérons I'application h de H \ f, vers Gy
définie par
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h(z) =W (x) sizeV(T),
h(fi) = Yg(z;) sij#1etpif; € A(H),
h(fj) = Zg(f].) si ] 7& 1et fjpj € A(H)

Il est facile de vérifier que h est un homomorphisme de H \ f; vers Gy tel que
h(f2) = y1. Comme f,p, € A(H), nous avons h(f,) € V(C.,).
Nous avons quatre cas a considérer en fonction de l'orientation des arétes f,, fi

et fif2:

i.

ii.

iii.

Jul1, f1f2 € A(H).

Dans ce cas H contient la Configuration 3.27(1).

Jifn, fof1 € A(H).

Si h(f,) = z3, en posant h(f;) = ys, h peut étre étendu a un homomor-
phisme de H vers (.

Si h(f,) = z2, en posant h(f;) = ys, h peut étre étendu a un homomor-
phisme de H vers Gg + y225.

Supposons que h(f,) = 2. Soit j, 2 < j < n — 1, le plus grand entier tel
que pour tout 7, 1 < i < j, p;fi € A(H). Dans ce cas on peut supposer
que pour tout ¢, 2 < i < j, fifio1 € A(H) (sinon H contient la configura-
tion 3.27(3)). Nous considérons maintenant 'aréte f; f;j1 : si fi1f; € A(H),
en posant f; = f;, fit1 = fj—1, fi, = [j+1, nous nous ramenons a la configu-
ration 3.27(1). Supposons que f;fj11 € A(H). Soit h(f;) = yx; en posant
h(fi41) = 2k et h(fm) = Yg(s)—1 (respectivement h(fn,) = 2z4f.)-1) Si
Pmfm € A(H) (respectivement si f,p, € A(H)), j+2 < m < n, nous
obtenons h(f,) = z3. En posant h(f;) = ys, h peut étre étendu a un homo-
morphisme de H vers Gg + y,2%.

Jifus fif2 € A(H).
Si h(f,) = z1, en posant h(f;) = ys, h peut étre étendu a un homomor-
phisme de H vers (.
Si h(f,) = z3, en posant h(f;) = ys3, h peut étre étendu a un homomor-
phisme de H vers Gg + y323.
Supposons que h(f,) = 2. Soit 7, 2 < j < n — 1, le plus grand entier tel
que pour tout 7, 1 < i < 7, p;f; € A(H). Nous considérons deux sous-cas :
A. Tl existe un r, 3 <r < j, tel que f,.f,_1 € A(H).
Dans ce cas, nous avons f;f;_1 € A(H) pour tout i, r + 1 < ¢ < j (si-
non H contient la configuration 3.27(3)). Nous considérons maintenant
Paréte f;fjs1 o st finnf; € A(H), en posant fi = fj, fiy1 = fi—1, fis1 =
fj+1, nous nous ramenons a la configuration 3.27(1). Considérons main-
tenant le cas ou f;fj11 € A(H) et supposons h(f;) = yi; en posant

h(fis1) = 2k €t h(fm) = Yg(s)—1 (respectivement h(fn) = 2g4(s,.)-1) si
Pmfm € A(H) (respectivement, si f,pm € A(H)), j+ 2 < m < n, nous
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obtenons h(f,) = z1. En posant h(f1) = y3, h peut étre étendu a un
homomorphisme de H vers Gg + 2.

. Pour tout v, 2 <r <y, fr1fi € A(H).

Nous considérons maintenant l'aréte f;f;41. Supposons que f;fjy1 €
ACH) et h(f;) = g5 en posant h(fs1) = 2 et Afm) = Yoy 1 (res-
pectivement h(f,) = Zg(fn)—1) Si Dmfm € A(H) (respectivement, si
fmpm € A(H)), j +2 < m < n, nous obtenons h(f,) = z;. En po-
sant h(f1) = y3, h peut étre étendu & un homomorphisme de H vers
Gy + Yr2.

Si fj+1f; € A(H) nous considérons deux sous-cas :

~ Dexisteun s, 7 +2<s<n-—1tel que fs_1ps_1, psfs € A(H).
Comme fs—lps—l S A(H)7 h(fs—l) S V(Cz) Supposons que h(fs—l) =
2k, et posons h(fs) = wyr. Nous considérons maintenant l’aréte
Joo1fs st fooafs € A(H), en posant h(fm) = Yg(s)—1 (respec-
tivement A(fn) = Zg(f)-1) Si Pmfm € A(H) (respectivement, si
fmbm € A(H)), s+ 1 < m < n nous obtenons h(f,) = z;. En
posant h(f1) = y3, h peut étre étendu a un homomorphisme de H
vers Gg + {z,yx}. Considérons maintenant le cas ou fsfs 1 € A(H);
en posant A(fm) = Yg(s,)+1 (respectivement A(fi) = Zg(f)+1) S
Pmfm € A(H) (respectivement, si f,pm € A(H)), s+1 < m <n
nous obtenons h(f,) = z3. En posant h(f1) = ys3, h peut étre étendu
a un homomorphisme de H vers Gg + {yr2r, Y323}

— Pour tout s, j+1<s<mn, fsp; € A(H).

Nous considérons I'aréte f;1; fj+2 : supposons d’abord que fj12fj+1 €
A(H); en posant f; = fii1, fic1 = fj+2, fir1 = [; nous nous rame-
nons a la configuration 3.27(2). Supposons maintenant que fji1fj2 €
A(H); nous avons fy, fme1 € A(H) pour tout m, j+1<m<n-—1
(sinon H contient la configuration 3.27(4)). Nous avons en fait, dans
ce dernier cas : pouri =1,2,...,7, pifi € A(H),pouri = j+1,...,n,
firi € A(H), pour i € {1,....n — 1} \ j, fifis1 € A(H) et
fix1fis Jifa € A(H) (voir Figure 3.28).

Nous montrons tout d’abord que le graphe H' = H \ f; est QRy-
coloriable. Comme le tournoi () R; contient le circuit C, comme sous-
graphe, 'arbre T+ f,,p,, est () R7-coloriable. Soit i un homomorphisme
de T+ f,,p, vers QR;. Comme tout sommet de () R; posséde trois pré-
décesseurs et trois successeurs, on peut supposer que h(f,) # h(p1).
Comme h(f,) # h(p1), d’aprés I’Observation 3.4.1, il existe une cou-
leur dans QR pour f;. Pour colorier les sommets f,..., f;, on par-
court ces sommets a partir de f; en respectant le sens de rotation
choisi sur C(H). Chaque sommet f; rencontré, 2 < i < j, posséde
deux voisins, f;_1 et p;, déja Q R;-coloriés (ils peuvent avoir la méme
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FiG. 3.28 — Configuration pour le cas 2.(d).iii.B du Théoréme 3.4.2

couleur). Comme f; 1 f; et p;fi € A(H), d’aprés 'Observation 3.4.1,
il existe toujours une couleur dans ) R; pour f;. De méme, pour co-
lorier les sommets f,_1,..., fj+2, on parcourt ces sommets a partir
de f, en sens inverse du sens de rotation choisi sur C'(H). Chaque
sommet f; rencontré, j + 2 < i < n — 3, posséde deux voisins, f;i1
et p;, déja QRy-coloriés (ils peuvent avoir la méme couleur). Comme
fifix1 et fipi € A(H), d’aprés I’Observation 3.4.1, il existe toujours
une couleur dans Q) R; pour f;.

Il existe donc une ) R;-coloration h de H’. Comme les trois arcs p; f;,
fi—1f; et fiy1f; sont dans le méme sens, en posant h(f;i1) = cg pour
une couleur supplémentaire, nous obtenons Y(H) < 9.

iv. fifn, fof1 € A(H).

Si h(f,) = z3, en posant h(f1) = y, h peut étre étendu a un homomor-
phisme de H vers (.

Si h(f,) = z2, en posant h(f;) = ys, h peut étre étendu a un homomor-
phisme de H vers Gg + 922.

Supposons que h(f,) = 2. Soit 7, 2 < j < n — 1, le plus grand entier tel
que pour tout i, 1 < i < j, p;f; € A(H). Dans ce cas, on peut supposer
que fifii1 € A(H) pour tout i, 2 < ¢ < j (sinon H contient la confi-
guration 3.27(3)). Nous considérons maintenant l'aréte f;f;41 : en posant
fi = fj, fo = fi—1, fn = fj+1 nous nous ramenons a la configuration 3.27(1)
si fi41fj € A(H) et nous nous ramenons au cas 2(d)iii si f;fj11 € A(H).
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Fia. 3.29 — Un graphe de Halin de nombre chromatique orienté 8

Nous avons donc dans tous les cas un homomorphisme de H vers un graphe orienté a au
plus 9 sommets. Ainsi, ¥(H) < 9. |

Concernant la borne inférieure du nombre chromatique orienté de la famille des graphes
de Halin, nous avons :

Proposition 3.4.3 [l existe des graphes de Halin de nombre chromatique orienté 8.

Preuve. Considérons le graphe H représenté par la Figure 3.29 et montrons que x(H) = 8.

Soit ¢ une k-coloration orientée de H. Remarquons tout d’abord que pour tout 4, j,
1 <i<j <7, les deux sommets x; et z; sont reliés par un chemin de longueur au plus 2.
Ainsi, pour tout 7,5, 1 <i < j <7, les x; et x; doivent étre de couleurs distinctes. Nous
avons donc k > 7. Soit i = ¢(x;), i =1,2,...,7. Si k =7, On vérifie facilement que la seule
couleur possible pour u (respectivement v) est la couleur 7 (respectivement la couleur 1).
On peut supposer sans perte de généralité que c¢(u) = 7. Dans ce cas, I'hypothése c(v) = 1
nous meéne a une contradiction car dans ce cas nous avons un arc dirigé d’un sommet
colorié 1, v, vers un sommet colorié 7, x7, et un arc dirigé d’un sommet colorié 7, u, vers
un sommet colorié 1, z1. Ainsi, k£ > 8.

La coloration ¢ définie par c(x1) = 1,¢(x9) = 2,...,c(x7) = 7,c(u) = 7 et c(v) = 8 est
une 8-coloration orientée de H, nous avons donc x(H) = 8. [



Chapitre 4

Coloration des graphes distances

Soit D un sous-ensemble fini de nombres entiers positifs; le graphe distance G(D)
est le graphe ayant pour ensemble de sommets Z, et tel que uv est une aréte de G(D)
si lu—wv| € D. Les graphes distances ont été introduits et étudiés par Eggleton, Erdos
et Skilton [26]. Nous nous intéressons dans ce chapitre a 1’étude de différents types de
coloration, en particulier la coloration d’incidence, de cette famille de graphes.

Nous allons dans un premier temps présenter les graphes distances et ensuite nous nous
intéressons a la coloration d’incidence de cette famille de graphes. Nous déterminons une
borne supérieure générale pour le nombre chromatique d’incidence du graphe distance G(D)
avec ensemble de distance D = {dy,ds,...,d,}, et déterminons le nombre chromatique
d’incidence de ce graphe pour certains cas particuliers d’ensembles de distance D.

Dans la Section 4.3 nous nous intéressons au lien entre le nombre chromatique d’inci-
dence d’un graphe G et le nombre chromatique du graphe carré G2 de (. Dans la Section 4.4
nous nous intéressons aux colorations propres et acycliques des graphes distances et dé-
terminons des bornes supérieures pour le nombre chromatique et le nombre chromatique
acyclique de cette famille de graphes. Dans la Section 4.5 nous nous intéressons aux colo-
rations orientées des graphes distances et déterminons des bornes supérieures et inférieures
pour le nombre chromatique orienté de cette famille de graphes. Par ailleurs, nous intro-
duisons le graphe distance orienté G(D) avec ensemble de distance D = {d,ds, ..., d,}.
Nous déterminons une borne supérieure générale du nombre chromatique orienté de G (D)
et montrons que ce résultat est optimal pour certains cas particuliers d’ensembles de dis-
tance D.

4.1 Introduction

Soit D C IN ou IN est 'ensemble des nombres entiers positifs. Le graphe distance
(entier) G(D) = G(Z, D), avec ensemble de distance D, est le graphe ayant pour ensemble
de sommets 7Z, ’ensemble des nombres entiers, et tel que deux sommets u et v sont adjacents

111
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si et seulement si [u —v| € D. Pour un ensemble de distance D = {d;,ds,...,d,}, (d; < d;
si ¢ < j), nous notons parfois G(D) = G(dy,ds, ..., d,).

Les graphes distances ont été introduits et étudiés par Eggleton, Erdos et Skilton [26].
Ils ont été motivés par le probléme bien connu de la coloration du plan Euclidien : quel
est le plus petit nombre de couleurs qui peut étre utilisé pour colorier tous les points du
plan Euclidien de fagon telle que les points distants de 1 sont coloriés avec des couleurs dis-
tinctes. Moser et Moser [51] ont montré que quatre couleurs sont nécessaires, et Hadwiger,
Debrunner et Klee [38] ont montré que sept couleurs sont suffisantes. Essentiellement au-
cun progrés supplémentaire n’a été accompli sur ce probléme. Le probléme de la coloration
du plan a naturellement été généralisé a des espaces de dimension supérieure. La différence
entre la borne inférieure et la borne supérieure du nombre chromatique correspondant aug-
mente autant que la dimension de 'espace [24|. D’autre part, le probléme correspondant
pour 'espace de dimension 1, la ligne des nombres réels, est évident : il est facile de vérifier
que ce probléme est équivalent au probléme consistant a trouver le nombre chromatique
du graphe distance G(D) pour |D| = 1. Clairement x(G(D)) =2 si |D| = 1.

Différents types de colorations (coloration propre, aréte-coloration, coloration totale,
liste-coloration) des graphes distances ont été étudiés par plusieurs auteurs, notamment
Kemnitz et Kolberg [44], Deuber et Zhu [25], Chen [22] et Kemnitz et Marangio [46]. Nous
citons ci-dessous quelques résultats connus.

Nous avons la borne générale suivante pour le nombre chromatique des graphes dis-
tances :

Théoréme 4.1.1 [Walther [63]]
Pour tout graphe distance G(D), x(G(D)) < |D|+ 1.

Dans le cas particulier ou D = {1,2,...,n} nous avons :

Théoréme 4.1.2 [Eggleton, Erdos et Skilton [26]]
Pour tout entier positif n, x(G(1,2,...,n)) =n+ 1.

Théoréme 4.1.3 [Voigt [62]|
Pour tout n € IN, x(G(ndy,nds, ..., ndy)) = x(G(dy,da, ..., dg)).

Plus généralement, si m est un diviseur arbitraire d’éléments d;,ds,...,d, de D alors il
est facile de vérifier que le graphe distance G(D) est isomorphe & m copies disjointes du
graphe distance G/(%, % du),

Lorsque D C P (P est ’ensemble des nombres premiers), le nombre chromatique du
graphe G(D) a été caractérisé par Eggleton, Erdos et Skilton :
Théoréme 4.1.4 [Eggleton, Erdos et Skilton [26]]

Soit D C P avec |D| > 2. Nous avons alors :

1. si2 ¢ D, alors x(G(D)) = 2; sinon, x(G(D)) =3 ou 4,
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si2€ D et3¢ D, alors x(G(D)) = 3,

5i{2,3} C D C{pe P|p==42 (mod5)} alors x(G(D)) = 3,
si{2,3} C D C{pe P|p==4243,7 (mod 14)} alors x(G(D)) = 3,
{2,3,5} € D ou {2,3,11,13} C D, alors x(G(D)) = 4.

Chen, Chang et Huang en [22| ont considéré les graphes distances G(D) avec |D| = 3.
Comme x(G(D)) < |D|+ 1 pour tout ensemble de distance D, nous avons x(G(D)) < 4 si
|D| = 3. Ils ont prouvé le résultat suivant :

Théoréme 4.1.5 [Chen, Chang et Huang [22]]
Si D ={a,b,a+0b}, 1 <a<betpged{a,b} =1, alors x(G(D)) = 2 si et seulement si

les trois entiers a, b et ¢ sont impairs, et

3 sia=0b(mod 3),
xX(G(D)) = { 4 sia#b (mod 3).

Ils ont conjecturé que pour D = {a,b,c}, ou 0 < a < b < ¢, pged{a,b,c} =1 et a,b,c ne
sont pas tous impairs, x(G(D)) = 4 si et seulement si c =a+bet a Z b (mod 3) oua =1,
b=2,et ¢ =0 (mod 3).

Deubner et Zhu en [25] ont également étudié le nombre chromatique du graphe G(D)
avec |D| = 3. En particulier, ils ont montré que la conjecture de Chen, Chang et Huang
est vraie si b est multiple de a.

Kemnitz et Kolberg ont étudié le nombre chromatique du graphe distance G(D), avec
ensemble de distance D, lorsque D est constitué de 4 éléments spéciaux. Ils ont prouvé le
théoréme suivant :

Théoréme 4.1.6 [Kemnitz et Kolberg [44]]
SiD={1,2,....r—1,z}, 2 >r, alors

VGO ={ 71 5220 medn)

Kemnitz et Marangio [45] ont étudié le nombre chromatique et le nombre chromatique
de liste du graphe distance G(x,2z,...,nz,y). Ils ont prouvé les résultats suivants :

Théoréme 4.1.7 [Kemnitz et Marangio [45]]
Si D{x,2x,...,nx,y}, © > 1, n>2 et pged(z,y) =1 alors x(G(D)) = |D|.

Théoréme 4.1.8 [Kemnitz et Marangio [45]|

Sotent x et y tels que pged(z,y) =1. Siz > 1 ouz=1ety > i(n+1)(n+ 1)! alors
xi(G(z,2z,...,nz,y)) = |D|+1 (o0 xi(G) est le nombre chromatique de liste de G ).
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4.2 Coloration d’incidence

Dans cette section nous allons prouver que si un graphe distance G(D) admet une k-
coloration d’incidence, il admet une k-coloration d’incidence périodique. Nous allons donner
ensuite une borne supérieure générale de x;(G(D)) et déterminer x;(G(D)) pour certains
cas particuliers d’ensembles de distance D). Nous commencons par quelques résultats élé-
mentaires.

Rappelons tout d’abord qu’une incidence d’un graphe GG est une paire (v,e) € V(G) x
E(G) telle que v et e sont incidents. On note I(G) I’ensemble de toutes les incidences de
G.

Pour un sommet v, nous notons A, I’ensemble des incidences de la forme (w, wv) et I,
I’ensemble des incidences de la forme (v, vw).

Soient (v, e) et (w, f) deux incidences de GG; on dit que (v,e) et (w, f) sont adjacentes
si I'une des conditions suivantes est satisfaite :

1. v=w;
2.e=f;
3. l'aréte vw est égale a e ou f.

Une k-coloration d’incidence d’un graphe GG est une application de I’ensemble des incidences
de (G, dans un ensemble C' de k couleurs telle que des couleurs distinctes sont affectées aux
incidences adjacentes. Le nombre chromatique d’incidence y;(G) de G est le plus petit
entier k tel que G admet une k-coloration d’incidence.

Une (k, ¢)-coloration d’incidence d’un graphe G est une k-coloration d’incidence o de
G telle que pour tout sommet v € V(G), |o(Ay)| < L.

Pour le graphe distance G(D), avec D = {dy,ds, ... ,d,} tel que d; < d; pour 1 < i
< j <n,nous notons d; =dy,dy, =do—dy,...,d, =d,—dn_1 et d=min{d; | 1 <i<n}.

Observation 4.2.1 Pour tout entier positif di, x;(G(d1)) = 3.

Preuve. Il est facile de vérifier que G(d;) se compose de d; composantes connexes dont
chacune est un chemin de longueur infinie. Comme le nombre chromatique d’incidence de
tout chemin est égal a 3, nous obtenons le résultat. [ |

Observation 4.2.2 51 G = G1UGLU. .. UG, alors xi(G) < xi(G1)+xi(Ga)+. . .+xi(Gh).

Preuve. Remarquons tout d’abord qu’il suffit de prouver que x;(G; U G3) < xi(G1)
+x:(G3). Soit ¢; une coloration d’incidence de Gy, i = 1,2. Clairement ’application ¢
définie, pour toute incidence (u,uv) de GG; U G, par

| a(u,uv) siuww e E(Gh)
e(u, uv) = { co(u,uv) st uwv ¢ E(GH)

est une coloration d’incidence de Gy U Go. Ainsi, x;(G1 U Gy) < xi(G1) + xi(Ga). ]
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Proposition 4.2.3 Soit G(D) un graphe distance avec D = {di,ds,...,d,}. Alors
Xi(G(D)) < 3A(G(D))/2 = 3n.

Preuve. Comme G(D) = G(dy) UG(dy) U ... U G(d,), grace aux Observations 4.2.1 et
4.2.2 nous avons :

Xi(G(D)) < xi(G(dy)) + xi(G(d2)) + ... + xi(G(dy)) = 3n-

Définition 4.2.4 Soit G/(D) un graphe distance; une coloration d’incidence ¢ de G(D)
est périodique s’il existe un entier positif p tel que pour tout v € Z,

c(v+p, (0 +p)(v+p+d;)) = c(v,v(v+dy))

et
c(v+p,(v+p)(v+p—dj))=clv,ov—dj)), Vi 1<j<n.

Un tel plus petit entier p est défini comme la période de c.

Pour une coloration d’incidence ¢ de G(dy,...,d,) et u,v € Z nous disons que deux
sommets u et v ont méme spectre, noté o.(u) = o.(v), si et seulement si

c(u,u—d;) =c(v,v—d;) et c(u,u+d;) =clv,v+d;), Vi 1<j<n.

De méme, deux ensembles {i +1,i+2,...,i+r}et {j+1,7+2,...,j+r} ont méme
spectre si o.(i + s) = 0.(j + s), pour tout s, 1 < s < r.

Soit ¢ une coloration d’incidence de G(dy,...,d,); une coloration d’incidence ¢ est
obtenue a partir de ¢ par décalage s’il existe un k > 0 tel que pour tout u € Z, ¢ (u, utd;) =
c(u+ k,u+k+d;); en d’autres termes, pour tout v € Z, u et u + k ont méme spectre.

Théoréme 4.2.5 |Eggleton, Erdos et Skilton [27]]

Pour tout ensemble de distance D C P, si le graphe distance G(D) a une k-coloration,
alors il a une k-coloration périodique.

Nous allons obtenir le méme résultat pour la coloration d’incidence des graphes distances
G(D) avec ensemble de distance D = {dy,ds, ..., d,}.

Théoréme 4.2.6 Si le graphe distance G(D) admet une k-coloration d’incidence, alors il
admet une k-coloration d’incidence périodique.

Preuve. Soit ¢ : [(G(D)) — {0,1,...,k— 1} une k-coloration d’incidence de G(D), m =
max{d | d € D} et |D| = n. Comme pour tout v € Z, I, peut étre colorié d’au plus k!/(k —
2n)! maniéres différentes, il existe au plus (k!/(k —2n)!)?™*! ensembles possibles de 2m+ 1
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sommets consécutifs qui peuvent étre difféeremment coloriés. Il existe donc nécessairement
deux ensembles disjoints de 2m 4 1 sommets consécutifs qui ont méme spectre. Comme
la k-coloration d’incidence ¢ peut étre décalée, on peut supposer sans perte de généralité
que 'un de ces ensembles commence a 0 et 'autre commence a p satisfaisant : 2m + 1 <
p < (2m+ 1)(k!/(k — 2n)!)?™*1. Nous avons donc : ¢(p +4,p+ i + d;) = c(i,i + d;) et
clp+i,p+i—d;)=c(i,i —d;) pour tout i, 0 <i < 2m+1 et pour j, 1 < j <n.

Soit ¢ : I(G(D)) — {0,1,...,k — 1} T'application définie pour tout i € Z et pour
tout j € N (i) par ¢(i,ij) := ¢([d], [j]) ou [¢] = ¢ mod p. Clairement ¢’ coincide avec ¢ sur
I’ensemble

{(i,7) e ([G(D)); 0<i<p+2m+1, 7€ N(i)}.

Nous prouvons maintenant que ¢ est une k-coloration d’incidence de G(D). Remarquons
tout d’abord qu’il suffit de prouver que pour tout ¢ € Z et pour tout j, k € N (i), c satisfait
les conditions suivantes :

(a) (i i) # ' (k, ki) (j peut étre égal a k),

(b) (i ij) # ' (i,ik), j # k.

Ou son équivalent :

(a) c([d], [2[5]) # c([K], [K][d]),

(b) ([, [ill5]) # </ ([d], [é][K]).
Comme les incidences (i,ij) et (k, ki) (respectivement (i,ij) et (i,ik)) sont adjacentes si
et seulement si les deux incidences ([¢], [i][7]) et ([k], [K][{]) (respectivement ([é], [i][j]) et
([i], [{][k])) sont adjacentes, nous obtenons le résultat.

Ainsi, ¢ est une k-coloration d’incidence périodique de G. |

Observation 4.2.7 Soient G(D) = G(dy,ds,...,d,) un graphe distance et ij, ik deuz
arétes de G(D), alors d < |j — k| < 2d,,.

Pour toute paire de nombres réels r et s, r < s, nous avons : |s —r| < |s| — [r] <
|s—r|+1et [|s—r||] <||s—r]|. Nous utiliserons ces relations dans la preuve du théoréme
suivant.

Théoréme 4.2.8 Soit G(D) un graphe distance avec D = {dy,ds,...,d,}. Alors
xi(G(D)) < min{2[d,/d] + 1,3n}.
Preuve. Si min{2[d,/d] + 1,3n} = 3n nous avons x;(G(D)) < 3n grace a la Proposition
4.2.3.

Supposons maintenant que 2[d,/d| + 1 < 3n. Pour tout i € Z et tout j € N(i) nous
définissons Papplication ¢ : I(G(D)) — {0,1,...,2[d,/d|} par

c(j, ji) = [Li/d]]

ou [|i/d]] = |i/d]| mod 2[d,/d]+ 1. Clairement ¢ couvre I(G(D)). Nous allons prouver que

¢ est une coloration d’incidence de G(D). Remarquons tout d’abord qu’il suffit de prouver
que pour tout i € Z et pour tout j, k € N (i), ¢ satisfait les conditions suivantes :
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(a) c(i,ij) # c(k, ki) (j peut étre égal a k) ;
(b) cli,ij) # c(i,ik), j # k.

— Preuve de (a). Soient ij et ik deux arétes de G/(D) telles que ¢(i,47) = c(k, ki). Nous
avons alors :

[Li/d]l =1li/d]] = [i/d] = [i/d] (mod 2[dn/d]+1)

En supposant |j/d| > |i/d]|, nous obtenons :

l7/d) = [i/d] = r(2[dn/d] + 1) (10)
pour un entier non négatif r, et d’aprés la définition de G(D) nous avons :
d<j—i<d, = 1<j/d—i/d<d,/d
— 1< |j/d—i/d] <dn/d
— 1< [j/d] = |i/d] < [dn/d] + 1. (11)

Mais les deux relations (10) et (11) se contredisent, ¢ satisfait donc la condition (a).

— Preuve de (b). Soient ij et ik deux arétes de G(D) telles que j # ket c(i,ij) = c(i,ik).
Nous avons alors :

[Li/d]] = [[k/d]] = [j/d] = [k/d] (mod 2[dy/d] +1).

Donc :

|[5/d] = [k/d]] = r(2[dn/d] + 1) (12)
pour un entier non négatif r, et d’aprés la définition de G/(D) nous obtenons :

d<l|i—jl|<d, = 1<Vi/d—j/d| < dn/d
— 1< [[i/d—j/d|] < dn/d
= 1< |i/d—j/d]| <d,/d+1
— 0<|[i/d] = |j/d]| < dn/d+2.

De méme, nous avons :

0 <[[i/d] = [k/d]| < dn/d+2.
Donc :

[Li/d] = [k/d]| < [li/d] = [3/d]| + li/d] = [k/d]| < 2(dn/d +2).  (13)

D’aprés les relations (12) et (13), nous obtenons 7 = 0 ou 1.
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Sir =0 alors :
1j/d] —|k/d] =0 = —d<j—k<d

— |j — k| < d. (14)

Mais la relation (14) est en contradiction avec 1’Observation 4.2.7.

Si r = 1, nous pouvons alors supposer sans perte de généralité que |j/d] > |k/d] et
donc :

l3/d] = [k/d] = 2[dn/d] +1 (15)

et selon la définition de || :
jld=1<j/dl <j/d, —kj/d < —|k/d] < —k/d+1

— j/d—k/d—1<|j/d] — |k/d| <j/d—k/d+1
= j/d—k/d—2<|j/d] — |k/d] —1<j/d—k/d. (16)
Nous déduisons des relations (15) et (16) :

2d,/d < 2[d,/d] < j/d—k/d

— 2d, < j—k. (17)

Mais la relation (8) est en contradiction avec ’'Observation 4.2.7. Ainsi, ¢ satisfait la
condition (b), ce qui termine la preuve du théoréme.

Corollaire 4.2.9 Pour tout nombre entier positif x, x;(G(x, 2z, ..., nx)) = A+1 = 2n+1.

Preuve. En posant d,, = nx et d = x dans le Théoréme 4.2.8 nous obtenons :
Xi(G(x,2z,...,nz)) < 2[nz/z]+1=2n+1=A+1

et comme le nombre chromatique d’incidence de tout graphe de degré maximum A est
supérieur ou égal & A + 1 (Proposition 2.1.2), on obtient :

Xi(G(z,2z,...,nx))=2n+1=A+1.

Théoréme 4.2.10 Soient y; < ys < ... < y,, et x des nombres entiers positifs, alors
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Preuve. Nous avons G({x,...,nx,y1,...,Ym}) = G(x,2z,...,nx) U G(y1,Y2,-- - Ym).
D’apreés I’Observation 4.2.2, nous en déduisons :

Xl(G({'Ta 2'T7 <, NI Y1, Y2, - - ;ym}>> < Xl(G('Ta 2'T7 cee 7In"r>> + X’L(G(ylv Y2y 7ym))

et, grace au Corollaire 4.2.9 et a la Proposition 4.2.3 nous obtenons :
Xi(G{x, 2z, ..., nz,y1, Y2, -+ Ym})) <2n+14+3m=A+m+ 1.

Théoréme 4.2.11 Soit G(D) un graphe distance avec D = {1,3,...,2n — 1}, n > 1.
Alors x;(G(D))=A+1=2n+1.

Preuve. Pour tout i € Z et tout j € N(i) nous définissons 'application ¢ : [(G(D)) —
{0,1,2,...,2n} par :

c(4, ji) = li]
ou [i] =i mod 2n + 1. Clairement ¢ couvre I(G(D)). Nous allons prouver que ¢ est une

coloration d’incidence de GG(D). Remarquons tout d’abord qu’il suffit de prouver que pour
tout i € Z et tout j,i € N(i), ¢ satisfait les conditions suivantes :

(a) c(i,ij) # c(k, ki) (j peut étre égal a k) ;
(b) cli,ij) # c(i,ik), j # k.
— Preuve de (a). Soient ij, ik deux arétes de G(D) et c(i,j) = c(k,i). Alors :
7] =1[i] = j=i(mod2n+1).

Nous obtenons alors :

l7—i =r2n+1) (18)
pour un entier non négatif r. D’aprés la définition de G(D) nous avons :

1<|j—il<2n—1. (19)

Mais les deux relations (18) et (19) se contredisent, ¢ satisfait donc la condition (a).

— Preuve de (b). Soient ij et ik deux arétes de G(D) telles que j # k et ¢(i, 5) = c(i, k),
alors :
7] =[k] = j=k (mod 2n+1).

Nous obtenons alors :

|7 —il=7r(2n+1) (20)
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pour un entier non négatif r. D’aprés la définition de G(D) nous avons :
I1<li—kl<2n—1let1<|i—j|<2n-1
= |k—j| <|li—k|+|i—j] <2(2n—-1). (21)
D’aprés les relations (20) et (21), nous obtenons m = 0 ou 1.
Sim = 0, alors on obtient ¢ = j, ce qui contredit notre hypothése j # k.
Sim = 1, alors |k — j| = 2n + 1 qui est un nombre entier impair. Mais c’est une
contradiction car les deux entiers j et k sont pairs (respectivement impairs) si ¢ est

impair (respectivement pair). Ainsi, ¢ satisfait la condition (b), ce qui termine la
preuve de théoréme.

Concernant la borne inférieure du nombre chromatique d’incidence des graphes dis-
tances nous montrons la proposition suivante :

Proposition 4.2.12 Pour tout entier pair k > 4, il existe des graphes distances de degré
maximum k et de nombre chromatique d’incidence au moins k + 2.

Preuve. Soit k = 2n, n > 2. Considérons le graphe distance GG(2,3,...,n+1); nous avons
A(G(2,3,...,n+ 1)) = 2n. Nous montrons que x;(G(2,3,...,n+1)) > 2n+ 2.

Nous avons x;(G(2,3,...,n + 1)) > 2n + 1 (rappelons que pour tout graphe G,
Xi(G) > A(G) + 1). Supposons x;(G(2,3,...,n+ 1)) = 2n + 1 et soit ¢ une (2n + 1)-
coloration d’incidence de G(2,3,...,n + 1). Alors, ¢ est une (2n + 1)-coloration d’inci-
dence car, G(2,3,...,n+ 1) est un graphe 2n-régulier. Donc, pour tout x € Z nous avons
lc(Az)| = 1. Soient x1, xa, . . ., Ton 13 2n+3 entiers consécutifs et ¢(A,,) = {y;}. Comme nous
avons 2n+1 couleurs, il existe i et j, 1 <14 < j < 2n+3, tels que ¢(Ay,) =y = y; = c(Aq,).

Comme on peut décaler ¢ si nécessaire, nous pouvons supposer sans perte de généralité
que ¢(Ag) = c¢(Ap) =y ou 1 <m=x; —x; < 2n-+ 3. Mais ceci est une contradiction car,
soit Om est une aréte de G(2,3,...,n+ 1) soit 0 et m ont un voisin en commun. Si Om est
une aréte de GG(2,3,...,n+ 1), alors les deux incidences (0,0m), (m,m0) sont adjacentes
et ¢((0,0m)) = ¢((m,m0)) = y;. Si 0 et m ont un voisin = en commun alors les deux
incidences (z, z0), (z,zm) sont adjacentes et ¢((x,20)) = c¢((z,zm)) = y;. |

4.3 Nombre chromatique d’incidence d’un graphe et
nombre chromatique de son graphe carré

Dans cette section nous allons étudier le lien entre le nombre chromatique d’incidence
d’un graphe et le nombre chromatique de son graphe carré. Nous déterminons le nombre
chromatique du graphe carré de certaines familles de graphes en utilisant des résultats
obtenus au chapitre 2.
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G G?
F1G. 4.1 — Un exemple de graphe carré

Définition 4.3.1 Soit G un graphe; le graphe carré de G, noté G2, est le graphe ayant
méme ensemble de sommets que G et tel que deux sommets sont adjacents dans G2 si et
seulement si leur distance dans (G est d’au plus 2.

Exemple 4.3.2 La Figure 4.1 représente un graphe (i et son graphe carré G2.

Il est facile de vérifier que pour tout graphe G, x(G?) > A(G) + 1. Soit en effet u un
sommet de degré A(G) de GG. D’aprés la définition de G2 le sous-graphe H de G? induit
par 'ensemble Ng(u)U{u} est une (A(G) + 1)-clique et donc x(G?) > x(H) = A(G) + 1.

Le théoréme suivant montre que pour tout graphe G, x(G?) est une borne supérieure
pour le nombre chromatique d’incidence de GG. Plus précisément, nous avons :

Théoréme 4.3.3 Pour tout graphe G ayant au moins une aréte, x(G?) < k si et seulement
si G admet une (k, 1)-coloration d’incidence.

Preuve. Supposons d’abord que x(G?) < k et soit ¢ une k-coloration de G*. Alors I'ap-
plication ¢ définie pour toute incidence (u,uv) € I(G) par ¢'(u, uv) = ¢(v) est une (k,1)-
coloration d’incidence de G

Supposons maintenant que o est une (k, 1)-coloration d’incidence de . Soit applica-
tion ¢’ définie pour tout sommet u € V(G?) par o' (u) = o (v, vu) si il existe un sommet v
tel que uv € E(G) (rappelons que d’aprés la définition d’une (k, 1)-coloration d’incidence
nous avons |o(A,)| = 1), et par o’(u) = x pour une couleur arbitraire x dans o(/(G)) si u
est un sommet isolé. L’application ¢’ est clairement une k-coloration de G?2. |

Théoréme 4.3.4 Soit G(D) un graphe distance avec D = {di,ds,...,d,}. Alors
X(G*(D)) < 2[dy/d] + 1.

Preuve. Soit ¢ la coloration d’incidence définie dans la preuve du Théoréme 4.2.8. D’aprés
la définition de ¢ nous avons |c(A,)| = 1 pour tout u € Z. Alors ¢ est une (2[d,/d]| +
1, 1)-coloration d’incidence de (. Ainsi, grace au Théoréme 4.3.3 nous obtenons y(G?)
< 2[d,/d] + 1. [
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FiG. 4.2 — Configuration pour la preuve du Théoréme 4.3.6

Corollaire 4.3.5 Pour tout nombre entier positif x, le nombre chromatique du graphe
carré du graphe distance G = G(z,2z,...,nx) est égal a x(G*) = A +1=2n+1.

Preuve. En posant d,, = nx et d = x dans le Théoréme 4.3.4 nous obtenons :
x(G?) <2[nx/zl+1=2n+1=A+1

et comme le nombre chromatique de tout graphe de degré maximum A est supérieur ou
égal & A + 1, on obtient :
(G =2n+1=A+1.

Soient GG un graphe et ¢ une coloration propre de G telle que pour tout sommet u de
G, ¢ associe des couleurs distinctes aux voisins de u. Clairement pour tous deux sommets
u et v de la distance maximum 2 de G, nous avons c¢(u) # ¢(v). Donc, ¢ est une coloration
propre de G?. Inversement, toute coloration ¢ de G? est une coloration propre de ( telle
que pour tout sommet u de G, elle associe des couleurs distinctes aux voisins de u. En
utilisant cette réalité nous prouvons le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.6 Soit G(D) un graphe distance avec D = {dy,ds,...,d,}. Alors
X(G2(D)) < in(n+1)+1=L((A(G(D))+ 1) +7).

Preuve. Remarquons tout d’abord qu’il suffit de montrer que pour tout k& > 0, le sous-
graphe Hj induit par ensemble {—k, —k+1,...,0,1,...} satisfait le résultat. Nous allons
définir une (in(n+ 1)+ 1)-coloration propre ¢ de Hj, telle que pour tout sommet u de Hy, ¢
associe des couleurs distinctes aux voisins de u. Soit {1,2,..., in(n+1)+1} Pensemble de
sn(n +1) + 1 couleurs. Nous posons tout d’abord ¢(—k) = 1. Nous colorions les sommets
x, pour x variant de —k 4+ 1 & oo, de gauche a droite, en satisfaisant la condition suivante :
pour tout sommet non colorié¢ ' de Hj, des couleurs distinctes sont affectées aux voisins
déja coloriés de 2.

Soient N'(z) I’ensemble des voisins déja coloriés de et N, (x) I'ensemble des voisins
déja coloriés de x + d;. 1l est facile de vérifier que |N'(z)| < [{z — dy, ...,z — d1}| = n
et [Ny (z)] < {z +di —dn,x +di — di—1}| = n — i (voir Figure 4.2). Donc, le nombre de
couleurs interdites pour x est d’au plus

|N'(z)| + Z |Ng (z)] <n+ Z(n —i)=n+ %n(n —-1)= %n(n—k 1).

i=1
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Comme nous avons sn(n+1)+1 couleurs, il existe une couleur a telle que a ¢ c¢(N'(z)U
(Ui, N, (x))). Nous posons alors ¢(x) = a. Clairement ¢ est une coloration propre de G/(D).

Nous montrons maintenant que pour tout sommet u de Hy, des couleurs distinctes sont
affectées aux voisins de u. D’aprés la définition de ¢, pour tout sommet u de G et pour
tous i, j € D, i # j, nous avons c(u — d;) # c(u — d;). Supposons en effet qu’il existe un
sommet v de G et d;, d;j € D, i # j, tels que c¢(v + d;) = ¢(v + d;). Dans ce cas, en posant
u = v + d; + d;, nous obtenons

clu—di) =clv+dj+d; —d;) = c(v+d;) = c(v+d;)
= c(v+di+dj — dj) = c(u—dj),
ce qui est une contradiction. Donc, pour tout k& < 0, x(H*(D)) <
s((A(G(D)) + 1) +7); ainsi, x(G*(D)) < gn(n+1) +1 = 5((A(G(D)

Infn+1)+1 =
2
5 )

+1)°+7. n

En combinant le Théoréme 4.3.4 et le Théoréme 4.3.6, nous obtenons :

Corollaire 4.3.7 Soit G(D) un graphe distance avec D = {di,ds,...,d,}. Alors
x(G*(D)) < min{in(n+ 1)+ 1,2[d,/d] + 1}.

Théoréme 4.3.8 Soit G(D) un graphe distance avec D = {1,3,...,2n—1}, n > 1. Alors
X(G*D))=A+1=2n+1.

Preuve. D’aprés le Théoréme 4.2.11 nous avons y;(G) = A(G) + 1 = 2n + 1. Soit ¢ une
2n + 1 coloration d’incidence de . Comme pour tout u € Z, dg(u) = 2n, nous avons
lc(Ay)| = 1. Ainsi, ¢ est une (2n + 1, 1)-coloration d’incidence de GG. Nous obtenons alors
le résultat grace au Théoréme 4.3.3. [ ]

Agnarsson et Halldorsson en [1] ont caractérisé le nombre chromatique des graphes
carré des graphes planaires extérieurs en fonction de leur degré maximum. Ils ont montré
le Théoréme suivant, :

Théoréme 4.3.9 [Agnarsson et Halldorsson [1]]

Pour tout graphe planaire extérieur GG,

X(G?) = A(G)+3 st A(G) =2,

a2 = X(G*) =A(G)+2 si A(G) = 3,4 ou 6,
X(E) =1 W6 < AG) +2 si AG) =5,
WG = AG) +1 si AG) > T,

En combinant ce résultat et le Théoréme 4.3.3 pour les graphes planaires extérieurs de
degré maximum au moins 7, nous obtenons :

Corollaire 4.3.10 Tout graphe planaire extérieur G' de degré mazimum au moins 7 admet
une (A(G) + 1,1)-coloration d’incidence. Ainsi, x;(G) = A(G) + 1.
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Remarquons que le nombre chromatique d’incidence des graphes planaires extérieurs
de degré maximum A est d’au plus A + 2. En effet, pour A = 2, 3 ou 4 cette borne est
atteinte, mais pour A =5 et 6 la question est ouverte.

4.4 Colorations propres et acycliques

Nous nous intéressons dans cette section aux colorations propres et acycliques des
graphes distances. A notre connaissance, le nombre chromatique acyclique des graphes
distances n’a pas été considéré dans la littérature.

Comme précédemment, pour une coloration propre (respectivement acyclique) ¢ de
G(dy,...,d,), ¢ est une coloration propre (respectivement acyclique) obtenue a partir de
¢ par décalage $’il existe un k > 0 tel que pour tout u € Z, /(u) = c(u + k).

Théoréme 4.4.1 Soit G(D) un graphe distance avec D = {di,ds,...,d,}. Alors
x(G(D)) <min{[d,/di]+1,n+ 1}.

Preuve. Si min{[d,/di]+1,n+1} = n+1 grace au Théoréme 4.1.1 nous avons x(G(D)) <
ID|+1=n+1.
Supposons maintenant que [d,/d;] + 1 < n + 1. Pour tout ¢ € Z nous définissons
lapplication ¢ : G(D)) — {0,1,..., [d,/d,]} par :
c(i) = [li/d1]]

ou [|i/di|] = |i/d1] mod [d,/d;] + 1. Nous allons prouver que ¢ est une ([d,/dy] + 1)-
coloration de G/(D). Supposons le contraire et soient i,j € Z tels que |j —i| € D et
c(i) = ¢(7). Comme on peut décaler ¢ si nécessaire, on peut supposer sans perte de généralité
que j >4 > 0. Nous avons alors :

[li/di]] =[lj/di]] = [j/di] = [i/di] =r([dn/di] +1) (22)

pour un entier r. Selon la définition du graphe distance G(D) nous avons d; < j —i < d,
et nous obtenons :

lj/di| = li/di| < [dp/di] + 1. (23)
On obtient des relations (22) et (23) que r = 0 et donc j — ¢ < dj, ce qui est une
contradiction. [ ]

Lorsque [d,/di] < n le Théoréme 4.4.1 fournit une meilleure borne que le Théo-
réeme 4.1.1. De plus, le Théoréme 4.1.2 est un cas particulier du Théoréme 4.4.1, en effet il
suffit de considérer d; = z et d,, = nx.

Théoréme 4.4.2 Soit G(D) un graphe distance avec D = {di,ds,...,d,}. Alors
Xa(G(D)) < [dy/d] + 1.
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Preuve. Nous définissons I'application ¢ : V(G(D)) — {0,1,..., [d,/d]|} pour tout i par

c(i) = [[4/d]]

ou[|i/d]] = |i/d] mod [d,/d]+ 1. Nous allons montrer que ¢ est une coloration acyclique
de GG(D). Nous prouvons d’abord que ¢ est une coloration propre de GG(D). Supposons en
effet qu’il existe 4,5 € 7Z tels que |j —i| € D et ¢(i) = ¢(j). Comme on peut décaler ¢
si nécessaire, nous pouvons supposer sans perte de généralité que j > ¢ > 0. Nous avons
donc :

Lioyf dn Iy 8
)= 1) mod 121 +1) = 2] - 15 = r(T%7 1) (24)
pour un entier r. D’aprés la définition du graphe distance G(D) nous avons :
. J i dy
<d <ij—i< <l _ 1< ln
d<dy <y z_dn———>1_d S=
D’ou : ] ) p
J ¢ n
i 15 <14 (25)

On obtient des relations (24) et (25) que r = 0 et donc j —i < d < dy, ce qui est une
contradiction.

Nous prouvons maintenant que c est acyclique. Supposons que C' = x1, Ta, ..., Ton_1, Top
est un cycle pair de G(D). On peut supposer sans perte de généralité que x; < x, pour
tout r, 2 < r < 2n. D’aprés la définition de ¢ il est clair qu’aucun sommet de G(D) ne
peut avoir deux voisins plus grands que lui-méme ayant méme couleur. Nous avons donc
c(x2) # c(x2,) et ¢ est acyclique. |

En particulier, dans le cas ou D = {z,2x,...,nz}, z > 0, nous obtenons :

Corollaire 4.4.3 Pour tout entier x > 0, xo(G(x,2z,...,nx)) =n+ 1.
Preuve. En posant d,, = nx et d = x dans le Théoréme 4.4.2 nous obtenons :
Xa(G(z,22,...,n2)) < [nx/z] +1=n+ 1.

Comme G(z,2x,...,nx) contient le graphe complet & n + 1 sommets K, 1, nous avons :

n+1<x(G(x,2z,...,n1)) < x.(G(z,2x,...,nx)).

On obtient donc x,(G(z,2x,...,nx)) =n+ 1. |
Comme pour tout graphe G, x.(G) < x(G?), d’aprés le Théoréme 4.3.6 nous avons le
corollaire suivant :

Corollaire 4.4.4 Soit G(D) un graphe distance avec D = {di,ds,...,d,}. Alors
Xa(G(D)) < gn(n+1) +1=3((A(G(D)) +1)* + 7).
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En combinant le Théoréme 4.4.2 et le Corollaire 4.4.4, nous obtenons :

Corollaire 4.4.5 Soit G(D) un graphe distance avec D = {di,ds,...,d,}. Alors
Xa(G(D)) < min{n(n+1)+1,[d,/d] + 1}.

4.5 Colorations orientées

Nous nous intéressons dans cette section aux colorations orientées des graphes distances.
A notre connaissance, le nombre chromatique orienté des graphes distances n’a pas été
considéré dans la littérature.

Dans le cas de la coloration orientée, si D = {d;}, le graphe distance G(d;) est composé
de dy chemins distincts de longueur infinie. Comme tout chemin est Cjs-coloriable, nous
avons Y(G/(dy)) = 3. Dans le cas ou |D| > 2, en combinant le Théoréme 4.4.2 et le résultat
de Raspaud et Sopena (Théoréme 3.1.17), nous obtenons la borne supérieure générale
suivante :

Théoréme 4.5.1 Soit G(D) un graphe distance avec D = {di,ds,...,d,}. Alors
X(G(D)) < ([dy/d] + 1)204/ 4,

Comme précédemment, si D = {z,2x,...,nx}, > 0, on obtient :
Corollaire 4.5.2 Pour tout entier x > 0, ¥(G(x,2x,...,nz)) < (n+ 1)2".

Preuve. En posant d, = nx et d = x dans le Théoréme 4.5.1 nous obtenons le résultat. B

Comme le graphe distance G/(D), D = {dy,ds,...,d,}, est 2n-régulier, en appliquant
le résultat de Kostochka, Sopena et Zhu (Théoréme 3.1.25) pour cette famille des graphes

nous obtenons Y(G(D)) < 8n22*". Lorsque [d,/d] < 2n le Théoréme 4.5.1 fournit une
meilleure borne.

Dans le cas ou |D| = 2, nous allons montrer que X(G(D)) < 11. Lorsque D = {z, 2z},
x > 0, cette borne peut étre améliorée. Nous prouvons en effet que x(G(x,2x)) < 7.

Pour montrer ces résultats nous avons besoin de rappeler quelques notions.

Un vecteur orienté de taille n est une séquence oo = (g, s, ..., a,) dans {0, 1}"; soit
G un graphe orienté et X = (1, x2,...,x;) une séquence de sommets distincts dans G.
Un sommet y de GG est un a-successeur de X si nous avons o; = 1 = x;y € A(G) et
a; = 0= yx; € A(G) pour tout i, 1 < i < n.

Un graphe orienté H satisfait la propriété P, pour k,n > 0 si pour tout sous-graphe

m-clique H[x1,xo,...,2,], 1 <m <k, dans H et tout vecteur orienté o = (a1, g, ..., Q)
de taille m, il existe au moins n sommets distincts y1, 9o, ...,y, dans H qui sont des a-
successeurs de (z1,Za, ..., Ty).

Le tournoi QR, (p est un nombre entier premier de la forme 4n + 3, n > 0) est
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F1G. 4.3 — Configuration pour I’étape 1 du Théoréme 4.5.4

le graphe orienté construit a partir des résidus quadratiques non nuls de p, ayant pour
ensemble de sommets V(QR,) = {0,1,...,p — 1} et pour ensemble d’arcs A(QR,) =
{ij | j — i est un résidu quadratique non nul de p (modulo p)}. La propriété suivante du
tournoi () R;; nous sera utile par la suite :

Observation 4.5.3 59| Pour tous sommets u et v dans QRy1, l'arc uv posséde deux o-
successeurs pour a = (0,0),(0,1) ou (1,1) et trois a-successeurs pour o = (1,0). Ainsi,
QR satisfait la propriété Py .

Dans la suite de ce chapitre, nous utiliserons la convention suivante pour chacune des
configurations : les sommets noirs sont déja coloriés, alors que les sommets blancs ne sont
pas encore coloriés.

Théoréme 4.5.4 Pour toute orientation H du graphe distance G(d1,ds), H — QR11 et
donc X(G(dy,ds)) < 11.

Preuve. Nous allons définir un homomorphisme A de H vers (QR;;. Nous posons tout
d’abord h(0) = 0. Nous allons colorier les sommets restants de H en quatre étapes :

1. les sommets z, pour z variant de 1 a d; — 1,
2. les sommets z, pour x variant de d; & dy — 1,
3. les sommets x, pour x variant de dy a 400,
4. les sommets x, pour x variant de —1 & —oo.

A chaque étape nous allons associer une couleur dans QRy; a z telle que pour tout sommet,
non colorié ' de H, des couleurs distinctes sont affectées aux voisins déja coloriés de 2’
Notons qu’on colorie les sommets dans les étapes 1, 2, 3 de gauche a droite et dans 1’étape
4 de droite a gauche.

— Etape 1.
Soit N’(x) I'ensemble des sommets adjacents aux voisins non coloriés de x qui ont
déja été Q Ryp-coloriés (par h). Il est facile de vérifier que |N'(z)| < [{u,v}| = 2 (voir
Figure 4.3). Dans ce cas, Nous posons h(x) = a pour une couleur a € V(QRy) \
{h(u), h(v)}.

— Etape 2.
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FiG. 4.5 — Configuration pour les étapes 3 et 4 du Théoréme 4.5.4

Comme dans le cas précédent nous obtenons |N'(z)| < |{y, z}| = 2 (voir Figure 4.4).
Comme tout sommet dans ()21, posséde 5 successeurs et 5 prédécesseurs, en fonction
de orientation de I'arc z(x —d;) on peut poser h(z) = b pour une couleur b distincte
de h(y) et de h(z).

— Etapes 3 et 4.

Dans ce cas, il est clair que dans ’étape 3 (respectivement dans I’étape 4) x posséde
deux voisins déja QQ Ryi-coloriés © — dy, © — do (respectivement z + dy et x + ds) et
deux voisins non coloriés. D’aprés les cas 1, 2 et la condition sur les sommets déja
coloriés, nous avons h(x — di) # h(x — do) (respectivement h(x + di) # h(z + ds)).
Il est facile de vérifier que dans ce cas nous avons |N'(z)| = 1 (voir Figure 4.5). Soit
N'(z) = {w}. Comme h(z — dy) # h(x — dsy) (respectivement h(x + dy) # h(x + dy)),
d’aprés I’Observation 4.5.3 nous avons au moins deux couleurs ¢ et d dans QR
pour x. Sans perte de généralité on peut supposer que ¢ # h(w). Nous posons alors
h(z) = c.

Nous obtenons donc un homomorphisme h de H vers QRy;. Ainsi, X(G(dy,ds)) < 11.

|

Dans la preuve du théoréme suivant nous utiliserons I’Observation 3.4.1 qui dit que le
tournoi ()27 posséde la propriété Ps ;.

Théoréme 4.5.5 Pour toute orientation H du graphe distance G(x,2x), H — QR et
done X(G(x,2z)) < 7.

Preuve. Comme le graphe distance G/(x, 2x) est isomorphe & x copies disjointes du graphe
distance GG(1,2), on peut supposer sans perte de généralité que H est une orientation de
((1,2). Nous allons définir un homomorphisme de H vers QR;.

Nous posons tout d’abord h(0) = 0 et h(1) = a ol a est un successeur (respectivement
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prédécesseur) de 0 dans QR; si 01 (respectivement 10) est un arc dans H. Comme h(0) #
h(1), grace a I'observation 3.4.1, il existe une couleur dans Q R; pour le sommet -1.

Supposons maintenant que pour tout i € {—k +1,...,—1,0,1,...,k — 1} nous avons
défini h(z). Comme h(k — 1) # h(k — 2) (respectivement h(—k + 1) # h(—k + 2)), grace a
I’Observation 3.4.1, il existe toujours une couleur pour le sommet & (respectivement pour
le sommet —k).

Nous obtenons donc un homomorphisme de H vers QR;. Ainsi, X(G(z,2x) < 7. |

Concernant la borne inférieure du nombre chromatique orienté de la famille des graphes
distances G/(D), | D| = n, on peut dire que le nombre chromatique orienté de cette famille de
graphes est d’au moins 22 . Pour montrer ceci nous avons besoin de la définition suivante :

Définition 4.5.6 Un tournoi T est n-universel (n < N) si tout tournoi a n sommets T,
est isomorphe a un sous-tournoi (un sous-graphe induit) de Ty.

Pour tout nombre entier positif n, soit A(n) le plus petit entier N tel qu'il existe un
tournoi n-universel Ty. Clairement A(n) est fini car tout tournoi qui contient des copies
disjointes de tous les tournois différents (non isomorphes) & n sommets est n-universel.

Nous avons le résultat suivant (voir [50], p. 49) :
Théoréme 4.5.7 221 < \(n).

n
Preuve. Il existe au moins 2(3) /n! tournois différents & n sommets. Donc, pour un tournoi
n-universel Ty, nous devons avoir :

o(3)

n!

N N™

< < ) < — (26)
n n!

Comme les différents tournois & n sommets doivent étre isomorphes aux différents sous-

tournois a n sommets de Ty, le résultat se déduit immédiatement de I'inégalité (26).

|

La proposition suivante montre que le nombre chromatique orienté de la famille des
graphes distances avec ensemble de distance D d’ordre n est au moins 22 :

Proposition 4.5.8 Il existe des graphes distances G(D) avec |D| = n de nombre chroma-
tique orienté au moins 2%.

Preuve. Considérons le graphe distance G(D) avec D = {1,2,...,n}. Il est clair que G(D)
contient une infinité de copies du graphe complet K, 1. Donc, il peut avoir une orientation
H contenant tous les tournois non isomorphes a n+1 sommets et, grace au Théoréme 4.5.7,
nous obtenons :

2:(n+1-1) — 93 < Y(H) < Y(G(D)).
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Notons que la borne donnée par la Proposition 4.5.8 pour le nombre chromatique orienté
des graphes distances G(D) avec |D| = n n’est pas intéressante pour n < 10. En effet, nous
verrons que d’aprés le Corollaire 4.5.12, ¥(G(1,2,...,n)) = 2n+1 et nous avons 2n+1 > 22
pour n < 9.

Considérons maintenant le graphe distance orienté @(D), avec ensemble de distance
D = {di,ds,...,d,}, ayant pour ensemble de sommets Z et pour ensemble d’arcs
A(G(D)) = {ij | j —i € D}. Ainsi, les arcs sont toujours orientés du plus petit som-
met vers le plus grand. Pour étudier le nombre chromatique orienté de ce graphe nous
allons présenter une propriété plus faible que la propriété P ;.

Soient T,, un tournoi & n sommets et u, v deux sommets de T, ; on dit que u domine y
si uv est un arc dans T,,. Soit X = {x1,zs,...,x;} un sous-ensemble de k sommets de T,,.
On dit que le sommet u domine X, s’il domine tout sommet de X ; en d’autres termes, u
est un a-successeur de X, pour le vecteur orienté o = (0,0,...,0) de taille k.

Définition 4.5.9 Un graphe orienté H satisfait la propriété P, k > 0, si pour tout sous-
graphe k-clique Hlz1, o, ..., x| dans H, il existe au moins un sommet u dans H qui est
a-successeur de (z1, Ta, ..., xx), pour a = (0,0,...,0).

Remarquons que tout graphe orienté satisfaisant la propriété Py ; satisfait également la
propriété ;.

Théoréme 4.5.10 Si C' est un tournoi satisfaisant la propriété P, alors C':(dl, dy, ..., dy)
est C'-coloriable.

Preuve. Remarquons tout d’abord qu’il suffit de montrer que pour tout k£ > 0 il existe un
homomorphisme hy, du sous-graphe Hj, induit par 'ensemble {..., —1,0,1,..., k} vers C.
Nous posons dans un premier temps hy(k) = ... = hg(k — d1 + 1) = a pour une couleur a
dans C. Soit b un prédécesseur de a dans C'. Comme (k — dp)k est un arc de Hj, on peut
poser hy(k —dy) = b.

Soit maintenant m un entier, m < k — dy, et supposons que pour tout i, m—1<i <k
nous avons défini hy (7). Clairement le sommet m posséde au plus n voisins déja C-coloriés
qui sont tous successeurs de m. Comme C' satisfait la propriété P/, il existe toujours une
couleur ¢ dans C' pour m, et nous posons hg(m) = c.

Nous obtenons donc un homomorphisme h; de Hj vers (', ce qui termine la preuve du
théoréme. [ |

En [28] Schiitte a posé la question suivante : existe-t-il pour tout & > 0 un tournoi
T satisfaisant la propriété Pj. En [29] Erdds a montré par des arguments probabilistes
que pour tout k un tel tournoi existait. Soit f(k) la valeur minimum de n(k) tel que
T existe. Plus précisément, Erdos a montré que f(k) < k?2%(log2 + €) pour tout € &
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condition que k soit suffisamment grand. Par ailleurs, Szekeres et Szekeres [60] ont prouvé
que f(k) > (k+2)2k1 -1,

En [35] Graham et Spencer ont montré que si p > k?
forme 4n + 3 le tournoi Q R, satisfait la propriété P.

22k=2 est un entier premier de la

Comme le tournoi R, (respectivement () Ryg, QQ Rg7) satisfait la propriété P (respec-

—

tivement P31, Pj1), nous obtenons grace au Théoréme 4.5.10 ¥(G/(dy,d2)) < 7 (respecti-

— —

vement X(G(dy,dz,ds)) < 19, X(G(dy, da, d3,dy)) < 67).

Lorsque le nombre [d,/d;] n’est pas trés loin de n le théoréme suivant nous four-
nit une meilleure borne pour le nombre chromatique orienté du graphe distance orienté

—

Gldy, do, . ...dy).

Théoréme 4.5.11 Soit G(D) le graphe distance orienté avec D = {dy,ds, ..., d,}. Alors

—

X(G(D)) <2[d,/di] + 1.

Preuve. Considérons le graphe orienté circulant Cyrg, /4,141 ayant pour ensemble de som-
mets {0,1,...,2[d,/di]} et pour ensemble d’arcs {ij | 1 < j—i < ... [d,/dy]}. 1
est facile de vérifier que Papplication ¢ : V(G(D)) — V(Cafa,a,141) définie pour tout
i € V(XG(D)), par

c(i) = [le/d1]]

ou [|i/dy]] = [i/dy| mod 2[d,/d;] + 1, est un homomorphisme.

Supposons en effet que ij est un arc de YG(D) et montrons que c(i)c(j) est un arc de
Cofd, jar1+1- Comme ij est un arc de G(D), nous avons

j—ieD=d <j—i<d,

Jooi_dy

— 1< L <

di dy ~ dy
J i J i dn
—1<[L - <L) — -
<l -l < g

J N
— [d_l] - [d_l] € A(Cora,jan+1) = c(i)e(j) € A(Cordyjarn+1)-

Ainsi, Y(G(D)) < |Coayjarisa] = 2[dn/di] +1 m

Comme précédemment, lorsque D = {z,2x,...,nx}, x > 0, nous obtenons :

—

Corollaire 4.5.12 Pour tout entier x > 0, ¥(G(z,2x,...,nx)) =2n+1

Preuve. Soit D = {z,2z,...,nx}. En posant d, = nz et d = z dans le Théoréme 4.5.11
nous obtenons :
X(G(D)) < 2[nz/z]| +1=2n+1.
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Soit maintenant H un graphe orienté tel que é(az, 2x,...,nx) — H. Nous montrons
que |H| > 2n+ 1.

I1 est facile de vérifier que pour tout v € Z, ’ensemble des successeurs Ng( D)(u) de v
(respectivement ’ensemble des prédécesseurs NG?( D) (u) de v) constitue un tournoi & n som-

mets. Donc, pour tout sommet u € V(H), nous devons avoir | N (u)| > n (respectivement
|N;(u)| > n). Ainsi, |[H| > 2n + 1.

—

On obtient donc X(G(z,2z,...,nx)) = 2n+ 1. |



Conclusion et prespectives

Nous venons de présenter des résultats concernant essentiellement la coloration d’inci-
dence et la coloration orientée de certaines familles de graphes. Nous allons rappeler les
résultats principaux obtenus et présenter les perspectives de recherche ouvertes dans cette
thése.

% 3k sk

Nous nous sommes tout d’abord intéressé a la coloration d’incidence de certaines fa-
milles de graphes. Au deuxiéme chapitre, nous avons défini la nouvelle notion de (k,¢)-
coloration d’incidence d’un graphe et nous avons montré que tout graphe k-dégénéré GG
de degré maximum A(G) admet une (A(G) + 2k — 1, k)-coloration d’incidence. Ainsi, le
nombre chromatique d’incidence de ce graphe est majoré par A(G) 4+ 2k — 1. Nous avons
amélioré par la suite cette borne pour la famille de graphes sans mineur K4, qui sont
2-dégénérés : nous avons montré que pour tout graphe G sans mineur K, le nombre chro-
matique d’incidence de GG est d’au plus A(G) + 2 et que cette borne est optimale. Nous
avons montré que tout graphe planaire G admet une (A(G) + 7, 5)-coloration d’incidence,
et donc que le nombre chromatique d’incidence de tout graphe planaire GG est d’au plus
A(G) 4+ 7 (rappelons que les graphes planaires sont 5-dégénérés). Nous avons montré que
pour tout graphe GG 3-dégénéré, le nombre chromatique d’incidence de G est d’au plus
A(G) + 4, ce qui améliore le résultat précédent pour cette famille de graphes.

Nous nous sommes intéressé dans la suite de ce deuxiéme chapitre a la coloration
d’incidence des graphes de degré moyen maximum borné. Nous avons montré :

— Tout graphe G avec dmm(G) < 3 admet une (A(G) + 3, 2)-coloration d’incidence.
Ainsi, x;(G) < A(G) + 3.

— Tout graphe G avec dmm(G) < 3 et A(G) > 5 admet une (A(G) + 2, 2)-coloration
d’incidence. Ainsi, y;(G) < A(G) + 2.

— Tout graphe G avec dmm/(G) < 22/9 admet une (A(G)+2, 2)-coloration d’incidence.
Ainsi, y;(G) < A(G) + 2.

— Tout graphe G avec dmm/(G) < 16/7 et A(G) > 4 admet une (A(G)+1, 1)-coloration
d’incidence. Ainsi, x;(G) = A(G) + 1.

Ces résultats admettent des corollaires pour les graphes planaires de grande maille :
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— Tout graphe planaire G de maille ¢ > 6 admet une (A(G) + 3, 2)-coloration d’inci-
dence. Ainsi, x;(G) < A(G) + 3.

— Tout graphe planaire G de maille g > 6 avec A(G) > 5 admet une (A(G) + 2,2)-
coloration d’incidence. Ainsi, x;(G) < A(G) + 2.

— Tout graphe planaire GG de maille g > 11 admet une (A(G) + 2, 2)-coloration d’inci-
dence. Ainsi, y;(G) < A(G) + 2.

— Tout graphe planaire G de maille g > 16 et avec A(G) > 4 admet une (A(G)+1,1)-
coloration d’incidence. Ainsi, x;(G) = A(G) + 1.

Rappelons que le nombre chromatique d’incidence de la famille des graphes de degré
maximum 2 est 4. La question est ouverte pour les graphes de degré maximum 3, 4 et de
degré moyen maximum inférieur a 3, pour les graphes de degré maximum 3 et de degré
moyen maximum inférieur & 16/7. Nous souhaitons pouvoir répondre a cette question.

Nous espérons pouvoir améliorer les résultats concernant les graphes k-dégénérés et les
graphes planaires.

Il serait également intéressant de considérer d’autres familles de graphes ou certaines
sous-classes de la famille des graphes k-dégénérés, notamment la famille des k-arbres par-
tiels.

En [20], Chen, Lam et Shiu ont conjecturé que si G est un graphe cubique, alors y;(G) <
A(G) + 2. TIs ont prouvé cette conjecture pour certaines classes de graphes cubiques, en
particulier la classe des graphes cubiques Hamiltoniens. Nous avons essayé de démontrer
cette conjecture. Cependant, elle reste a ce jour encore ouverte mais nous savons que le
plus petit contre-exemple est un graphe de maille g > 5.

) %k 3k

Nous nous sommes intéressé dans le troisiéme chapitre aux colorations orientées de
certaines familles de graphes. Dans ce chapitre nous avons considéré tout d’abord le nombre
chromatique et chromatique orienté de la famille &, des graphes d’excés k& > 0. Nous
avons montré que tout graphe non orienté d’excés k£ a un nombre chromatique majoré
par [%(3 + v/1+ 8k)] et que cette borne est optimale. Nous avons montré que le nombre
chromatique orienté de tout graphe d’exces k est d’au plus &k + 3, a 'exception des graphes
orientés d’excés 1 contenant un circuit a cing sommets dont le nombre chromatique orienté
est 5. Cette borne est optimale pour le nombre chromatique orienté des graphes d’excés au
plus 4. Concernant la borne inférieure générale, nous avons obtenu que pour tout n > 1 et
tout k, k>3 x 2" 12n —3) +4, ¥(&) >3 x 2" — 1.

Dans la suite de ce troisiéme chapitre nous nous sommes intéressé aux graphes planaires
k-extérieurs. Nous avons montré tout d’abord qu’il existe des graphes planaires extérieurs
sans triangle de nombre chromatique orienté 6 et donc que le nombre chromatique orienté
de la famille des graphes planaires extérieurs sans triangle est égal a 6 ou 7. Ensuite, nous
avons montré que tout graphe planaire 2-extérieur sans triangle a un nombre chromatique
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orienté majoré par 27 et qu’il existe des graphes planaires 2-extérieurs sans triangle de
nombre chromatique orienté au moins 11.

Dans la derniére section de ce troisiéme chapitre nous nous sommes intéressé au nombre
chromatique orienté de la famille des graphes de Halin. Nous avons montré que le nombre
chromatique orienté de cette famille de graphes est d’au plus 9. Vignal [61] a conjecturé
que le nombre chromatique orienté de la famille des graphes de Halin est égal a 8.

Concernant le nombre chromatique orienté de graphes d’excés k, nous espérons réduire
la distance entre les bornes inférieure et supérieure.

Pour les graphes planaires extérieurs sans triangle, il serait intéressant de savoir s’il
existe des graphes planaires extérieurs sans triangle de nombre chromatique orienté 7.

Nous savons que le nombre chromatique orienté de la famille des graphes planaires
extérieurs est égal a 7 [57| et le nombre chromatique orienté de la famille des graphes
planaires est d’au plus 80 [55] mais aucune borne satisfaisante n’est connue pour les graphes
planaires k-extérieurs, k > 2. Il serait donc intéressant de considérer le nombre chromatique
orienté de cette famille de graphes.

Il serait également intéressant d’essayer de démontrer la conjecture de Vignal sur le
nombre chromatique orienté de la famille des graphes de Halin. Pour les graphes de degré
maximum 3, Sopena [57] a conjecturé que le nombre chromatique orienté de tout graphe
connexe de degré maximum 3 est d’au plus 7. La meilleure borne connue pour cette famille
de graphes, obtenue par Sopena et Vignal, est 11 [59]|. Il serait également intéressant
d’essayer d’améliorer cette borne.

Nous nous sommes intéressé dans le quatriéme chapitre aux colorations d’incidences,
propres, acycliques et orientées des graphes distances. Dans ce chapitre, nous avons
considéré tout d’abord la coloration d’incidence des graphes distances G(D) avec en-
semble de distance D = {dy,ds,...,d,}. Aprés avoir présenté quelques résultats élémen-
taires nous avons montré que GG(D) a un nombre chromatique d’incidence majoré par
min{2[d,/d] + 1,%A(G)} ou d = min{dy,dy — di,...,d, — dn_1}. Lorsque [d,/d] est
assez proche de n ce résultat est proche de I'optimal. Nous avons déterminé le nombre
chromatique d’incidence des graphes distances G/(D) pour D = {z,2x,...,nx} et pour
D={1,3,...,2n —1}.

Dans la suite de ce chapitre nous nous sommes intéressé au lien entre le nombre chro-
matique d’incidence d’'un graphe G et le nombre chromatique du graphe carré G? de G.
Nous avons montré que pour tout graphe G ayant au moins une aréte, X(GQ) < k siet
seulement si G admet une (k,1)-coloration d’incidence. En utilisant ce théoréme, nous
avons pu majorer le nombre chromatique du graphe carré de certaines familles de graphes.

Pour le graphe distance G(D) avec ensemble de distance D = {dy,ds, ...,d,}, nous
avons montré que le nombre chromatique de G(D) est d’au plus [d,/d;] + 1. Lorsque
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d,/dy < n ce résultat nous fournit une borne meilleure que les bornes connues.

Concernant la coloration acyclique de cette famille de graphes, nous avons montré que
le nombre chromatique acyclique du graphe G(dy,,ds,...,d,) est d’au plus [d,/d] + 1.
Lorsque d,,/d est proche de n ce résultat est proche de 1'optimal.

Finalement, nous nous sommes intéressé au nombre chromatique orienté des graphes
distances. En utilisant le résultat de Raspaud et Sopena (Théoréme 3.1.17) et le résultat
obtenu pour le nombre chromatique acyclique, nous avons obtenu que le nombre chro-
matique orienté du graphe distance G(dy,ds, ..., d,) est d’au plus ([d,/d] + 1)2/%/4 En
particulier, pour tout entier x > 0, Y(G(z, 2z, ...,nx)) < (n+1)2". Lorsque |D| = 2, nous
avons montré que le nombre chromatique orienté du graphe distance G/(dy, ds) est d’au plus
11, et dans le cas particulier on D = {x, 2z}, le nombre chromatique orienté de G/(D) est
d’au plus 7.

Nous avons défini le graphe distance orienté é(D), avec ensemble de distance D =
{di,ds,...,d,}, ayant pour ensemble de sommets Z et pour ensemble d’arcs A(G(D)) =

{ij | j—i € D}. Nous avons montré que le nombre chromatique orienté de G(dy, ds, . .., dy,)
est d’au plus 2[d,/d;| + 1. Lorsque d,/d; < n ce résultat est proche de l'optimal. En
particulier, nous avons montré que X(G(x,2z,...,nzx)) = 2n+ 1.

Il serait intéressant de regarder le nombre chromatique acyclique et le nombre chro-
matique orienté des graphes distances GG(D) pour certains cas particuliers d’ensembles de
distance D, par exemple le cas ou D est un ensemble de nombres premiers.

Concernant le lien entre le nombre chromatique d’incidence d’un graphe et le nombre
chromatique de son graphe carré, il peut étre également intéressant de caractériser la famille
des graphes admettant une (A(G) + k, 1)-coloration d’incidence. Dans ce cas, nous aurons
en effet une borne sur le nombre chromatique du graphe carré des graphes appartenant a
cette famille.

Par ailleurs, il serait intéressant de considérer le cas ou l’ensemble des sommets
du graphe G(di,ds,...,d,), Z, est remplacé par Zj. Plus précisément, soit D =
{di,ds,....d,} C IN tel que d; +d; < k, 1 < i < j < n. Le graphe distance G(Zg, D)
est le graphe ayant pour ensemble de sommets Z; = {0,1,...,k — 1} et pour ensemble
d’arétes les couples ij tels que j — ¢ (mod k) € D. Les graphes de la forme G(Zj, D) sont
appelés dans la littérature des graphes circulants. Il serait intéressant d’étudier le nombre
chromatique, le nombre chromatique acyclique, le nombre chromatique orienté et le nombre
chromatique d’incidence de cette famille de graphes.

Il serait également intéressant de considérer le nombre chromatique orienté du graphe
distance orienté G(Zy, D) ayant méme ensemble de sommets et méme ensemble de distance
que G(Zy, D) et ayant pour d’arcs les couples ij tels que j —i (mod k) € D.

Nous avons clairement x(G(D)) < x(G(Zy, D) (respectivement y;(G(D)) <

Xi(G(Z, D)) et X(G(D)) < X(G(Z, D))).
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