N° d’ordre : 3239

PRESENTEE A
LUNIVERSIT E BORDEAUX 1
ECOLE DOCTORALE DE MATI—EMATIQUES ET D'INFORMATIQUE
ParAlexandre Pinlou
POUR OBTENIR LE GRADE DE

DOCTEUR

SFECIALITE : INFORMATIQUE

Arc-coloration et sommet-coloration orientees

Soutenue le :27 octobre 2006

Apr es avis des rapporteurs :
GenaHahn ...... Professeur
Stéphan Thomassé Professeur

Devant la commission d’examen comp@&e de :

GenaHahn ...... Professeur Examinateur
André Raspaud ... Professeur Président, Rapporteur
Oriol Serra Albo . Professeur Examinateur
Eric Sopena ...... Professeur Examinateur

Stéphan Thomassé Professeur Examinateur

— 2006 -






Arc-coloration et sommet-coloration orientées

Résune : Dans ce mémoire, nous nous intéressons a trois notioosldtions de graphes orientés :
la sommet-coloration orientée, I'arc-coloration orémet I'étoile-coloration orientée acricuitique.

La notion de sommet-coloration orientée a été intradeit 1994 et étudiée depuis par de nom-
breux auteurs. Nous apportons de nouveaux résultats m@amtdenombre chromatique orie@tde
certaines familles de graphes (graphes planaires extéyig-arbres partiels et graphes planaires sans
cycles de longueurs données).

Cette notion de sommet-coloration orientée peut éardete de facon naturelle a la notioraud-
coloration orienée Nous obtenons plusieurs bornes de l'indice chromatigienté en fonction de
certains parametres déja étudiés. Nous bornon@galt I'indice chromatique orienté de certaines
familles de graphes.

Differentes variantes dedrboricité de graphes ont été étudiées. Nous proposons et étudion
ici une nouvelle variante pour les graphes orienté€toile arboricié orieng acircuitique Nous
considérons ce parametre pour plusieurs familles dehgsafelles que les graphes de degré borng,
les 2-arbres partiels ou encore les graphes de faible 8eRsitir certaines de ces familles, les bornes
obtenues sont optimales.
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Oriented arc-coloring and oriented vertex-coloring

Abstract : In this thesis, we are interested in three coloring notioher@nted graphs : oriented
vertex-coloring, oriented arc-coloring and acircuiticedited star-coloring.

The notion of oriented vertex-coloring was introduced i®4.%nd has been studied by several
authors. We give new results on tbhaented chromatic numbesf some graph classes such as outer-
planar graphs, partial 2-trees and planar graphs withatiesyf specific lengths.

This notion of oriented vertex-coloring can be extended mairal way to the notion ajriented
arc-coloring We obtain some bounds on thaented chromatic indein terms of some known para-
meters. We also bound the oriented chromatic index of soagghgrlasses.

Several variations of graparboricity have been studied. We propose and study in the thesis a
new version of this notion for oriented graphs : @arcuitic directed star arboricity We consider
this parameter for some graphs classes such as graphs witkddxb degree, partial 2-trees or sparse
graphs. Moreover, some of the bounds we obtain are tight.
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Introduction

La coloration de graphes est, depuis plusieurs décermedpmaine tres actif de la théorie des
graphes du fait de ses nombreuses applications. En effgamad nombre de problemes peuvent se
traduire comme une partition d’'un ensemble d’objets suigartaines contraintes.

Supposons par exemple que nous avorenteneurs de produits chimiques a répartir dans des
entrepdts. Certains produits chimiques ne peuvent &okés dans le méme batiment en raison du
risque d’explosion en cas de mélange. Nous voulons aimsiadtre le nombre minimum d’entrepots
dont nous avons besoin pour stocker ces conteneurs de dagonimiser le colt de stockage. Les
graphes constituent alors un outil qui permet de modétisegenre de problemes en se ramenant
a I'étude de colorations. Nous construisons tout d’ahordgraphe non orienté ou chaque sommet
représente un conteneur de produits chimiques, et naossaleux sommets si les deux conteneurs
correspondants contiennent des produits chimiques queneepnt &tre stockés dans un méme en-
trepdt. Nous colorions alors les sommets de ce grapheldestgte que deux sommets reliés par une
aréte ont des couleurs differentes. Ainsi, chaque cowerrespond a un entrepot. Il s'agit dans ce
cas d'unesommet-coloration proprdu graphe. Par conséquent, les conteneurs dont les sorsonéts
de la méme couleur seront stockés dans le méme enteqf@it, en déterminant le nombre minimum
de couleurs dont nous avons besoin pour colorier ce gragius, connaitrons le nombre minimum
d’entrepbts dont nous avons besoin pour stockek Emteneurs.

Plus précisement, ur@mmet-coloration propré’un graphe non orient& est une application
f des sommets d& vers un ensemble de coulel@gelle que deux sommets adjacents obtiennent
des couleurs differentes. $&| =k, alors f est unek-sommet-coloration proprde G. Le nombre
chromatiquede G, notéx(G), est défini comme le plus petit entiketel queG admet uné&k-sommet-
coloration propre.

Un homomorphismel’un grapheG vers un graphéd est une applicatiorf de I'ensemble des
sommets dé5 vers I'ensemble des sommets Ketelle que pour toute aréte (ou tout arp) de G,
f(u)f(v) est une aréte (ou un arc) #e L'existence d’'un homomorphisme d&versH est notée
G—H.

Toute sommet-coloration propre d’'un graphe non ori€hf@eut &tre vue comme un homomor-
phisme deG vers un graphe non orienké. Les sommets del sont alors appeléwouleurs Le nombre
chromatique dé& peut alors étre vu comme le plus petit ordre.(hnombre de sommets) d’un graphe

17



18 Introduction

non orientéH tel queG — H.

De nombreux chercheurs ont porté un grand intérét ausi@moes de sommet-colorations propres.
Le probleme des quatre couleurs est I'un des plus cé&eébieeut-on colorier une carte avec seule-
ment quatre couleurs de sorte que deux pays ayant uneei®rgn commun aient des couleurs
differentes ?”. Appel, Haken et Kock ont donné une preenigreuve assistée par ordinateur de ce
résultat [AH77, AHK77] en 1977. Robertson, Sanders, Seyned Thomas ont obtenu une preuve
plus simple et plus courte [RSST97], mais toujours assige ordinateur. Bien que ce probleme ait
été résolu, il fascine encore de nombreux chercheurtegtént d’en obtenir une preuve sans l'aide
d’ordinateurs.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a des colordiomaphes orient@ntisynétriques que
nous appellerons simplemegriaphes oriertsdans la suite.

De fagon naturelle, il est possible de définir la notiorsdenmet-coloration orieeed’un graphe
orientéG comme un homomorphisme @vers un graphe orientd. De la méme maniere, leombre
chromatique orieré de G, notéx,(G), est défini comme le plus petit ordre d’'un graphe oridtéel
queG — H.

En terme de coloration, urs@mmet-coloration orieed’'un graphe orient& est alors une ap-
plication f qui associe a chaque sommet@eine couleur d’'un ensemb(@ de telle sorte quéi) si
UV est un arc des, alors les deux sommetset v ont des couleurs différentes, (@t) si uv et Xy sont
deux arcs dés tels queu ety ont la méme couleur, alors les deux sommeét x ont des couleurs
differentes. SiC| =k, alors f est unek-sommet-coloration orieée de G. Le nombre chromatique
orienté deG est alors le plus petit entidrtel queG admet uné-sommet-coloration orientée.

La notion decoloration orienéea été introduite par Courcelle [Cou94] en 1994 comme uit out
permettant d’encoder I'orientation d’'un graphe grace @tiquettes de ses sommets. Depuis, de nom-
breux chercheurs tels que Borodin, Hell, lvanova, KostaciNeSetfil, Raspaud, Sopena, Zhu, ... se
sont intéressés a cette notion. Raspaud et Sopena [R&BAjontré en 1994 que tout graphe pla-
naire admet une 80-sommet-coloration orientée. Cetteebsupérieure parait éloignée de la borne
optimale. Pourtant, malgré de nombreuses tentativesraste pour I'instant la meilleure connue. Un
certain nombre de résultats ont été prouvés pour dauttasses de graphes telles que les graphes
planaires de grande maille, les graphes de degré bosléalbres partiels, ...

* k%

Le graphe repésentatif des @tesd’'un graphe non orient& (connu dans la littérature sous le
nom deline graph), notéL(G), est défini comme le graphe ayant pour sommets I'ensemblaréées
deG et tel que deux sommets HéG) sont adjacents si et seulement si les deux arétes coricespies
dansG sont adjacentes.

Une aréte-coloration propred’un graphe non orient& peut étre définie comme une sommet-
coloration propre dé&(G). L'indice chromatiquele G, notéx’(G), est alors égal g(L(D)).
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Méme si I'étude de I'aréte-coloration propre est plasante que celle de la sommet-coloration
propre, de nombreux résultats sont aujourd’hui connusdtticulier, Vizing a montré en 1964 que
tout graphe non orienté de degré au pluadmet ungA + 1)-aréte-coloration propre [Viz64]. Ce
résultat montre que I'ensemble des graphes de degré ai jpleut &tre partitionné en deux classes :
ceux dont I'indice chromatique eAt(graphes de classe 1) et ceux dont I'indice chromatiquA est
(graphes de classe 2). Certaines familles de graphes @iteoulassées, mais le probleme général de
classification des graphes simplesnBtcomplet.

Dans le cas des graphes orientés, plusieurs coloratianssdnt été étudiées.drc-colorationde
graphes orientés introduite par Harner et Entringer [HEEB2 définie de telle sorte que toute paire
d’arcs consécutifs.e. deux arcs de la formev etvw) ont des couleurs differentes étbile coloration
dirigée(directed star coloringen anglais) introduite par Algor et Alon [AA89] est définie sorte que
toute paire d’arcs consécutifs ont des couleurs diffei®at que toute paire d’arcs ayant leur extrémité
terminale en commun ont des couleurs différentes.

Dans cette these, nous présentons une nouvelle notiasl@tation d’arcs : larc-coloration orien-
tee

Le graphe repésentatif des arcd’'un graphe orient& (connu dans la littérature sous le nom de
line digraph), noteLD(G), est défini comme le graphe ayant pour sommets I'ensemblards deG
et tel que:e_1>c est un arc d&D(G) si et seulement 'aré est consécutif a I'are dansG.

De méme qu’une aréte-coloration propre d’'un graphe nmt&G est une sommet-coloration de
L(G), il est naturel de définir unarc-coloration orienéed’un graphe orient& comme une sommet-
coloration orientée deD(G). Unek-arc-coloration orienéed’un graphe orient& est donc un ho-
momorphisme déD(G) vers un graphe orientd &k sommets. Lindice chromatique orieitde G,
notéx,(G), est défini comme le plus petit ordked’'un graphe orienté! tel queLD(G) — H.

En terme de coloration, urarc-coloration orienée d'un graphe orient& peut alors &tre vue
comme une applicatiori de 'ensemble des arcs @vers un ensemble de coule@gelle que(i)
pour tous sommets, v,w, si Uv et VW sont des arcs d&, alors ils ont des couleurs differentes(i&}
pour tous sommets, v, w, X, Y, z, Si UV, W, Xy, yZ sont des arcs dé et uv et yz ont la méme couleur,
alorsvw et Xy ont des couleurs differentes.imdice chromatique oriegtde G, est alors défini comme
le plus petit entiek tel queG admet unek-arc-coloration orientée.

L'étude de I'arc-coloration orientée nous a conduit asidérer une extension naturelle de I'étoile
arboricité dirigée introduite par Algor et Alon :&foile arboricié orienge acircuitique En effet,
I'indice chromatique orienté est borné en fonction @¢dile arboricité orientée acircuitique.

Une étoile-coloration orientte acircuitiqued’'un graphe orient& est une applicatiorf de I'en-
semble des arcs dg vers un ensemble de coule@gelle que(i) pour tous sommets, v,w, si UV et
VW sont des arcs d6, alors ils ont des couleurs differentes,) pour tous sommets,v,w, Si Gv et
wv sont des arcs d@, alors ils ont des couleurs differentes(it) le graphe induit par deux couleurs
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ne contient pas de circuit. $C| = k, alors f est unek-étoile-coloration orientée acircuitique &
L étoile arboricié orienge acircuitiquede G, notée ad$ts), est définie comme le plus petit entler
tel queG admet une-étoile-coloration orientée acircuitique.

* k%

Dans ce mémoire, nous étudions trois types de coloratitnsommet-coloration orieég I arc-
coloration orienéeet I'étoile-coloration orierée acircuitique

Dans le premier chapitre de ce mémoire, nous introduisemadtations usuelles de la théorie des
graphes qui seront utilisées dans la suite. Nous praseigalement la plupart des classes de graphes
gue nous considérerons. Enfin, nous définissons quelquiens de colorations déja étudiées dans la
litterature ; nous en profitons pour donner un bref étatatedur ces differentes colorations.

Nous abordons dans le second chapitre la notion de somnuoe&iton orientée et considérons plu-
sieurs familles de graphes. Nous déterminons notammewintdre chromatique orienté des graphes
planaires extérieurs de maillg pour toutg > 4. Nous considérons également le nombre chromatique
orienté des 2-arbres partiels de maille donnée ; nougéeiisons pour toute mailge< 6 et en don-
nons un encadrement pour toute magil& < g < 13. Par ailleurs, plusieurs résultats sont actuellement
connus pour le nombre chromatique orienté des grapheaiparde grande maille ; nous obtenons
une meilleure borne pour les graphes planaires de mailleaism 1. Enfin, de maniére a connaitre
'impact des triangles dans une sommet-coloration ogigntious étudions le nhombre chromatique
orienté des graphes planaires sans cycles de longueurpduri > 5.

Dans le troisieme chapitre, nous introduisons la noti@amadtoloration orientée d’un graphe orienté
G. Nous donnons dans un premier temps un résultat de con@ldgiprobléme qui consiste a décider
si un graphe orient& donné admet unk-arc-coloration orientée est polynomialksk 3 et estNP-
complet sik > 4. Nous bornons ensuite l'indice chromatique orienté erction de parametres déja
étudiés (le nombre chromatique orienté, le nombre chtimme acyclique), puis le nombre chro-
matique orienté en fonction de l'indice chromatique aiéeMNous déterminons par ailleurs I'indice
chromatique orienté des graphes planaires extérieunsadlee g, pour toutg > 3, puis obtenons une
borne supérieure, ainsi qu'une borne inférieure, powtdase des graphes planaires. Nous étudions
également la classe des graphes planaires de grande. faafile nous obtenons une borne supérieure
de lindice chromatique orienté de la classe des grapheggi& au plud, que nous améliorons dans
le cas particulier des graphes de degré au plus trois.

Nous introduisons pour finir la notion d'étoile-colorati@rientée acircuitique dans le quatrieme
chapitre. Nous montrons dans un premier temps qu'il exiatéeam entre cette coloration et I'arc-
coloration orientée : pour tout graphe oriei@ x,(G) < adstG) x 22%{5)~1, Nous déterminons
ensuite I'étoile arboricité orientée acircuitique dgaphes de degré au plus trois, puis étudions ce



Introduction 21

parametre pour les graphes de faible densité. Ces dem@sultats nous permettent d’obtenir alors
des bornes pour I'étoile arboricité orientée acircuig de certaines classes de graphes planaires de
maille donnée. Enfin, nous considérons les 2-arbresetagpbur lesquels nous obtenons une borne
supérieure de I'étoile arboricité orienté acircuigen fonction du degré maximum et du degré entrant
maximum.

* k%

Durant mon séjour pré-doctoral a Oxford, nous avonsénavec I'equipe de combinatoire du
laboratoire de mathématiques, des travaux indépendastsolorations de graphes orientés et portant
sur lacoloration impropre acyclique par liste

De nombreuses variations et extensions de colorations ajghgs ont été considérées dans la
litterature. Les colorationgmpropres(également connues sous le nom de coloratggreralistes
ou relaxeeg sont une généralisation des colorations propres oornéainte consistant a colorier de
facon differente deux sommets adjacents est suppribhéek-coloration t-impropred’un graphe non
orientéG est une partition de I'ensemble des sommetSdak classes de couleuvs, Vs, ...,V telles
que chaque clas$4 induit un graphe de degré au plu€n d’autres termes, chaque sommet possede
au plust voisins ayant la méme couleur que lui. hembre chromatique t-impropr@'un grapheG
est le plus petit entigk tel queG admet unek-colorationt-impropre. Les colorationsimpropres ont
été introduites par Cowel, Cowel et Woodall [CCW86]. Dnirees derniéres années, cette coloration
a été considérée et le probleme qui consiste a boeneorinbre chromatiquieimpropre a été étudié
pour de nombreuses classes de graphes (voir par exempl®TC®3090, Woo04]).

De la méme maniére, Eaton et Hull [EH99] ont générdlisiotion de coloration par listes a la
coloration impropre par listes un graphe non orient€& admet und-liste coloration t-impropre si
pour toute assignation de listéstelle que pour tout sommetnous avongL(v)| > I, il existe une
colorationt-impropre deG telle que la couleur assignéevappartient a la liste de

Enfin, Boiron, Sopena et Vignal [BSV99] ont étendu la notitencoloration acyclique a la notion
de coloration impropre acycliqgueUne k-coloration t-impropre acycliquel’'un graphe non orienté
G est unek-colorationt-impropre qui est acyclique (le graphe ne contient pas déesymicolores
alternés).

En 2002, Borodin, Fon-Der-Flass, Kostochka, Raspaud etr&opnt étudié la notion dmlora-
tion acyclique par listesUn grapheG admet uné-liste coloration acycliqusi pour toute assignation
de listesL telle que pour tout sommetnous avonsL(v)| > I, il existe une coloration acyclique d&
telle que la couleur assignéevappartient a la liste de

Du fait des travaux précédents, il est naturel de définirdtion decoloration impropre acyclique
par listes: un graphe non orient€& admet und-liste coloration t-impropre acycliquai G admet
une L-coloration acyclique-impropre pour toute assignation de listesvec, pour tout sommet
IL(V)| >I.
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Nous avons considéré cette coloration pour la classerdeb@s de degré au plus trois, des graphes
de degré borné et des graphes planaires extérieurspicisément, nous montrons que tout graphe
de degré au plus trois admet une 3-liste coloration aayelitrimpropre (cette borne est optimale).
Nous étudions également le comportement du nombre chigumea-impropre acyclique des graphes
de degré maximunk et obtenons une borne inférieure asymptotique. Nous osshs enfin un
algorithme s’exécutant en temps linéaire permettanbtétair, pour tout graphe planaire extérieur,
une 2-liste coloration 5-impropre acyclique (cette borsieoptimale).

Cette thése étant uniguement dédiée aux colorationgralghes orientés, ces résultats ne se-
ront pas développés ici, mais uniqguement placés en asreous la forme de deux rapports de re-
cherche [EP06, EMPO6].

* k%

Certains des travaux menés durant de cette these on¢ dienréi des publications dans des revues
internationales avec comité de lecture ou lors de conf@® internationales, ainsi qu'a des rapports
de recherches actuellement soumis :

[EMPO6] L. Esperet, C. J. H. McDiarmid, and A. Pinlou. Acyclimproper chossability of
graphs with bounded maximum degree. Manuscrit, mai 2006.

[EPO6a] L. Esperet and A. Pinlou. Acyclic improper chookgbof graphs. InSixth Czech-
Slovak International Symposium on Combinatorics, Grapaofy Algorithms and
Applications Prague, République Tcheque, juillet 2006, Elect. Nate®iscrete
Math.,A paraitre.

[EPO6b] L. Esperet and A. Pinlou. Acyclic improper choofigbof outerplanar graphs. Rap-
port de recherche RR-1405-06, LaBRI, Université Bordehuxai 2006.

[MOPO06] M. Montassier, P. Ochem, and A. Pinlou. Strong dedrchromatic number of planar
graphs without short cycles. Rapport de recherche RR-088Q-aBRI, Université
Bordeaux 1, janvier 2006.

[OPS06] P. Ochem, A. Pinlou, arf. Sopena. On the oriented chromatic index of orien-
ted graphs. Rapport de recherche RR-1390-06, LaBRI, UWsiteeBordeaux 1, avril
2006.

[Pin06] A. Pinlou. On oriented arc-coloring of subcubicna. Elect. J. Comf.13(1), 2006.

[PSO5] A. Pinlou ancE. Sopena. The acircuitic directed star arboricity of pfagi@phs
with large grith. Rapport de recherche RR-1371-05, LaBRiiversité Bordeaux 1,
octobre 2005.

[PS06a] A. Pinlou ané. Sopena. The acircuitic directed star arboricity of sbiicgraphs is
at most four.Discrete Math, A paraitre, 2006.

[PS06b] A. Pinlou anc. Sopena. Oriented vertex and arc colorings of outerplgreghs.
Inform. Process. Lett100(3) :97-104, 2006.



Chapitre 1
Preliminaires

Nous introduisons dans une premiére partie les notatisaslies de la théorie des graphes qui
seront utilisées tout au long de ce mémoire. Ces notaons standards et peuvent étre retrouvéees
dans [Ber87]. Dans une deuxiéme partie, nous présenaguisipart des classes de graphes que nous
considérerons dans la suite. Enfin, dans la derniereepantius définissons quelques notions de co-
lorations déja étudiées dans la littérature ; nousrefitpns pour donner un bref état de I'art sur ces
differentes colorations.

1.1 Notions de base

Un graphe non orieré (simple et sans boucle} = (V(G),E(G)) est constitué d'un ensemble
non vide fini desommetsnotéV (G), et d'un ensemble fini drétes paires de sommets d&G),
noté E(G). On noteuv ou vu la paire de sommet$u,v}. Le grapheG donné en exemple sur la
figure 1.1(a) a pour ensemble de somm&t&) = {v1, V2, V3, Vs, Vs, V6, V7} €t pour ensemble d’arétes
E(G) = {VaV3, VaVe, VoVi7, V3Vy, V4Vs, VaVe, V4V7, VeV7 |

Un graphe oriené H= (V(H),A(H)) est constitué d’'un ensemble non vide finisenmetsnoté
V(H), et d'un ensemble fini dircs couples de sommets, ng&éH ). On notetv le couple de sommets
(u,v). Le graphe orientél donné en exemple sur la figure 1.1(b) a pour ensemble de sYiiiie) =
{V1,V2,V3, V4, Vs, Ve, V7 } €t pour ensemble d’'ares(H) = {VaV3, VoV7, VaVa, VsVa, VeV, VeVa, VeV7, V7Va b

Un graphe orienté est délymétrique si pour tout araiv, le graphe contient également I'ave.

A l'inverse, un graphe orienté eahtisynétriquesi pour tout ardiv existant dans le graphe, I'aii
n'existe pas.

Remarque. Dans la suite, la majorité des graphes considérés selemigraphes orientémti-
synetriques que nous appellerons simplemgnaphes orieréés Pour éviter toute confusion, lorsque
le graphe considéré ne sera pas nécessairement aetigyn, nous parlerons digraphes

Ainsi, un graphe orienté est obtenu a partir d'un graphe omeenté en donnant I'une des deux
orientations possibles a chacune des arétes. Le grajmédi de la figure 1.1(b) est obtenu a partir

23
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V2 V3 V2 V3
\%1 Va4 Vg \%1 Va Vg
) °
\ Ve V7 Ve
(a) Un graphe non orient8. (b) Un graphe orientél.

Fic. 1.1 — Exemples de graphes.

du grapheG de la figure 1.1(a). Nous dirons gtieest uneorientationde G et queG est legraphe
sous-jacentdeH.

Etant donné un arav, un graphe orientél est obtenu & partir d’'un graphe orie@@®arinversion
de I'arc UV si nous supprimons cet arc et le remplacons par I'aretdéinsi, le graphe inversel’'un
graphe orient& est obtenu en inversant tous les arc€xdél est noteG—1.

L’ ordred’un graphe (resp. laille) est le nombre de sommets (resparétesou d’'arcs) du graphe.
Le grapheG de la figure 1.1(a) est d’ordre 7 et de taille 8.

Les définitions qui sont données dans la suite sont, pqulufzart, applicables au cas des graphes
orientés comme au cas des graphes non orientés. Dansderteare, nous le préciserons.

1.1.1 Adjacence

Pour un graphe non orienté et une an@eles sommetsi etv sont appeléegxtrémigésde l'aréte
uv. Les sommetsl et v sontadjacentset I'aréteuv estincidenteaux sommetsi etv. Deux arétes sont
adjacentesi elles possédent une extrémité commune.

Pour un graphe orienté et un amg, le sommetu est appelé@xtremie initiale de I'arc v et le
sommetv est appeléextremié terminalede I'arc Gv. De plus,u est unprédecesseurde v et v est
un successeude u. Cependant, lorsque nous considérerons indifferemiherd ou I'autre des deux
orientations, I'arc relianti & v sera simplement notév (par conséqueniv = Uv ou uv = vtj). Un
arc Uv est unarc sortantdu sommetu et unarc entrantdu sommetv. Deux arcs sonadjacents
s'ils possedent une extremité commune. Deux arcs camgcutifssi I'extrémité initiale de I'un est
I'extrémité terminale de l'autre. Par exemple, les aregt vw sont consécutifs. De plus, nous dirons
queVw est conscutif & UV (attention,uv n'est pas consécutif @t). Si nous considérons le grapkie
de la figure 1.1(b), les aragvz etvavs sont consécutifs (plus précisemevys est consécutif &vs),
alors que les arcVz etv,v7, ou encorenv;, etvsvy, sont adjacents mais pas consécutifs.

1.1.2 Dege d'un sommet, degé d’'un graphe

L'ensemble dewoisinsd’'un sommetv d'un grapheG est notél (v), ou plus simplement (v)
si le contexte fait référence au graphe considéré denfataire. Ledege d’'un sommetv de G, noté
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dg(v) (oud(v)), est égal au nombre de ses voisins, dgitv) = | 'c(V)|. Un sommet de degtée(resp.
au moinsk, au plusk) est unk-sommet (respzk-sommet,=k-sommet). De mé&me, ukvoisin deu
(resp=k-voisin, <k-voisin) est un sommet de dedkgresp. au moing, au plusk) adjacent au.

Lorsque I'on considere un graphe orienté, il est posdilelaiviser I'ensemble des voisins d’'un
sommets en deux sous-ensembles. Pour tout somdien graphe orient&, M'g(v) = (V)W Mg (V)
(union disjointe) oI’ (V) etl" 5 (v) sont respectivement I'ensemble des extrémités teresrags arcs
sortants du sommet(" & (v) = {u€ V(G) | Vi € A(G)}) et 'ensemble des extrémités initiales des arcs
entrants du sommet(T g (v) = {u€ V(G) |tV € A(G)}). De mémedg(v) = d§ (V) +dg (V) oudg (V)
etdg (v) sont respectivement begié sortantdu sommet (dg (v) = [F§(v)|) et ledeg® entrantdu
sommetv (dg (V) = [T g(V)]).

Un sommet tel quedg (v) = 0 est appel&ommet puit§ou simplemenpuits). Inversement, un
sommet tel quedg (v) = 0 est appel8ommet sourcgou simplemensourcg. Finalement, un sommet
de degré zéro est diommet is@; un sommet isolé est donc a la fois un source et un puitss an
grapheG de la figure 1.1(b), le sommeg est un sommet source, le sommgun sommet puits et le
sommetvy; un sommet isolé.

Le degeé maximund’un grapheG, notéA(G), est le maximum de I'ensemble des degrés de tous
les sommets d&. De méme, lalegié minimumde G, notéd(G), est le minimum de 'ensemble des
degrés de tous les sommets@lePour le graph& de la figure 1.1, nous avodgG) = 4 etd(G) = 0.

Un graphe dont tous les sommets ont méme degré egsjraphe Egulier. Un graphe est
k-régulier si tous ses sommets sont de degré

1.1.3 Chemins, cycles et connext

Pour un graphe orienté, urbidne a = (up, Uy, ...,Uy) est une séquence de sommets telle que
UUi1 OU Ui 1U; est un arc pour totte [1,n— 1]. Une chaine qui ne rencontre pas deux fois le méme
sommet (a I'exception éventuelle de ses extrémitésjielementaireUnchemin = [ug, Uy, ..., Uy]
est une chaine particuliére @[t 1 est un arc pour toute [1,n— 1]. Dans le cas non orienté, seule
la notion de chaine est définie.

La longueurd’une chaine ou d’'un chemin est le nombre d’arcs qui la owflestituent. Unek-
chdne (resp.=k-chdne, =k-chdne) est une chaine de longueki(resp. au pluk, au moinsk). De
méme, urk-chemin(resp.=k-chemin =k-chemii est une chemin de longueki(resp. au pluk, au
moinsk).

La distanceentre deux sommetsetv est la longueur de la plus courte chaine reliaatv.

Une chéne alterréea = (ug, Uy, ..., Un) est une séquence de sommets telle GgIE Uy 1, €t
Upi 2 ¢Uni 1 ¢ Sont des arcs pour tout {0,1,..., | 52|} etl € {0,1} fixe.

Un cycleest une chaine élémentaii@, up, . ..,uy) Ol U; = U,. De la méme maniére, wircuit est
un chemin élémentairiel;, Uy, . . ., Uy] olu; = uy. Dans le cas non orienté, seule la notion de cycle est
définie.
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(a) Le graphes. (b) Le grapheH;. (c) Le grapheHs.

FIG. 1.2 — Exemples de sous-graphes.

Une aréte ou un arc reliant deux sommets d'un cycle a distan moins deux sur ce cycle est
appelécorde

La maille d'un grapheG est la longueur minimale d’'un cycle contenu dans ce graple.est
notéeg(G). La maille peut &tre infinie si le graphe considéré ess syucle.

Un graphe est ditonnexe(resp.fortement connejesi toute paire de sommets de ce graphe est
reliée par une chaine (resp. un chemin).

1.1.4 Sous-graphes et composantes connexes

Un grapheH est unsous-graphe partie(ou plus simplement sous-graphe) d'un grajihesi
V(H) CV(G), E(H) C E(G) et toutes les arétes d&(H) ont leurs extrémites dang(H) ; nous
le notonsH C G. Par exemple, si nous considérons les trois graghés etH, de la figure 1.2, nous
avonsH; C GetH, C G.

Un sous-graphél de G est ditpropre s'il est non vide et different du graplt@; on le note alors
HcCG.

Si toutes les arétes d&(G) ayant leurs deux extrémités davisH) sont également daris(H ),
alors le graphéi est le sous-graphe d@&induitparV (H). Dans ce cas, nous le notods= GV (H)].
Par exemple, si nous considérons les trois gra@dd; et H, de la figure 1.2, le graphid; est un
sous-graphe induit d&, alors queH; n’est pas un sous-graphe induit @e

Le sous-graphe d& obtenu en supprimant un sommeet tous les arcs ou arétes incidents a
ce dernier est not&\ {v} (ou plus simplemenG\ v). De méme, le sous-graphe @Geobtenu en
supprimant 'aréte ou I'arav est notéG\ {uv} (ou G\ uv) (notons dans ce cas que supprimer l'aréte
uv n'implique pas la suppression des sommets v). Ces notions s’étendent de maniere naturelle
aux ensembles de sommets, d’arétes ou d’arda/ &t un sous-ensemble W€G), le graphe obtenu
apres suppression de tous les sommetgvdest noteG \ W. De méme, sF est un sous-ensemble
d'arétes de5, le graphe obtenu apres suppression des arétesedenotéG \ F.
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Vi Vo ViV

V1Vs 1 VoV3
Vg V3 m

V5Ve V3V
V3Va
Va V4V5
(a) Le graphes. (b) Le graphd_(G).

FiG. 1.3 — Exemple de graphe représentatif des arétes.

V1 Vo Viva

V5 V3

V4

(a) Le graphes. (b) Le graphe.D(G).

FiG. 1.4 — Exemple de graphe représentatif des arcs.

Une composante connexXgesp.composante fortement conngdun grapheG est sous-graphe
connexe maximal (resp. sous-graphe fortement connexenmagxic’est-a-dire un sous-graphe tel que
tout sous-graphe d& le contenant strictement n’est pas connexe (resp. fortecoemexe).

Un grapheG estk-connexdresp k-aréte-connexek-arc-connexgsi le nombre minimum de som-
mets (resp. arétes, arcs) dont I'elimination réhdon connexe ou le réduit a un sommet unique est
au moinsk. Il est facile de voir que si un graphe é&stonnexe, alors il edt-aréte-connexe.

1.1.5 Graphe repesentatif des aétes / arcs

Le graphe repésentatif des @tesd’'un graphe non orient& (connu dans la littérature sous le
nom deline graph), notéL(G), est défini comme le graphe ayant pour sommets I'ensemblaréées
de G et tel que deux sommets sont adjacents si et seulement fuesadetes correspondantes dans
G sont adjacentes. La figure 1.3 montre un exemple de graphesespatif des arétes.

Le graphe repésentatif des arcd’'un graphe orient& (connu dans la littérature sous le nom de
line digraph), noteLD(G), est défini comme le graphe ayant pour sommets I'ensemblarde deG
et tel quee_f € LD(G) si et seulement si I'aré est consécutif a I'are dansG. Ainsi, si deux arcs de
G ont la méme extrémité initiale ou la méme extrémit@nieale, les deux sommets correspondants
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(@) (b) ()

FiG. 1.5 — Trois représentations du graphe de Petersen.

du graphe représentatif des arcs ne seront pas adjacerfigute 1.4 montre un exemple de graphe
représentatif des arcs.

La notion de graphe représentatif des arétes ou des dngsessotion qui a été largement étudiée
dans la littérature. Nous pouvons notamment nous néddtarticle de Hemminger et Beineke [HB78]
pour plus de détalils.

1.1.6 Homomorphismes, isomorphismes et automorphismes deaphes

Un homomorphismeé’un graphe non orienté (resp. orient@)vers un graphe non orienté (resp.
orienté)H est une applicatiop : V(G) — V(H) telle qued (u)d(v) € E(H) (resp.¢p(u)dp(v) € A(H))
siuve E(G) (resp.uv € A(G)). L'existence d’'un homomorphisme d’'un grapBevers un graphé
est notées — H, et nous noteron& 4 H le fait qu’il n’existe pas d’homomorphisme d&versH.
Ainsi, dans le cas non orienté, un homomorphisme prédadjacence, alors que dans le cas orienté,
il préserve également 'orientation des arcs.

Nous verrons dans la derniere partie de ce chapitre quetignndhomomorphisme est étroite-
ment liee a la notion de coloration.

Pour de plus amples détails, il est possible de se réferéivre de Hell et NeSetfil sur les homo-
morphismes de graphes [HNO4].

Unisomorphismele G versH est une applicatiorh : V(G) — V(H) telle queuv est une aréte (resp.
Uv est un arc) deés si et seulement $p(u)d(v) est une aréte (resp(u)d(v) est un arc) déd. Nous
disons alors qué& etH sont isomorphes et nous le noto@s= H. Par exemple, les trois graphes de
la figure 1.5 sont isomorphes et représentent le graphetdesEe.

Un isomorphisme d& versG est unautomorphisme
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(&) Le graphe (b) Graphe contenant un mi-
complet a 4 neurky.
sommetKy.

FIG. 1.6 — Exemple de graphe contenant un mirk&ur

1.1.7 Graphes mineurs

La contractiond’'une aréteuv d'un grapheG est I'opération qui consiste a remplacer les deux
sommetsl etv par un unique sommet et a relier ce dernier a 'ensemble des voisinsi@t dev.

Un grapheH est unmineurd’un grapheG si H est isomorphe a un graphe qui peut étre obtenu
a partir deG par une série de suppression de sommets, de suppressivates’et de contractions
d’arétes.

Par exemple, le graphe de la figure 1.6(b) contient commeuniagyraphek, de la figure 1.6(a).
En effet, les quatre composantes identifiees a I'aide @g®ms en pointillées correspondent aux
sommets du graphi€s, chacune d’entre elles étant adjacente aux trois autres.

Remarquons que siest un mineur dél etH un mineur deG, alorsl est un mineur dé.

Un certain nombre de classes de graphes peuvent étre&@@es par mineurs exclus. Nous
verrons dans la partie suivante, décrivant certainesetade graphes, quelques caractérisations par
mineurs exclus.

1.2 Quelques classes de graphes

Nous décrivons dans cette partie differentes classegajghgs que nous aurons 'occasion de
rencontrer dans la suite de ce mémoire.

1.2.1 Stables, graphes complets et tournois

Un stableest un ensemble de sommets indépendargsppour tousu,v deux sommets de cet
ensembleu etv ne sont pas adjacents).

A Tinverse, ungraphe complein sommets, not&,, est un graphe non orienté tel que toute paire
de sommets est reliee par une aréte. Ce graphe est ausk appk-clique Par exemple, le graphe
complet a 4 sommets, nokq, est représenté sur la figure 1.6(a).

Dans le cas orienté, uournoi est un graphe orienté tel que toute paire de sommets dsstiret
v sont voisins. Un tournoi est donc une orientation d'un geapbmplet. Les quatre orientations non
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(@) (b) (© (d)

FiG. 1.7 — Les quatre tournois a 4 sommets non isomorphes.

T N

Fic. 1.8 — Exemples de tournois de Paley.

isomorphes du graphe complet a 4 sommets sont donnéesfiyure 1.7.

Le tournoitransitif an sommets, not& T,, est le tournoi défini pa¥ (T T,) = {vo,V1,...,Vnh-1} €t
Vivj € A(TT,) si et seulement $i< j.

Enfin, nous introduisons un dernier type de tournd&s:tournois construite partir de résidus
quadratiques non nul<Ces derniers ont un certain nombre de propriétés qunsdéveloppées plus
loin. Lensemble des résidus quadratiques d’un emtiest 'ensemble des entie@R = {p?(modn),

p € [0,n—1] }. Les tournois que nous considérons ici sont construitsrtirples résidus quadratiques
non nuls QR\ {0}. Soit p un entier premier & = p' une puissance de Siq est de la forme K+ 3,
ke N, le grapheQR, construit a partir des résidus quadratiques non nutpskedéfinit par :

- V(QR) ={0,1,....q-1};

— E(QRy) = {ﬁ) / j—1i (modq) est un résidu quadratique non nulgle
Nous pouvons veérifier que le graplR, ainsi obtenu est un tourndig. QR, ne contient pas d’'arcs
opposeés et chaque paire de sommets est adjacente). Qesig@ont connus sous le nomternois
de Paley Ces tournois ont de nombreuses propriétés intéressanont été frequemment étudiés (voir
e.g. [AS92],[GS71],[Moo068],[RB78])).

Nous pouvons voir sur la figure 1.8 deux exemples de tourrmiBaley. Il n’existe qu'un seul
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f, f3 fa fs

FiG. 1.9 — Exemple d’'arbre.

VAN AN

Fic. 1.10 — Exemple de construction d'un 2-arbre.

résidu quadratique non nul de 3 : I'entier 1 (figure 1.8(&)).revanche, il existe trois résidus quadra-
tigues non nuls de 7 : les entiers 1, 2 et 4 (figure 1.8(b)).

Un tournoiT estarc-transitif si, pour toute paire d’arasv et Xy, il existe un automorphismé de
T tel qued(u) = x et p(v) =y. Fried [Fri70] a observé que les tournois de Paley sontrartsitifs.
En effet, siﬁ> et hk sont des arcs d@R,, alors 'applicationti(x) = (%) X+ (h— %l) est une
permutation envoyant le sommiesur h et le sommetj surk. De plus, Berggren [Ber72] a établit
gu’un tournoi est arc-transitif si et seulement s'’il estourhoi de Paley.

1.2.2 Arbres, foréts

Un graphe ne contenant aucun cycle estfongét Chaque composante connexe d’'une forét est un
arbre. Les sommets de degré 1 sont appéesiles les autres sont les somméiternes Un exemple
d’'arbre est donné sur la figure 1.9 : les somnigts, ..., ig sont les sommets internes alors que les
sommetsfy, fp,. .., fg sont les feuilles.

La notion d’arbre peut se généraliser a la notiok-éebre Unk-arbre est un graphe construit de
facon récursive comme suit :

— le graphe complet Rsommets est uk-arbre ;

— si G est unk-arbre, le graph&’ obtenu en ajoutant un sommetrelié a tous les sommets

d’'unek-clique est urk-arbre.
Il est alors clair qu’un 1-arbre est un arbre. Sur la figuré lrfbus pouvons trouver un exemple de
construction d’'un 2-arbre.

Enfin, unk-arbrepartiel est un sous-graphe d’u@arbre. Nous pouvons noter que la classe des
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2-arbres est une classe équivalente a la classe des grapties-paralleles [Duf65] ou encore a la
classe des graphes sans mini€yr

1.2.3 Les grapheg-partis

Un grapheG est ditp-parti s'il existe une partition d¥ (G) enp partiesvy, Vo, ...V, (i.e, V(G) =
ViuVo ... WV,) telle que chaque aréte ou arc Gea ses extrémités dans deux ensemiest V;
differents.

En particulier, sip= 2, G est un graphéiparti, et siV(G) = XWwY, nous le noton& = (X,Y; E).
Enfin, G est un graphe-parti completsi pour toute paire de partiés etV; (i # j), tout sommet de
Vi est adjacent a tout sommetde Le graphebiparti complet G= (X,Y;E) ou |X| =set|Y| =t est
généralement notks;.

1.2.4 Les graphes planaires et planaires e&tieurs

Un grapheplanaire est un graphe ayant une représentation dans le plan sassncemt d'arétes
(ou d’arc pour un graphe orienté). Par exemple, le gréfhest un graphe planaire car il est possible
de le représenter dans le plan sans croisement.fareeest une région du plan délimitée par un
ensemble d’'arétes et telle que deux points arbitrairegtle egion peuvent étre reliés par un trait ne
rencontrant ni sommets, ni arétes. La seule face dontfacguest infinie est la facexterne Le rang
d’'une facef, notér(f), est la longueur dé, en d’autres termes le nombre d’arétes délimitaritne
face de randk (resp. au moing, au plusk) est unek-face (resp=k-face,<k-face). L'ensemble des
faces d’un graph& est noté&- (G).

Euler a prouvé la relation suivante :

Théoreme 1.1 (Formule d’Euler). Si G est un graphe planaire, n son nombre de sommets, m son
nombre d’aétes et f son nombre de faces, alors

n—m+f=2

Les graphe<Xs et K33 sont les deux plus petits graphes non planaires. De plusatéiuski
[Kur30] a établi la caractérisation suivante des grapitasaires :

Théeoreme 1.2.[Kur30] Un graphe fini est planaire si et seulement s'il eshsanineur K et sans
mineur Kg 3.

Le degé moyen maximumhiun grapheG, noté madG), est le maximum du degré moyen de tous

les sous-graphes d&:
2[E(H)|
V(H)|

Dans le cas des graphes planaires, le degré maximum molyen parametre lié a la maille comme

madG) = max{ ,HC G}

suit ;
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: . _ _ 2
Observation 1.3. Soit G un graphe planaire de maille g. Alarsad G) < ngz

Preuve. Si G est de mailleg, alorsg|F (G)| < 2|E(G)|. Par la formule d’Euler, nous obtenons
29-gV(G)|+gAG)| = gIF(G)| < 2/A(G)|

et par conséquent

29+ (9-2)|AG)| < gV(G)|

2IA(G)[(29+ (9-2)|A(G)]) < 2/A(G)[glV(G)]

2AG)| . 9AG)
V(G)| ~ 29+(9-2)AG)| g-2

Un graphe planairexérieur est un graphe ayant une représentation planaire telleayiselés
sommets du graphe se trouvent sur la méme face. La clasggapg®es planaires extérieurs est une
sous classe de la classe des 2-arbres partiels.

1.2.5 Les graphek-dégenérées

Un grapheG estk-degerére si tout sous-graphél de G contient un sommet de degré au plus
k. Par exemple, une forét est 1-dégénéréek-anbre estk-dégénéré ou encore un graphe planaire
extérieur est 2-dégénéré. De méme, en utilisant iandile d’Euler, nous pouvons vérifier que tout
graphe planaire est 5-dégénéré.

1.2.6 Notations de diférentes classes de graphes

Dans la suite de ce mémoire, nous utiliserons les notatioivantes :
— Dy : la classe des graphes de degré maximum aukplus

— JX: la classe dek-arbres partiels,

- Trg : la classe dek-arbres partiels de maille au moigs

— P :laclasse des graphes planaires,

— Py laclasse des graphes planaires de maille au ntpins

— O :laclasse des graphes planaires extérieurs,

— Og : la classe des graphes planaires extérieurs de maille asmo
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3 2

@G (b) Ks

FiG. 1.11 — Le graph& admet un homomorphisme vefs : G — K.

1.3 Quelgues notions de coloration

Dans cette derniére partie, nous considérons un certaibre de colorations connues dans la
litteérature. Nous donnons leurs définitions ainsi quéades résultats fondamentaux.

Notons gu'il existe de nombreux types de colorations delggague nous n'aborderons pas dans
cette theése. Nous pouvons cependant nous réfereridige de Jensen et Toft [JT95] qui rassemble
une grande majorité de résultats de coloration ainsi @ugothbreux problemes ouverts.

Dans la suiteC = {0,1,...,k— 1} désigne un ensemble &e&ouleurs.

1.3.1 Colorations de graphes non orieris
1.3.1.1 Colorations propres

Une sommet-coloration proprd’'un graphe non orient& est une applicatiori définie suV (G)
telle que pour toute arétey, f(u) # f(v). Sif :V(G) — C, alorsf unek-sommet-coloratiopropre
de G. Le nombre minimum de couleurs nécessaires pour toute strmwioration d’'un graph& est
le nombre chromatiquee G, notéx(G).

Il est assez facile de voir que tout grapBele degré maximum(G) est tel quey(G) < A(G) + 1.
Cependant, Brooks a amélioré cette borne :

Théeoreme 1.4.[Bro41] Soit G un graphe connexe. Si G n’est ni un cycle d’ergnpair, ni un graphe
complet, alor(G) < A(G).

La borne obtenue par le théoreme précédent peut é&bage en considérant le degré minimum
des sous-graphes induits :

Théoreme 1.5 (Halin, 1967).Soit G un graphe k&teréré. Alorsx(G) < k+ 1.

Une sommet-coloration d& peut étre vue comme un homomorphismeGlelans un graphe
complet. En particulier, $6 — K, alorsy(G) < n. De plus, siG 4 K;_1, alorsx(G) = n. Par exemple,
le graphe de la figure 1.11(a) admet un homomorphismekeergn effet, I'applicationf : V(G) —
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V (K3) définie commef (u) =1, f(v) =2, f(w) =1, f(x) =2 et f(y) = 3 est bien un homomorphisme
de G versKs.

Le nombre chromatique a été largement étudié et de reumbigsultats le concernant peuvent étre
trouvés dans la littérature. Nous pouvons notamment leiteélebre résultat de Appel, Haken et Kock
obtenu en 1977 qui affirme que le nombre chromatique de teythgr planaire est au plus 4 [AH77,
AHK77].

Unearéte-coloration proprel’'un graphe non orient& est une applicatiori définie surE(G) telle
que pour tousl, v,w € V(G) tels queuv,vw € E(G), f(uv) # f(vw). Si f : E(G) — C, alorsf est une
k-aréte-colorationde G. Le nombre minimum de couleurs nécessaire pour toute acdbration d’'un
grapheG est l'indice chromatiquede G, notéx’(G). Il apparait clairement qu’une aréte-coloration
propre d’un graph& est une sommet-coloration propre du graphe représedetiarétes (G) deG.
Nous avons dong’(G) = x(L(G)).

Le plus important résultat portant sur ce parametre @st \dizing en 1964 :

Théoreme 1.6.[Viz64] Pour tout graphe G, nous avo§G) < x'(G) < A(G) + 1.

Le théoreme de Vizing permet donc de classifier les graphedeux classes : les grapt@sayant
un indice chromatiqué(G) sont declasse 1 alors que les graphés ayant un indice chromatique
A(G) + 1 sont declasse 2Le probleme qui consiste a déterminer si un graphe siregl de classe 1
ou 2 est un problemiP-complet.

1.3.1.2 Colorations acycliques

Une sommet-coloration acycliqué’un graphe non orient& est une sommet coloration propre
deG telle qu’aucun cycle d& ne soit bicolore. En d’autres termes, une sommet colorate@ est
acyclique si le sous-graphe induit par n'importe quellegéde couleurs est une forég( sans cycle).
Le nombre minimum de couleurs nécessaires pour toute sboutoeation acyclique d’'un graph®
est lenombre chromatique acycliquie G, notéxa(G).

Ce parametre fut introduit et étudié pour la premietis fiar Grinbaum dans [Grii73]. De nom-
breux auteurs, tels que Griinbaum, Mitchem, AlbertsoniBer;, Kostochka ou encore Borodin, ont
essayé de déterminer le nombre chromatique acycligugrdpses planaires. La borne optimale fut
obtenue par Borodin en 1979 :

Théoreme 1.7.[Bor79] Tout graphe planaire est acycliquement 5-colot@ab

Concernant les graphes de faible degré, il est relativefaeile de montrer que tout graphe de
degré maximum au plus 3 est acycliquement 4-coloriabl@ué part, Burnstein a caractérisé le
nombre chromatique acyclique des graphes de degré auystieq

Théeoreme 1.8.[Bur79] Tout graphe de de@ maximum au plus 4 est acycliquement 5-coloriable.

Pour le cas général, Alon, McDiarmid et Reed ont utilise approche probabiliste :
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Théoréme 1.9.[AMR91] Si G est un graphe de dégmaximum), alors Xa(G) = O(A*3) lors-
queA — oo,

Une aréte-coloration acycliqual’'un graphe non orient& est une aréte coloration propre telle
que le graphe induit par deux classes de couleurs est uee f@"nombre minimum de couleurs
nécessaires pour toute aréte coloration acycliqué @st appelé Ihdice chromatique acycliqude
G, notéx,(G).

Actuellement, dans le cas général, la meilleure born@wemour I'indice chromatique acyclique
des graphes de degré au plusst due a Alon, McDiarmid, et Reed :

Théoreme 1.10.[AMR91] Tout graphe de degrmaximum d’au pluA est acycliquemer{tl6A)-aréte
coloriable.

Cette borne supérieure semble particulierement &mgie la borne optimale, mais aussi trés
difficile a améliorer. Alon, Sudakov et Zaks ont d'aillsl&mis la conjecture suivante :

Conjecture 1.11. [ASZ01] Soit G un graphé-régulier. Alors

A+2 siG= Ky,
A-+1 sinon

Xa(G) < {
Récemment, Muthu, Narayanan et Subramanian ont étigacametre pour les graphes de
grande maille et ont alors obtenu de meilleures bornes.

Théeoreme 1.12.[MNSO05] Tout graphe de degrmaximum au pluA et de maille g> 9 est acycli-
quemen{6A)-aréte coloriable.

Finalement, NeSetfil et Wormald ont étudié l'indicer@matique acyclique des graph&gégu-
liers :

Théoreme 1.13.[NWO05] Un graphe akatoire A-régulier est asymptotiguement presqueement
acycliguementA + 1)-aréte coloriable.

Dans le chapitre 4, nous étudions l'indice chromatiqueckiaqye des graphes de faible densité
(plus précisement des graphes de degré moyen maximurlnsié)pat obtenons sa valeur optimale.

1.3.2 Colorations de graphes orier#és

1.3.2.1 Sommet-coloration

La notion de coloration orientée fut introduite en 1994 @Gawurcelle [Cou94]. Unesommet-
coloration orienéed’un graphe orient& est une applicatiori définie suiV (G) telle que
(i) f(u)# f(v)sitvestun arc dé,
(i) f(v)# f(x) siuvetxy sont deux arcs dé tels quef (u) = f(y).
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Si f :V(G) — C, alors f est unek-sommet-coloration orie@e Le nombre minimum de couleurs
nécessaires pour toute sommet-coloration orientée gfapheG est lenombre chromatique orieét
de G, notéxo(G). Si F est une classe de graphes, alors nous définigegdf comme le maximum
des nombres chromatiques orientés pris sur tous les grajghla classé.

De méme que dans le cas non orienté, une coloration egetitin graphe orient& peut-étre
vue comme un homomorphisme @evers un graphe orientd. SiG — H, alors nous dirons qué
admet unéd-sommet-coloration. Le nombre chromatique orienté pleus &tre défini comme la taille
du plus petit graphe orientd tel queG — H. Il apparait donc d’apres la définition d’'une sommet-
coloration orientée que tous les arcs reliant un sommetiéalet un sommet colori¢ seront orientés
dans la méme direction : soit tous ideers j, soit tous dgj versi. En effet, le graphe ciblel, qui est
un graphe orienté, ne contient pas d'arcs opposeés.

Le nombre chromatique orienté de nombreuses classes pleegra été considéré dans la littera-
ture et un grand nombre de résultats sont actuellementusoious en citerons certains dans le
chapitre 2, avant d’étudier le nombre chromatique oeeid certaines classes de graphes telles que
les graphes planaires extérieurs, les 2-arbres partiedscore les graphes planaires de maille donnée.

1.3.2.2 Arc-coloration

En parcourant la littérature, nous pouvons rencontrderdifts types de colorations d'arcs de
graphes orientés. Nous donnons ici la définition de queslqunes d’entre elles.

En 1972, Harner et Entringer [HE72] introduisent I'arcaraltion d’un graphe orient& comme
étant une applicatio définie surA(G) vérifiant que pour tous,v,w € V (G) tels quetv, W € A(G),
f(Tv) # f(Wh). Il est facile de voir que I'arc-coloration d’un graphe miie G est une sommet-
coloration (non orientée) du graphe sous-jacentdés).

Harner et Entringer ont notamment étudié cette arc-atitam pour les tournois. Depuis, d’autres
auteurs se sont intéressés a cette coloration. Enplégtid?oljak et Rold [PR81] ont amélioré certains
résultats de Harner et Entringer. Récemment, Bessy, th&irmelé [BHBO6] ont considéré cette
arc-coloration et ont obtenu des bornes en fonction duedegtfant maximum et du degré sortant
maximum du graphe.

En 1989, Algor et Alon [AA89] ont introduit la notion @étoile arboricié dirigée (directed star
arboricity en anglais) d’'un graphe orien@® définie comme le nombre minimum de forét&tdiles
sourcesarc-disjointes nécessaires pour couiG) (uneforét d’étoiles sourcegst une forét dont
toutes les composantes connexes sont des étoiles sotiesisa-dire des étoiles dont les arcs sont
orientés du centre vers les feuilles). Cette notion d’'aciié peut étre définie en terme de partition
des arcs ou d’arc-coloration. UReetoile-coloration dirigged’'un grapheG est une partition dé\(G)
enk foréts d'étoiles sourceBy, F,...,F. De facon équivalente, urleétoile coloration dirigée est
unek-coloration deA(G) telle que
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(i) pour tousu,v,w € V(G) tels queuv, W € A(G), f(

(i) pour tousu,v,w € V(G) tels quetv,wv € A(G), f(Tv) # f(Wv).

~

Dans le chapitre 3 de ce mémoire, nous introduisons un @outge d'arc-coloration : drc-
coloration orienée Dans le cas non orienté, une aréte-coloration d’'un gragam orientéG est une
sommet-coloration dé&(G). Dans le cas orienté, nous pouvons, de la méme maniéfirdine
arc-coloration orienéed’un graphe orient& comme une sommet-coloration orientéeld¥G).

En d’autres termes, uragc-coloration orienéed’un graphe orient& est une applicatio définie
surA(G) telle que

(i) pour tousu,v,w € V(G) tels quetv, v € A(G), f(TV) # f (W),

(i) pour tousu,v,w,x,y,z € V(G) tels queliv, v, Xy, yz € A(G) et f (V) = f(yz), (W) # f(Xy).
Si f:A(G) — C, alorsf est unek-arc-coloration orienéede G. L indice chromatique orieitde G,
notéx,(G), est le plus petit entiek tel queG admet unek-arc-coloration orientée.

En termes d’homomorphismes, uk@rc-coloration orientée d’'un graphe orie@&st un homo-
morphisme d&.D(G) vers un graphe orientd ak sommets. SLD(G) — H, alors nous dirons qué
admet uneH-arc-coloration.

Nous pouvons remarquer que l'arc-coloration définie pankiaet Entringer (voir ci-dessus) est
une version faible de notre arc-coloration ou la conditibhn’est pas nécessairement vérifiée.

Nous considérerons dans le chapitre 4 également une lilmaegon de partition d’arcs de graphes
orientés I' étoile arboricié orienge acircuitique Cette notion découle de la notion d’étoile arboricité
dirigée introduite par Algor et Alon [AA89] a laquelle ne@wjoutons une contrainte supplémentaire
('acircuicité). L'étoile arboricie orienée acircuitiqued’'un graphe orientés, notée adsG), est
définie comme le nombre minimum de foréts d'étoiles sesirarc-disjointes nécessaires pour cou-
vrir A(G) de telle sorte que I'union de deux telles foréts ne congepas de circuit. Nous dirons
gu’un graphe orient& admet unek-étoile-coloration orientée acircuitique, ou plus siempent une
k-adst-coloration, si ad&b) < k.

Notre motivation principale lorsque nous avons introditalile arboricité orientée acircuitique
était I'obtention de bornes pour I'indice chromatigueeoie. Nous développons ce point dans le
chapitre 4 avant d’étudier I'étoile arboricité oriertacircuitique de certaines classes de graphes.



Chapitre 2

Sommet-coloration orienee

Une sommet-coloration propre d’'un graphe non orightést une applicatiorf : V(G) — C (ou
C est un ensemble de couleurs) telle dgue) # f(v) siuve E(G). Si |C| =k, alors f est unek-
sommet-coloration propre d& Cette coloration peut étre également vue comme un honitismne
deG vers le graphe compléty ak sommets. Le nombre chromatique est alors le plus petitreatigd
que G admet une&k-sommet coloration propre. Il correspond &galement as pétit entierk tel que
G — K.

Cette notion de sommet-coloration peut étre étendue sawgenté. Elle a été considérée pour
la premiere fois par Courcelle en 1994 dans [Cou94]. Bmmmet-coloration oriebed’'un graphe
orientéG est un homomorphisme d&vers un graphéi. Le nombre chromatique orie@tdu graphe
orientéG, notéx(G), est défini comme le plus petit entietel qu'il existe un graphe orientd ak
sommets tel qu& — H. Un tel graphe orientél est alors appelgraphe cibleet ses sommets sont
appelésouleurs on dit alors qués estH-sommet-coloriable.

Une sommet-coloration orientédede G doit alors satisfaire les deux conditions suivantes :

(i) f(u)# f(v) siuve A(G),
(i) f(v)# f(x) siuv,xy € A(G) et f(u) = f(y).

Observons par exemple le graphe de la figure 2.1(a) : ce gahet une 7-sommet-coloration
orientée. Nous pouvons en effet vérifier que la sommaedratibn orientée proposée sur la figure sa-
tisfait bien le fait que deux sommets adjacents obtiennestadbuleurs distinctes et que s'il existe
un arc reliant un sommet coloré&a un sommet colori®, alors il n'existe pas d'arc reliant un som-
met coloriéb a un sommet colorié. Cette sommet-coloration orientée n’est cependant pEpale ;
nous pouvons effectivement remarquer que ce graphe adsmnbiet-coloration orientée (voir la
figure 2.1(b)). Cette 5-sommet-coloration orientée esfamturrence optimale en nombre de cou-
leurs : il n'est pas tres difficile de vérifier que quatre leous ne suffisent pas pour satisfaire les deux
conditions(i) et (ii) ci-dessus.

Unek-sommet-coloration orientée dzest donc une partition des sommets@enk ensembles
V1, Vs, ...,V indépendants tels que pour toute paired’entiers,i # j, les arcs présents eniveetV;

39
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2 2
1 7 1 1
2 5 5
6 4
(a) Exemple d’'une sommet- (b) Exemple d’'une sommet-
coloration orientée. coloration orientée optimale.

FiG. 2.1 — Deux exemples de sommet-colorations orientéesatnangraphe.

FIG. 2.2 — Une 5-sommet-coloration orientée du circuit a dammet<s.

sont orientés dans la méme directid®.(soit tous les arcs vont dé versV;, soit tous les arcs vont
deV; versV,).

Le nombre chromatique orie@d’un graphe orient&, notéx,(G), est donc le plus petit entidr
tel queG admet un&k-sommet-coloration orientée. Pour le grafghele la figure 2.1(b), nous avons
Xo(G) = 5. Pour un graphe non orieritg xo(H) est défini comme le maximum des nombres chroma-
tiques orientés pris sur toutes les orientation&dBe plus, siF est une classe de graphes, le nombre
chromatique orient&,(J) de F est défini comme le maximum des nombres chromatiques esent
pris sur tous les graphes de

Notons que d’apres la conditidim), une sommet-coloration orientée est une sommet-coborati
propre :X(G) < Xo(G) pour tout graphe orient&. De plus, il est clair que, d’aprés la conditioin),
les trois sommets constituant un 2-chemin nécessiterduchane couleur differente. Ainsi, si nous
considérons le circuit a cing somme&ls (voir la figure 2.2), toute paire de sommets appartient a un
2-chemin ; les couleurs des sommetsOgaloivent donc étre deux a deux distinctes et toute sommet-
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coloration orientée nécessite cing couleurs.

L'étude de la sommet-coloration orientée est souvens plomplexe que celle de la sommet-
coloration propre (non orientée). En effet, dans le casar@nté, les contraintes de coloration sont
locales : il suffit de considérer le voisinage d’'un sommairpgavoir s'il est possible d’utiliser une
couleur donnée pour le colorigk.I'inverse, dans le cas orienté, les contraintes sontajxh: lorsque
nous voulons colorier un sommet avec une couleur donnée, duffit pas de veérifier les couleurs
présentes dans le voisinage du sommet, nous devons emrsi€s couleurs de chacun des sommets
du graphe pour étre sir de ne pas contredire la conditipn

Le nombre chromatique orienté de nombreuses classesputgegra été considéré dans la littérature.
En particulier, certaines bornes (supérieures et/cerigtires) sont connues pour le nombre chroma-
tique orienté des graphes de degré borné [KSZ97, Vig20H|, dek-arbres partiels [Sop97], des
graphes planaires de maille donnée [BI05a, BI05b, BRI, Och04, RS94, Sop02], des graphes pla-
naires extérieurs [HDO5, NRS97, Sop97], des grilles xdimensions [FRR03, ST04], des graphes
de Halin [HDS06] ou encore des graphes de subdivision [Wpd@8us pouvons retrouver dans
[Sop01] un recueil des résultats les plus importants ssofamet-coloration orientée.

Certains de ces résultats seront présentés dans lalsuteapitre.

Les trois premieres parties de ce chapitre sont consaéréa sommet-coloration orientée. Plus
précisément, nous considérerons le nombre chromatigaaté des graphes planaires extérieurs de
maille donnée, des 2-arbres partiels de maille donnéesajiiphes planaires de grande maille. Finale-
ment, la derniére partie est consacrée a la notion de sdrootoration orientééorte : nous définirons
cette notion et donnerons quelques résultats obtenuslpaolasse des graphes planaires sans cycles
de longueurs données.

Les résultats concernant la sommet-coloration oriefuée des graphes planaires sans cycles de
longueurs données sont sous forme d’un rapport de reah@BPO06], alors que ceux portant sur le
nombre chromatique orienté des graphes planaires eutérsont publiés dariaformation Proces-
sing LetterdPS06b].

2.1 Les graphes planaires exrieurs

2.1.1 Presentation

Rappelons qué désigne la classe des graphes planaires extérieurs églésigne la classe des
graphes planaires extérieurs de maille au mgins

Sopena a montré en 1997 que les 2-arbres partiels, claggaglees contenant les graphes pla-
naires extérieurs, ont un nombre chromatique orienté glas 7 [Sop97]. De plus, cette borne est
optimale puisqu’il a exhibé le graphe planaire extéri@ude la figure 2.3 nécessitant exactement 7
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FIG. 2.3 — Graphe planaire extérieGravecy(G) = 7.

up uz us Ug
Y Y Y Y
Vi D Vo D V3 D V4
FIG. 2.4 —Une grilleG € §(2,4) avecy,(G) = 6. FIG. 2.5 - Un exemple d'arbre épais.

couleurs pour toute sommet-coloration orientée. En dffete paire de sommets de ce graphe appar-
tient & un 2-chemin, ce qui implique que tout sommet doifrades couleurs distinctes de celles des
autres sommets.

L'ensemble des grilles orientées Bgnes etj colonnes est notg(i, j). Uneéchelleest une grille
a deux lignes ou deux colonnes (le graphe de la figure 2.4neskemple d’échelle). Uarbre épais
est un graphe obtenu par intersection de plusieurs éshalizontales et verticales de telle sorte qu'il
n'existe pas deux échelles horizontatéset H, qui croisent chacune deux échelles verticaest\Vs,

(un exemple d’arbre épais est donné sur la figure 2.5). Méotle plus que, pour tout> 1, la classe
des grillesS(2,n) est une sous-classe g, de méme que la classe des arbres épais est également une
sous-classe dég,.

Fertin, Raspaud et Roychowdhury [FRRO03] se sont inteseasa'nombre chromatique orienté de la
classe des arbres épais. lls ont montré que tout graphettdectasse admet une 6-sommet-coloration
orientée ; de plus, ce résultat est optimal puisqu’ilspyotuvé que la grill&s € §(2,4) de la figure 2.4
(qui est un arbre épais) est telle gugG) = 6. Il en découle alors que€ Xo(04) < 7.

Finalement, pour toute maillg > 3, NeSetfil, Raspaud et Sopena [NRS97] ont construit des
graphes planaires extérieudg de mailleg tels quexo(Og) > 5.

Nous avons regroupé les bornes inférieures et supésetonnues pour les graphes planaires
extérieurs de maille donnée dans le tableau 2.1.
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H Maille ‘ Borne inférieure‘ Borne supérieuré{

3 Xo(0) > 7 Xo(0) <7
4 Xo(O4) > 6 Xo(04) <7
9>5 | Xo(Og) >5 Xo(Og) <7

TAB. 2.1 — Résultats connus pour le nombre chromatique eriées graphes planaires extérieurs de
maille donnée.

Le résultat suivant nous donne une caractérisation aamplu nombre chromatique orienté des
graphes planaires extérieurs de maille donnée :

Théoreme 2.1.
1. Xo(O4) =6;
2. Xo(Og) =5 pour tout g, g> 5.

La borne que nous obtenons pour les graphes planaireseextée maille 4 généralise donc le
résultat de Fertiet al.[FRR0O3] concernant les arbres épais.

2.1.2 Reésultats preliminaires

Pour obtenir les bornes supérieures du théoreme 2.%,ailmns prouver que les graphes planaires
extérieurs correspondants sdrsommet-coloriables pour un certain touroiEn I'occurrence, les
deux tournois qui seront utilisés sont dessinés sur ladigLé.

Notons que le tourndis est un tournoi circulant et que, par conséquent, il est settransitif. De
plus, Borodin, Kostochka, NeSetfil, Raspaud et Sopehanontré que ce tournoi possede la propriété
suivante :

Proposition 2.2. [BKN*99] Pour toute paire de sommetswe V (Ts) (non recessairement distincts),
il existe une 4-chime reliant u et v pour chacune des 16 orientations possithlese telle 4-chéne.

Notons que le résultat de Fertint al. [FRRO3], a savoir tout arbre épais admet une 6-sommet-
coloration orientée, est obtenu en montrant que tout gr&le cette classe admet un homomor-
phisme verdlg en s'appuyant sur la propriété suivante :

Proposition 2.3. [FRRO03] Pour toute paire de sommetsvie V (Tg) distincts, il existe une 3-cfiae
reliant u et v pour chacune des 8 orientations possibleseltetie 3-chéne.

Cette propriété n'est pas suffisante pour nous permeétngrouver notre résultat. Grace a une
analyse au cas par cas, nous pouvons obtenir une propliistéorte deTg :

Proposition 2.4. Pour toute paire de sommetswe V(Tg) (non recessairement distincts), il existe
une 3-chane reliant u et v pour chacune des 8 orientations possiblasedtelle 3-chéne.
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1 1 2
5 2
6 3
4 3
5 4
(a) Le tournoiTs. (b) Le tournoiTs.

FIG. 2.6 — Deux graphes cibles.

Finalement, nous nous appuierons sur la propriété sievdes graphes planaires extérieurs de
grande maille :

Proposition 2.5. Tout graphe planaire egtieur G de maille au moins g avé¢G) > 2 contient une
(g—1)-chane dont les sommets internes sont des 2-sommets.

Preuve. Tout graphe planaire extérieur contient au moins une Faegljacente a au plus une face
interne. Sachant qué est un graphe planaire extérieur, deux faces adjacent&sneéepeuvent avoir
au maximum qu'une seule aréte en commun. Seit|F| > g et soituvy,vivo,...,vi_ow lesl — 1
arétes délimitanf qui sont incidentes a la face externe. Le gra@eontient donc unég— 1)-chaine
constituée de 2-sommets. O

2.1.3 Preuve du tleoreme 2.1

Dans chacune des deux preuves suivantes, nous supposibegigteé un contre-exemple minimal
H au theoréme considérég| le grapheH n’est pasl -sommet-coloriable pour un certain tourrio.
Nous réduisons alofid & un graphe plus petit’ (i.e. |V (H)|+ |A(H)| > [V (H')[+ |A(H")]). Par mi-
nimalité deH, le grapheH’ admet unél -sommet-coloratiorf qui est aussi un&-sommet-coloration
partielle deH, c’est-a-dire une sommet-coloration uniquement défnieun sous-ensemble de som-
metsV’ deV (H). Nousétendonslors f au grapheH : les sommetsi € V(H’) (i.e.les sommets déja
coloriés) conservent leurs couleurs déhet nous expliquons comment défirfifu) pour tout sommet
ueV(H)\V(H’) dans maniere a ce guesoit uneT-sommet-coloration du graphe. L'existence
d’'une telleT-sommet-coloratiorf prouve queH ne contient pas certaines configurations spécifiques.
Cet ensemble de configurations nous conduira finalemenrg aamtradiction.

Preuve du theoreme 2.1(1)Nous prouvons dans un premier temps qu@94) < 6. Pour cela, nous
montrons que tout graphe planaire extérieur de maille amsbadmet un homomorphisme vers le
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FIG. 2.7 — Le tournoily.

’

tournoi Tg de la figure 2.6(b). Soi un contre-exemple planaire extérieur minimal (en terme-d
clusion comme sous-graphe) de maille au moins 4 n"admettst’homomorphisme vefig. Nous
montrons qued ne contient pas de 1-sommet ni deux 2-sommets adjacents.

1. Supposons quE contienne un 1-sommet Alors, par minimalité deH, le graphe planaire
extérieurH’ = H \ u de maille au moins 4 admet ufig-sommet-colorationf. Puisque tout
sommet deTg possede au moins deux prédécesseurs et au moins dewesseacs,f peut
facilement &tre étendueti

2. Supposons maintenant gtk contienne une 3-chaingi,v,w,x) telle qued(v) = d(w) = 2.
Alors, par minimalité deH, le graphe planaire extériett’ = H \ {v,w} de maille au moins
4 admet undélg-sommet-coloratiorf. D'apres la proposition 2.4, pour tout couple de couleurs
(f(u), f(x)) et pour toute orientation de la 3-chaiqgev,w,x), il existe au moins une couleur
f(v) pourv et au moins une couleunw) pourw. La colorationf peut donc étre étendue-h

D’apres la proposition 2.5, tout graphe planaire extérige maille au moins 4 et de degré mi-
nimum 2 contient deux 2-sommets adjacents : nous obtenomsamtradiction, ce qui permet de
conclure pour la borne supérieure.

Pour compléter notre preuve, nous redonnons ici la preaveedtin, Raspaud et Roychowdhury
dans [FRRO3] montrant que la grille orient€ec §(2,4) de la figure 2.4 est telle que,(G) > 6.
Supposons qu& admet une 5-sommet-coloration orientteNous pouvons voir aisement que les
quatre sommets, Uy, V1 et v, nécessitent des couleurs distinctes : sans perte deajéménous
posonsf (up) =1, f(up) = 2, f(v1) =3 et f(v») = 4. A présent, le sommeg peut-&tre colorié avec les
couleurs 3 ou 5. Supposons giigiz) = 3. Dans ce cas, nous avons nécessairerh@gl = 5 et nous
n'avons plus de couleur disponible paur Donc f (uz) = 5. Dans ce cas, nous avons nécessairement

f(vz) =1 et nous n'avons plus de couleur disponible pourAinsi, Xo(G) > 6.
O

Preuve du theoreme 2.1(2) Nous commencons par prouver gugOg) < 5 pour toutg, g > 5.
Notons qu'il suffit de considérer le cgs=5 puisquedg C Os pour toutg > 5. Plus précisement, nous
prouvons que tout graphe planaire extérieur de maille amsrtbadmet un homomorphisme vers le
tournoiTs de la figure 2.6(a).
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SoitH un contre-exemple planaire extérieur minimal (en terniectiision comme sous-graphe)
de maille au moins 5 n'admettant pas d’homomorphisme Wgrslous montrons quel ne contient
pas de 1-sommet ni de 4-chaine constituée de 2-sommets.

1. Supposons quE contienne un 1-sommet Alors, par minimalité deH, le graphe planaire
extérieurH’ = H \ u de maille au moins 5 admet urflg-sommet-colorationf. Puisque tout
sommet dels possede deux prédécesseurs et deux succes$euest facilement étre étendue
aH.

2. Supposons maintenant gdecontienne une 4-chaine dont les sommets inteungset w sont
des 2-sommets. Alors, par minimalité He le graphe planaire extériett’ = H \ {u,v,w} de
maille au moins 5 admet urig-sommet-coloratiorf. D’apres la proposition 2.2 peut étre
étendue & .

Nous obtenons donc une contradiction grace a la propasztis.

Dans [NRS97], NeSetfil, Raspaud et Sopena ont conspoiit; toute mailleg, g > 3, un graphe
planaire extérieuGy de maille au moing tel quexo(Ggy) > 5. Pour compléter notre preuve, nous
redonnons ici cette construction.

Soit Py une chaine alternée|d] sommets et, soientetv les deux extrémités d@y. Le graphe
Gy est alors construit comme suit : s@i, Xy, ..., Xp,X1] un circuit ap > g sommets, tel que # 0
(mod 3. A chaque sommet;, nous attachons deux copies Bgen identifiant les deux sommaeis
avecy; et en ajoutant un arc (de n'importe quelle direction) liaast leux sommets Le grapheGy
ainsi obtenu est clairement de maileou g+ 1. Sachant qué&g contient unp-circuit avecp # 0
(mod 3), nous pouvons remarquer que si nous voulons colorier céngrapec quatre couleurs, le
tournoi T a quatre sommets tel qu& — T doit contenir un 4-circuit, et par conséqudne= T, (le
graphe de la figure 2.7). De plus, pour tout homomorphi$m&gy — T4, un des sommetg au moins
satisfaitf (x) = 3. Il est alors facile de vérifier que les dessommets des chemins attachég sont
coloriés de la méme couleur, a savoir 0 ou 3 dépendars parlté de[%j. Puisque ces deux sommets
sont joints par un arc dariy, nous obtenons la contradiction requise. O

Grace au résultat de Sopeng(©3) = 7, [Sop97]) et aux deux théoremes que nous venons de
prouver, Nous connaissons a présent, pour tout egtieB, la valeur exacte du nombre chromatique
orienté des graphes planaires extérieurs de nmille

2.2 Les 2-arbres partiels

2.2.1 P esentation

Rappelons qu’un 2-arbre partiel est un graphe sans mig{@galement connu dans la littérature
comme graphe séries-paralelle) et que la classe deg@sarhrtiels contient strictement la classe des
graphes planaires extérieurs.
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Rappelons qué? désigne la classe des 2-arbres partiels eﬂéueprésente la classe des 2-arbres
partiels de maille au moirg

Comme dit precedemment, Sopena [Sop97] a prouvéxg(i®) = 7; le nombre chromatique
orienté des 2-arbres partiels (de maille 3) est donc agaloanbre chromatique orienté des graphes
planaires extérieurs (de maille 3). Par ailleurs, Boragtiml. [BKN 799] ont montré queo(P14) <
5 (Py désigne la classe des graphes planaires de maille au mpietsNeSetfil, Raspaud et So-
pena [NRS97] ont montré que,(Og) > 5 pour toutg > 3; sachant qu& C T C P, nous avons
Xo(T%,) = 5. D’aprés ces deux résultats, ainsi que les résult@&siqus avons obtenus pour les graphes
planaires extérieurs dans la partie préecédente, noemoihs les bornes que nous avons regroupées
dans le tableau 2.2.

H Maille ‘ Borne inférieure‘ Borne supérieuré‘

3 Xo(T?) >7 Xo(T?) <7
4 Xo(T%) > 6 Xo(T2) <
5<g<13 Xo(Tg) Xo(Tg) <7
g>14 Xo(ng) XO(TS) <5

TAB. 2.2 — Résultats connus pour le nombre chromatique eridet 2-arbres partiels de maille
donnée.

Nous améliorons ces résultats dans le théoréme suivant

Théoreme 2.6.
1. XO(T‘%) =7
2. Xo(T5) =6pour5<g<6;
3. 5< Xo(T2) < 6pour7<g< 13,

Nous prouvons ces résultats en utilisant les mémes méshgue celles utilisées dans les preuves
de le partie précédente.

2.2.2 Reésultats preliminaires

Lih, Wang et Zhu [LWZO03] ont donné une propriété struetle des 2-arbres partiels comme suit.
Pour un graph& et un sommet € V(G), nous notons :

Dg(v) = [{ue V(G) tel que[dg(u) > 3 etuve A(G)]
ou[3weV(G), ds(w) =2, uwwve A(G)]}.

Lemme 2.7. [LWZ03] Soit G un 2-arbre partiel. Alors, au moins une desrafféitions suivantes est
satisfaite :
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(d) (e)

FIG. 2.8 — Les cing configurations possibles du lemme 2.7.3 dyég > 3 etDg(v) < 2.
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W1

FIG. 2.9 — Un 2-arbre partiel de maille 4 et de nombre chromatarienté 7.

1. 5(G) <1;
2. il existe deux 2-sommets adjacents ;

3. il existe ur¥3-sommet v tel que §v) < 2. (voir la figure 2.8)

Nous pouvons alors immédiatement faire la remarque sigvan

Remarque 2.8. Un 2-arbre partiel de maille au moins 5 contiertaessairement soit un 1-sommet,
soit deux 2-sommets adjacents.

Preuve. SoitG un 2-arbre partiel de maille au moins 5. Le grahee peut contenir dé3-sommet
vtel queDg(v) < 2. En effet, chacune des cing configurations induites paelsotmmet contiennent
un 4-cycle (voir la figure 2.8). Par conséquent, d’aprdsiteme 2.7 G contient nécessairement soit
un 1-sommet, soit deux 2-sommets adjacents. O

2.2.3 Preuve du tleoréme 2.6

Preuve du theoreme 2.6(1).

Sachant qugo(T%) = 7, nous en déduisons qxg(T3) < 7. Il nous suffit donc de construire un
2-arbre partiel de maille 4 ayant un nombre chromatiquent#&i@ : c’est ce que nous montrons pour
le 2-arbre parties de la figure 2.9.

Supposons qué admette une 6-sommet-coloration orienfe€lairement, les couleurs des som-
metsu, wy, W», W3, Wy, v doivent étre deux a deux distinctes. Sans perte de gi@émous pouvons
supposer qué(u) =1, f(v) =2, f(wy) =3, f(wp) =4, f(w3) =5etf(wy) =6.
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Supposons premierement gligv) = 3 (resp.f(w) = 4). Alors, les deux sommets etv, (resp.
vy etvs) doivent obtenir des couleurs differentes ; or les deukesecouleurs disponibles sont 2 et 5
(resp. 2 et 6). Par conséquent, nous aurons un arc@aglgant un sommet colorié 2 vers un sommet
colorié 1 (resp. de 1 vers 2). Maintenant, les somnogtst us (resp.u, et uz) doivent avoir des
couleurs distinctes ; or les deux seules couleurs dispssdmnt les couleurs 1 et 6 (resp. 1 et 5). Nous
obtenons une contradiction puisque nous aurons un arc@aekant un sommet colorié 1 vers un
sommet colorié 2 (resp. de 2 vers 1).

Les cas restant(w) = 5 et f(w) = 6 conduisent & une contradiction de la méme maniere

Preuve du theoreme 2.6(2).

Nous prouvons dans un premier temps guJ2) < 6. Pour cela, nous montrons que tout 2-arbre
partiel de maille au moins 5 admet un homomorphisme versitatoTg de la figure 2.6(b). Sold un
contre-exemple minimal (en terme d’inclusion comme saagige) de maille au moins 5 n'admettant
pas d’homomorphisme velg. Nous montrons quid ne contient pas de 1-sommet ni deux 2-sommets
adjacents.

1. Supposons qukl contienne un 1-sommet Alors, par minimalité deH, le 2-arbre partiel
H’ =H \ u de maille au moins 5 admet ufig-sommet-coloratiorf. Puisque tout sommet de
Ts possede au moins deux prédécesseurs et au moins deesselsf peut facilement étre
étendue & .

2. Supposons maintenant gdecontienne deux 2-sommets adjacengsw. Alors, par minimalité
deH, le 2-arbre partieH' = H \ {v,w} de maille au moins 5 admet uiie-sommet-coloration
f. D’apres la proposition 2.4f, peut étre étendueld.

D’apres la remarque 2.8, tout 2-arbre partiel de maille ainm5 et de degré minimum 2 contient
deux 2-sommets adjacents : hous obtenons une contragdicéiaui permet de conclure.

Pour terminer la preuve, il suffit de construire un 2-arbmeiglede maille 6 et de nombre chroma-
tique orienté au moins 6.

SoitH le graphe construit a partir de deux sommegsw, appelés sommeexternesen ajoutant
entre ces sommets les huit 3-chaines possibles (voir leefigd0(a)). Les seize sommets differents
dev etw sont appelés sommetgernes

Nous construisons alors le grapfiede la maniere suivante. Nous prenons deux copiell de
notéesH; etH,. Les sommets externes dk (resp.Hy) sont notéss, etw (resp.v, etw,) alors que
les seize sommets internes sont nat€s..,rg, sy, ...,Sg (resp.ty,...,tg, Uy, .., ug). Nous identifions
les deux sommets; et v, en un unigue sommet Nous ajoutons également un arc entreet we.
Finalement, nous prenons trente-deux copieblddisonsH;, H5, ..., H%,. Les sommets externes de
H/ sont notés/ etw!. A chacun des seize sommets internedHdeet H,, nous associons un graphe
H/ et identifionsv; & ce sommet. Nous obtenons alors le gra@hue la figure2.10(b). Nous pouvons
aisément vérifier que ce graphe est bien un 2-arbre pédtigeiaille 6.
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(b) Un 2-arbre partieG de maille 6 aveo(G) = 6.

FiIG. 2.10 — Principe de construction d'un 2-arbre pa®@ale maille 6 tel queo(G)

6.
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1 1
| | 5@2 5@2
3 4 3 4 3

@) (b) (c)

1 1
5@2 5@2
4 3 4 3

(d) (e)

FiG. 2.11 — Les cing tournois non isomorphes a cing sommets memant ni source ni puits.

Supposons tout d'abord que le grapBale la figure 2.10(b) admette une 4-sommet-coloration
orientée. Le graph& contient un circuit & sept sommeis;, Wy, up,t1,V,S1,r1,W1]. Puisque % 0
(mod 3), s'il existe un tournoiT a quatre sommets tel qu& — T, alors ce tournoi doit contenir
un circuit de longueur quatre. Il existe quatre tournois remmorphes a quatre sommets (voir la
figure 1.7), mais un seul contient un circuit de longueur iguale tournoiT, de la figure 2.7. Cepen-
dant, il est facile de vérifier qu'il n’existe pas de pairestenmetsa et b dans ce tournoi tels qu'il
existe une 3-chaine les reliant pour chacune des huittatiens possibles, ce qui est obligatoire pour
colorier les sous-graphé$/ deG.

Par conséqueny,(G) > 5. Supposons qu'il existe un tournbia cing sommets tel qué — T et
soit f : V(G) — V(T) 'homomorphisme correspondant. Nous pouvons premieneenstater que
le grapheG ne contient ni source, ni puits. Le tournbine doit donc contenir ni source, ni puits. En
effet, siT contient un source ou un puits, alors cette couleur ne geriuélisée pour colorie6. Le
grapheG admet donc une 4-sommet-coloration orientée, ce qui edittia remarque précédente.

Il existe douze tournois a cing sommets non isomorphes sailement cing ne contiennent ni
source, ni puits : ces cing tournois sont représentésadigure 2.11. Pour chacun de ces tournois, un
test par ordinateur nous permet de vérifier qu'il existe Btohaine reliant deux sommetgt b pour
chacune des huit orientations possibles si et seulement si :

(a) a=b(figure 2.11(a)),
(b) a=b=2 (figure 2.11(b)),
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(c) a=b=0oua=b=4 (figure 2.11(c)),
(d) a=b=0,a=b=1oua=Db=4 (figure 2.11(d)),
(e) a=b=0,a=b=1,a=b=4,a=0eth=1,a=0etb=4, oua=1etb=4 (figure 2.11(e)).
Si T était I'un des quatre premiers tournois (figures 2.11(a)1(), 2.11(c), 2.11(d)), alors nous au-
rions f (v) = f(wy) = f(w,), ce qui estimpossible puisqugWw; € A(G). Ainsi, T est nécessairement
le tournoi de la figure 2.11(e). Dans ce cas, nous a¥@mse {0,1,4}, f(wz) € {0,1,4} et f(wy) €
{0,1,4}. Cependant, certains sommets internesiget H, seront coloriés avec les couleurs 2 ou 3 :
les graphedd; attachés & ces sommets ne sont alorsTpaemmet-coloriables d’aprés ce que nous
avons dit precédemment.

Nous avons dong,(G) > 6, ce qui conclut la preuve. O

Preuve du théoreme 2.6(3).Commexo(T2) = 6, nous avons(o(Tg) < 6 pourg > 5. D’autre part,
NeSetfil, Raspaud et Sopena [NRS97] ont construit poutetonailleg > 3 des graphes planaires
extérieurs de maillg ayant un nombre chromatique orienté 5, ce qui permet ddwenc O

Nous pouvons donc remarquer qu'a présent nous connaisaamleur exacte du nombre chro-
matique orienté des 2-arbres partiels de majlte 7 etg > 14. En revanche, la question reste posée
pour les 2-arbres partiels de maille<rg < 13.

Question 2.9. Le nombre chromatique orieltde la classe des 2-arbres partiels de maille g,
7<g<l13estil6ou7?

2.3 Les graphes planaires de grande maille

Rappelons qué désigne la classe des graphes planaires efPguiesigne la classe des graphes
planaires de maille au moirgs

L'un des premiers résultats obtenus pour le nombre chigoebrienté est dil a Raspaud et So-
pena [RS94] et porte sur la classe des graphes planairemtllmontré que les classes de graphes
ayant un nombre chromatique acyclique borné ont égalearenombre chromatique orienté borné.
Plus précisément :

Théoreme 2.10.[RS94] Tout graphe oriet G dont le graphe sous-jacent admet une k-sommet-
coloration acyclique est tel que,(G) < k-2<1.

A partir de ce résultat, il est possible d’obtenir une bgroaer le nombre chromatique orienté des
graphes planaires. En effet, rappelons que Borodin [Baa#@puvé que tout graphe planaire admet
une 5-sommet coloration acyclique. Ainsi :

Corollaire 2.11. [RS94]x0(P) < 80.
Cette borne supérieure parait €loignée de la bornenajgii Pourtant, malgré de nombreuses ten-

tatives, cette borne reste pour l'instant la meilleure batonnue. Récemment, Marshall a montré
qgu'il existait des graphes planaires avec un nombre chiqoebrienté 17 [Mar01].
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Sachant que la borne générale est difficile a amélialemombreux auteurs, tels que Borodin,
Ivanova, Kostochka, Nesetfil, Ochem, Raspaud et Sopesary intéressés aux graphes planaires de
grande maille dans I'optique d’améliorer la borne supéné connue.

Théeoreme 2.12.
1. Xo(P4) < 47[BIO5Db];
2. Xo(Ps) < 19[BKN*99];
3. Xo(Ps) < 11[BKN*99];
4. Xo(P7) < 7[BIO5a];
5. Xo(P14) = 5[NRS97, BKN99] .

Nous améliorons ces résultats dans le cas des graphesrptade maille 11.
Dans [NRS97], Ne3etfil, Raspaud et Sopena montre |dtaésuivant :

Théoreme 2.13. [NRS97] Tout graphe planaire G de maille au moSus+ 1 avecd(G) > 2 contient
une(d+ 1)-chdne dont les sommets internes sont des 2-sommets.

Preuve. Soit G un graphe planaire de maill&l5- 1. SoitD le graphe obtenu en placant un sommet

dans chaque face d& et en reliant deux tels sommets si les deux faces corresptagdaont adja-

centes. Tout graphe planaire est 5-dégénéré et le giaphst clairement planairel contient donc un

<5-sommet, ce qui signifie qu&contient une=5-faceF . Sachant qué& ne contient pas de 1-sommet,

il est alors aisé de vérifier que la frontiere Eleontient un€d + 1)-chaine consitituée de 2-sommets.
O

Nous sommes alors capable d’améliorer le théoreme 2.12 :

Théoreme 2.14.%(P11) < 6.

Preuve. Nous montrons que tout graphe planaire de maille au moingldietiun homomorphisme
vers le tournoiTg de la figure 2.6(b). Soil un contre-exemple planaire minimal (en terme d’inclu-
sion comme sous-graphe) de maille au moins 11 n’admettant’pamomorphisme ver§. Nous
montrons qued ne contient pas de 1-sommet ni deux 2-sommets adjacents.

1. Supposons quE contienne un 1-sommet Alors, par minimalité deH, le graphe planaire
H’ = H \ ude maille au moins 11 admet ufig-sommet-coloratiorf. Puisque tout sommet de
Ts possede au moins deux prédécesseurs et au moins deessewsf peut facilement étre
étendue & .

2. Supposons maintenant gdecontienne deux 2-sommets adjacengsw. Alors, par minimalité
deH, le graphe planairel’ =H \ {v,w} de maille au moins 11 admet uilgsommet-coloration
f. D’apres la proposition 2.4f, peut étre étendueld.

D’apres le théoreme 2.13, tout graphe planaire de maillenoins 11 et de degré minimum 2
contient deux 2-sommets adjacents : nous obtenons uneduntion, ce qui permet de conclure]
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De nombreuses bornes supérieures sont connues pour legnohrbmatique orienté des graphes
planaires de grande maille.
Concernant les bornes inférieures, nous avons moinsodirdtions. En effet, Marshall [Mar01]
a montré quee(P3) > 17 ; d’autre part, Ochem a construit un graphe planaire déevapermettant
de montrer queo(P4) > 11 [Och04]. Enfin, NeSetfil, Raspaud et Sopena [NRS97hooritré que
Xo(Pg) > 5 pour toutg > 3. Il serait alors intéressant de considérer les graplamipes de maille 5
a 14 pour tenter d’obtenir une meilleure borne infériequie celle de NeSetfil, Raspaud et Sopena.

2.4 Sommet-coloration orienée forte des graphes planaires sans cycles
de longueurs donrees

2.4.1 P esentation

Dans cette derniere partie, nous considérons la notimohenet-coloration orientderte.

Dans [NR99], Nesetfil et Raspaud introduisent la noties@mmet-coloration oriege forte Soit
M un groupe abélien additif. Uneommet-coloration oriege forted’'un graphe orienté est une
applicationf : V(G) — M telle que

(i) f(u)+# f(v)sitvestun arc dés,

(i) etf(v)— f(u) £ —(f(x)— f(y)) siuvetxy sont deux arcs d& (cette deuxieme condition sera
appelée dans la suite, ¢andition de valeurs non oppess.

Si une telle application existe, nous dirons guadmet unéM-sommet-coloration orientée forte. Le
nombre chromatique orieétfort d’'un graphe orienté, notgs(G), est I'ordre minimum d’un groupe
M, tel queG admet unéM-sommet-coloration orientée forte.

Une sommet-coloration orientée forte peut étre défimdaton équivalente comme un homo-
morphismef : V(G) — V(H), ouH est un graphe orienté kasommets étiquetés par les éléments
d’un groupe abélien additiiM tel que pour toute paire d’arasv et Xy de A(H), f(v) — f(u) #
—(f(x) — f(y)). Alors, lenombre chromatique orieétfort de G peut étre défini comme le plus petit
ordre d’'un groupe abélien additil tel que G admet un homomorphisme velrs étiqueté avec les
elements dé/ satisfaisant la condition de valeurs non opposées.

Par conséquent, toute sommet-coloration orientée tbue graphe orient& est une sommet-
coloration orientée ; ainsko(G) < Xs(G).

SoitM un groupe additif e C M un sous-ensemble des éléments du gradpée digraphe de
Cayleyassocié au couplM,S), notéCy s, est alors défini comme suit

V(Cwmsg) =M et A(Cwms)=1{(9,9+5);g€M,se S}

Siles élements d8sont des générateurs du grolpealors le digraphe de Cayl€yy ) est connecte.
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En supposant quil est abélien e6N —S= 0, alorsCyy g est un graphe orienté.€. Gy s ne
contient ni boucle, ni arcs opposés), et pour toute p@ieg; +s1) et (dz2,92 + ) d'arcs deCy g,
01+S1— 01 # —(02+ S — 0g2). Ainsi, trouver unek-sommet-coloration orientée forte d’'un graphe
orientéG peut étre vu comme trouver un homomorphismésd#ans un tel graphe orienté de Cayley
Cm,g d'ordrek avecM un groupe abélier5 C M etSN —S= 0.

A I'origine, I'introduction de cette nouvelle notion de oohtion est motivée par les flots. En effet,
NeSetfil et Raspaud [NR99] ont défini la notionfite antisyn&triqgued’un digraphe (notion analogue
a la notion deB-flot introduite par Jaeger [Jae88]). Il ont ensuite momuaun graphe orient&
possede und-sommet-coloration orientée forte si et seulement sideaine dualz* de G possede
unM-flot antisymeétrique. Cette relation leur a permis d’olitele résultats sur le flots antisymétriques
de certaines classes de multi-digraphes planaires. Damsucascrit, nous ne n’aborderons pas cette
notion de flots antisymétrique.

La sommet-coloration orientée forte des graphes plamairecemment été étudi&amal 5amo3]
a prouvé que tout graphe planaire orienté admet une sowwi@ation orientée forte utilisant au plus
672 couleurs. Dans [Mar06], Marshall a amélioré ce tasen montrant le théoreme suivant :

Théoreme 2.15.[Mar06] Soit G un graphe planaire orieét Alorsxs(G) < 271

De plus, les bornes supérieures du nombre chromatiqueternies graphes planaires de grande
maille du théoreme 2.12 sont toutes obtenues en proui@astence d’'un homomorphisme vers
certains graphes de Cayley, notamment les tour@élg construits a 'aide des résidus quadratiques
non nuls deg. Par conséquent, ces bornes sont également validesguoombre chromatique orienté
fort.

Théoreme 2.16.
1. Xs(P4) < 47[BIO5b];
2. Xs(Ps) < 19[BKN*99];
3. Xs(Ps) < 11[BKN*99];
4. xs(P7) < 7[Bl05a];
5. Xs(P14) = 5[NRS97, BKN'99] .

Notons que le résultat du théoreme 2.14 concernant &gshgs planaires de maille au moins 11
est obtenu en montrant que ces derniers admettent un horplisioe vers le tourndig (tournoi de
la figure 2.6(b)). Cependant, ce tournoi n'est pas un toutadCayley et ce résultat ne peut donc pas
étre étendu au nombre chromatique orienté fort.
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Dans le cas non orienté, Appel, Haken et Kock [AH77, AHK7i@t montré que tout graphe pla-
naire est 4-coloriable. En 1959, Grotzsch [Gro59] a aaytart prouvé que les graphes planaires
sans triangle sont 3-coloriables. Une question naturellgoqut alors se poser est la suivante : les
graphes planaires sans cycle de longueur 4 admettentdl8-gnloration ? Néanmoins, la réponse est
négative : il existe des graphes planaires sans cyclesndedor 4 n'admettant pas de 3-coloration.
Par conséquent, la question naturelle suivante que I'ahg®poser est la suivante : les graphes pla-
naires sans cycle de longueur 4 et 5 admettent-ils une 3atmo ? Cette question est connue comme
étant la conjecture de Steinberg, posée en 1976 [JT&julen 1991, aucune réponse n'a été obtenue
pour cette conjecture. Erdds a alors proposé une retaxdg ce probleme dans I'espoir d’obtenir un
début de réponse :

Probleme 2.17 (Relaxation du prob#me de Steinberg propose par Erdds). Déterminer la plus pe-
tite valeur de k, si elle existe, telle gu'un graphe planasans cycles de longueuss5, ... k est
3-coloriable.

De nombreux auteurs se sont intéressés a ce nouveaem®lel un certain nombre de résultats
ont été obtenus. Actuellement, la meilleure valeur cenest due a Borodiat al. [ BGRSO05] qui ont
montré que tout graphe planaire sans cycles de longueusatimet une 3-coloration.

La conjecture de Steinberg reste donc encore a ce jourteuver

Il peut-étre intéressant de considérer une questiologne dans le cas des graphes orientés :

Question 2.18. Soit i> 4 un entier. Soit Gun graphe planaire sans cycles de longueugsidQuelle
est la plus petite valeur k telle que(Gi) <k?

Le nombre chromatique orienté fort des graphes planaieesaille g, c'est-a-dire sans cycles
de longueurs 3 @ — 1, a été étudié durant ces dix dernieres années coname lfavons vu avec
les théoremes 2.16 et 2.15. Ainsi, s'intéresser a latipre 2.18 nous permet d'étudier I'impact des
triangles pour la sommet-coloration orientée forte estcf@ourquoi nous étudions dans la suite le
nombre chromatique orienté fort des graphes planaires gartes de longueurs 4iden particulier
pouri = 6 eti = 12).

Pour déterminer cet impact, nous étudions dans un preamgss le degré moyen maximum des
graphes planaires sans cycles de longueurs #laus montrons le résultat suivant :

Lemme 2.19.

1. Soit G un graphe planaire sans cycles de longueuws, &lorsmadG) < 3+ 2|—81

2. Ve >0, il existe un graphe planaire G sans cycles de longueuas #®l que
e madG) >3+ —g, sii=4;
e madG) > 3+ 25 —¢, sinon.

Borodin, Kostochka, Nesetfil, Raspaud et Sopena omli&te nombre chromatique orienté fort
des graphes de degré moyen maximum borné :
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Théoreme 2.20.[BKNT99] Soit G un graphe.
. SimadG) < 7/3, alors xs(G)
2. SimadG) < 8/3, alorsxs(G)

3. SimadG) < 3, alorsxs(G) < 11;

4. SimadG) < 10/3, alorsxs(G) < 19.

=

<5
<7

D’aprés le lemme 2.19, tout graphe planafesans cycles de longueurs 4 a 14 est tel que
madG) < 3+ 51 = 2. En conséquence, d’apres le théoréme 2.20(4), noesiobs :

Corollaire 2.21. Soit G un graphe planaire sans cycles de longueurs a4 14, alors
Xs(G) < 109.

La borne inférieure du degré moyen maximum donné parnerle 2.19(2) nous assure que le
théoreme 2.20 ne peut pas nous donner de meilleures boenesffet, pour tout > 4, il existe des
graphes planaires sans cycles de longueurs #tals que ma(s) > 3. Dans la suite, nous améliorons
le corollaire 2.21 et nous donnons quelques pistes de segoa la question 2.18 en prouvant les
théoremes suivants :

Théoreme 2.22.Soit G un graphe planaire sans cycles de longueudsl2. Alorsys(G) < 7.

Théoreme 2.23.Pour tout i> 6, il existe un graphe planaire extieur G sans cycles de longueurs 4
aitel quexs(Gj) =7.

Théoreme 2.24.Soit G un graphe planaire sans cycles de longueurs 4 ou 6.
Alorsxs(G) < 19.

Corollaire 2.25. Soit G un graphe planaire sans cycles de longueurs 4, 5 et 6.
Alorsxs(G) < 19.

2.4.2 Preuve dulemme 2.19

Preuve du lemme 2.19(1)Soit G un graphe planaire sans cycles de longueurs.4Saita = 3+

s = 98 > 0. Nous pouvons tout d’abord observer que la formule dE(MEG)| — [E(G)| +

|F(G)| = 2 peut étre réécrite de la maniére suivante :

2[E(G)[-alV(G)|+ (a—2)|E(G)| —a|F(G)| = —2a
a—2

> @dv)—o)+ H ( r(f)—a):—Za (2.1)
feF(G)

veV(G)

Une procédure de déchargement va nous permettre d’alautésultat désiré. Nous définissons

une chargeo pour toute face deF(G) : w(f) = “T*Zr(f) — a. Nous utilisons maintenant la regle de
déchargement suivante :
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(R1) Chaqug-face, avedg >i+1, donne% a chacune de ces 3-faces adjacentes.

Une fois la procédure de déchargement terminée, uneeliewshargew* est obtenue sur les faces de
G.
Soit f une face dé-(G).
— Sir(f) =3, alorsw(f) = %2, Sachant qu& ne contient pas de cycles de longueursi4 &
chaque 3-face est adjacente a 3 faces de longueur au mpihsPar la regle (R1)w*(f) =
a1 355 =0 e e
- ?jljé(:?; j >i+1, alorsw(f) = 1532 Par la regle (R1)w*(f) = 15— — j =2 =
21 >0
Ainsi, 3 tcp ) w*(f) > 0. Par ailleurs, la somme totale des charges est conseuvéet da proce-
dure de déchargement. Nous avons donc :

0< ¥ w(h= ¥ of)= ¥ (“;2r(f)—a>
feF(H) feF(G) feF(G)

Cette inégalité, avec I'equation 2.1, nous permettéoibtenir quey .y )(d(v) —a) < 0. Ceci
impligue que pour tout graphe planaesans cycles de longueurs 4, ‘E((GG))l‘ < a, etdoncZEH -

V(H)]
a pour tout sous-graphid de G. Ainsi, madG) < a. O

Preuve du Lemme 2.19(2).
— Dans un premier temps, pour taut 0, nous construisons un graphe plan&kesans cycles

de longueur 4 qui est tel que m&s}) > 3+ % —€.
Considérons le graphe de la figure 2.12(a). Ce graphe est planaire et ne contierdepeagcle
de longueur 4A présent, le graph& est obtenu en pavant une partie du plan a I'aidé& ek
copies deH surk lignes etk colonnes (voir la figure 2.12(b)).
Il est facile de voir que, pour tolt > 1, le grapheGy est un graphe planaire sans cycles de
longueur 4. Le graph6 est constitué d&® copies deH et chaque copie contient 31 sommets
(13 internes et 18 sur la frontiere) et 54 arétes (36 ieeret 18 sur le frontiere). De plus,
nous avonsV (Gy)| = 33}‘2“3‘(2*23“*67(2"2*2) — 21K+ 12k— 2 et|E(Gy)| = S4E+360+24 6 _
45k? + 12k — 3. Donc,

madG)_z\E(Gk)\_2(45k2+12<—3)_3+g_ 19%+29 . 9 4
TINGY] T 2I@+1x—2 7 14%2+84k-—14 7 3k

ce qui nous permet de conclure que :
9
Ve>0,dng:¥VNn>ng,madGp) >3+?—s.

Il suffit ainsi de poseGe = Gy,.
— Maintenant, pour touit > 5, pour toute > 0, nous construisons un graphe plandiesans
cycles de longueurs 4idel que madG,) > 3+ 2, —&.
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(a) Le grapheH du lemme 2.19(2).
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(b) Le grapheGy du lemme 2.19(2).

FIG. 2.12 — Un graphe planai® sans cycles de longueur 4 tel que rtag) > 3+ % —g(K).
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triangles | . | | triangles
intersectantg

\%féyégégég
kA kB kA kA kA

YRV BT BT BT
i kB kA kA kA
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kA kB kA kA kA

YY &Y BT BT %Y

/%«%XRﬂkﬂEﬂ
LN LY LY LYY

/%«%aEﬂEﬂEﬂ

FIG. 2.13 — Un graphe planaif sans cycles de longueurs 4 @> 5) tel que madGy) > 3+ 35 —
g(Kk).
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Soit H’ le graphe construit a partir de deux chaines de triangjlese de Iongueur[i*T‘r’J et
l'autre de Iongueunfi%ﬂ , arrangées comme sur la figure 2.13(a). Pouritaub, ce graphe est
planaire et ne contient pas de cycles de longueurs. Arésent, le graph&, est obtenu en
pavant le plan a I'aide diex k copies deH’ surk lignes etk colonnes (voir la figure 2.13(b)).

Il est facile de voir que, pour tout> 5 et pour touk > 1, le grapheG; est un graphe planaire
sans cycles de longueurs 4.4 e grapheG, est constitué d&? copies deH’ et chaque copie
contient Zi + 1) sommets et i3+ 1 arétes. De plus, nous avop(Gy)| = (k+ 1)(4k+2) —
2+K?(2i —8) = 2ik? — 4k? +- 6k et |[E(G})| = (K+1)(4k+ 1) — 2+ 8k? +k?(3(i — 5)) = 3ik? —
3k? +k—2. Donc,

_ 2E(G))| 6ik2-6K2+2k—4 _ 3 8ik —7k+2i —4 3 4

Gy) = =— =3+— - . 3+ —F5—+—
madG) = i) ~ a2 Ki-2k—2ki3 o i-2 &
ce qui permet de conclure que :

VS>O,3n£:Vn2ng,mao(Gﬁ,)>3+%—s.
Il suffit ainsi de poseG; = G, .
O

Les bornes données par le lemme 2.19 sont optimales poeades 4 eti = 5. En effet, pour tout
€ > 0, il existe un graphe planai®; sans cycles de longueur 4 (resp. de longueurs 4 ou 5), tel que
3+2—e<madGe) <3+ 59— =3+2 (resp. 3+ g5, —e=4—e <madG;) < 3+ 55 = 4).

2.4.3 Quelques proprétés des tournoiQR; et QRyg

Dans cette sous-section, nous donnons certaines pigpdés tournoiQR; et QRyg, initialement
définis dans le chapitre 1, § 1.2.1.

A noter que nous utiliserons les conventions de dessinsusigis dans le reste de cette sec-
tion : un sommet noir est un sommet totalement défimi. (ous ses voisins sont présents sur le
dessin), alors qu'un sommet blanc est un sommet partiefieniéfini (.e. tous ses voisins ne sont
pas nécessairement présents sur le dessin).

Le graphe circulant G= C(p;cy,Cp,...,Cq) est défini palv (G) = {0,1,...,p— 1} etuv € A(G)
si et seulement si= u- c¢j(mod p) pour uni donng, 1< i <d.

Rappelons que sj= 3(mod 4 est une puissance de nombre premier et qug Issnt les résidus
quadratiques non nuls dgalorsd = Lq;zlj etQR, =C(q;Cy,...,Cq) est un tournoi de Paley.

Propri été 2.26. SoitF, = Z/pZ et soit S= {x*;x € Fj} les cares non nuls d&,. Alors S1—S=0.

Preuve. Puisquep = 3(mod 4), —1 n’est pas un carré modulp. En effet, si—1 était un carré,
—1=x2 etdonc par le petit theoreme de Fermat 1)(P-1/2 = xP-1 — 1. Mais, nous avons également
p=4m+3etdong(—1)(P-1/2 = (—1)2™1 = 1,

Alors, soita,b € Fp, tels quea? + b? = 0. Sia # 0 (respb # 0), (b/a)? = —1 (resp.(a/b)? = —1)
ce qui est une contradiction. Par conséquagt,b = 0. O
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Ug uz Uz

i

X
FIG. 2.14 —x est un(0, 1,1)-successeur d@i, Uy, us).
0 1 0 1 0 1 v
6 4 2 3/5
@) (b) (© (d)

FiG. 2.15 — Exemple de la proprié ; de QRy.

Donc, un tel tournoi de Pale@R, est clairement un graphe de Cayly, sy avecM = F, =
Z/pZ et S= {x*;x € Fy} avecSN —S= 0. Rappelons également que les tournois de Paley sont
arc-transitifs [Fri70].

Un vecteur d’orientatiorde taillen est unn-upleta = (a,a5,...,ay) € {0,1}".

SoitG un graphe orienté et sdit= (uy, Uy, ..., uy) une séquence de sommets deux a deux distincts
deG. Pour un vecteur d'orientatiom, un sommet de G est appel&-successeudeU si pour touti,
1<i<n, vy estun arc d& sia; = 0, GV est un arc d& sinon (voir la figure 2.14 pour un exemple).

Nous dirons qu’un graphe orien@satisfait la propriéet®, x Si pour toute séquentean sommets
deux a deux distincts dé et tout vecteur d’orientatioa de taillen, il existe au moink sommets
dansG étant desx-successeurs dé.

D’aprés [BKN™99], les tournoiQR; et QR g ont les propriétés suivantes :

Propriété 2.27. [BKN199] Le tournoi QR satisfait les propietes R 3 et B 1.
Propriété 2.28. [BKN199] Le tournoi QRg satisfait les propiétes R g, P4 et B 1.

Par exemple, dire qQU@R; a la propriétéP, 1 signifie que pour toute paire de sommets distincts
(x,y) de QRy; et tout vecteur d’orientation de taille deux (quatre vecteurs d’orientation possibles),
nous avons au moins unsuccesseur dg,y). Sil'on prend 'exemplex = 0 ety = 1, nous pouvons
vérifier qu'il existe un(0,0)-successeur (voir la figure 2.15(a)), (h0)-successeur (voir la figure
2.15(b)), un(1,1)-successeur (voir la figure 2.15(c)) et dé@x1)-successeurs (voir la figure 2.15(d))
de(x,y).

Dans le reste de cette section, nous allons considéregupgepropriétés supplémentaires du graphe

QRy.
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Pour un sous-ensembfde sommets d&, nous notons :
r s =Jrtw et T (9=r
veS veS

Pour un graphe orienté don@ nous noton€g(k) le plus grand entien tel que pour tout sous-
ensemble&SC V(G) de taillek, [T (S)| > net|F (S| >n.
Grace a une analyse cas par cas, nous pouvons vérifieoggeamons la propriété suivante :

Propri été 2.29.

1. Qgr,(1) =3;
2. Qor,(2) =5;
3. Qor,(k) =6pour3<k<4;
4. Qor, (k) =7pour5<k<7.

Considérons les définitions suivantes.

Définition 2.30. SoitG un graphe orienté. SAlY C V(G) etx e W. Soity uneQRy,-sommet-coloration
deG\W. Nous dirons qu'il existé& choix pour colorier x baiss sury dans Gs'il existek QR-sommet-
colorationsys, ..., Yk deG étendany telles que leg;(x) soient deux & deux distincts.

Nous pouvons remarquer que les sommet8vie- W\ {x} peuvent prendre au pldscouleurs
distinctes selon lek QR-sommet-colorationyy, ..., Yk : pour toutv e W, [{yi(v),1<i<k}| <k
Maintenant, lorsque I'ensemble des couleurs possibles poilsommetv de W est connu i(e. |
couleurs possibles pourpour unl < k donné), nous I'exprimerons de la maniére suivante :

Définition 2.31. SoitG un graphe orienté. SoiV C V(G) etx,y € W deux sommets adjacents. Soit
y une QR;-sommet-coloration d& \ W. Nous dirons qu'il existé choix pour colorier x bass sury
dans G qui impliquent au plus | possibdg pour y pour unl < k donnég, s'il existek QR,-sommet-
colorationsyy, ..., Yk de G étendanty telles que lesy(x) soient deux a deux distincts €fy;(y) |
1<i<k} <l

Nous devons de plus noter que fixer un choix pofirke une possibilité pouy.

Définition 2.32. Soit G un graphe orienté. SOV C V(G) etx,y € W deux sommets non adjacents.
Soity uneQRy-sommet-coloration d&\W. Nous dirons qu'il existé& choix pour colorier x et | choix
pour colorier y bags sury dans Gs'il existek x | QRz-sommet-colorationsg, .. ., Ykx| deG étendant
ytelles que :

1L H{yi(x) [1<i<kxl} =k et |[y(y)|1<i<kxl}=I;
2. les couplesy:(x),Vi(y)) sont deux a deux distincts.

Nous devons de plus noter que fixer un choix pooe fixe pas la couleur de
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FiG. 2.16 — Configurations des propriétés 2.33 et 2.37

Propri été 2.33. Soit G un graphe oriegtcontenant la configuration de la figure 2.16(a), soientW
V(G) etuv,weW (u et w sont non adjacents). Spiine QR-sommet-coloration de &W . Si nous

avons k choix pour colorier u et | choix pour colorier w gassury dans G\ {v}, alors nous avons
Qor, (k) +Qor, (1) — 7 choix pour colorier v basgs sury qui impliquent au plus k possibiéis pour u

et au plus | possibilés pour w dans G.

Preuve. Lesk choix de couleurs pour autorisentQqr, (k) couleurs distinctes pow;, de méme que
les| choix de couleurs pour autorisentQqr, (1) couleurs distinctes powt Par le principe des tiroirs
de Dirichlet, il est facile de voir que nous avons au mains Qgg, (k) + Qor,(l) — 7 choix pour
colorierv basés suy dansG qui impliquentk possibilites pouu etl possibilites pouw. O

Une étude rapide du corfis nous permet de vérifier la propriété suivante :

Observation 2.34. Soit S= {x%;x € F3} = {1,2,4}. Pour tout couple distincts,s)) et (,s,) de
Sx S, NoUs avons;s-s; # S — S,.

L'observation 2.34 nous permet alors de prouver la prédsaivante :

Propri été 2.35. Soient xy € 7 avec Xy et soient § S, %3, % € S= {x%;x € F5} tels que s # s, et
S3 7# S4. Alors [{X+ 81, X+ 9,y + 3,y +S4}| > 3 €t [{X— 8, X~ S,y —S3,y — S }| > 3.

Preuve. Supposons quUEX+ S, X+ S,Y+ S3, Y+ S| < 3. Puisques; # s, et s3 # 4, NOUs avons
X+S1 # X+ S ety+s3 # Y+ &. Par conséquent, nous pouvons supposer sans perteefalgérgue
X+S =y+S3 etx+s =y+ S, ce qui implique quess —s; = 4 — S ; ceci est une contradiction
d’aprés I'observation 2.34.

Le méme argument nous permet de montrer|guye- S, X— S,y — S3,Y — S1}| > 3. O

Une étude attentive du tournQIR; donne les deux propriétés suivantes :

Propri été 2.36. Soient xy,z trois sommets distincts de QRIs quexy € A(QRy) et Xz € A(QRy).
Pour tout vecteur d'orientatiom = (ay,a,) € {0,1}?, il existe au moins deux sommets distinétsty
Z tels que ¥soit una-successeur dex,y) et Z soit una-successeur dex, z).

Propri été 2.37. Soit G un graphe orieit contenant la configuration de la figure 2.16(b), soittW
V(G), et soient uv,w € W (u et w adjacents). Sojtune QR-sommet-coloration de &W . Si nous
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FiG. 2.17 — Configuration de la propriété 2.38.

avons deux (resp. cing) choix pour colorier u bassury qui impliqguent au plus une (resp. trois)
possibilie(s) pour colorier w dans G{v}, alors nous avons au moins deux (resp. trois) choix pour
colorier v bags sury dans G.

Preuve. SoitG' = G\ {v}. Supposons sans perte de généralitewquie A(G).

Supposons premiérement gu'il existe au moins d&R-sommet-colorations;, et y, de G’
étendanty telles quey;(u) # y»(u) et yi(w) = yo(w). Donc, y1(u) et y»(u) sont deux successeurs
distincts dey;(w) dansQRy. Par la propriété 2.36, nous avons au moins deux choix polarier v
basés suy dansG.

Supposons maintenant qu'il existe au moins €@iy-sommet-colorationg,, ... ,ys deG’ étendant
ytelles que ley;(u) sont deux a deux distincts [ty (w) | 1 <i < 5}| = 3 (ce qui est le pire des cas).
Soienty; (u) = u; et{y;(w) | 1 <i <5} = {wy,wp,w3}. La couleury; est un successeur ggw) dans
QR; pour 1<i < 5. Sans perte de généralite, s'il exigtd,| € [1,5] avecj # k # | # | tels que
Y (W) = yk(w) = vi(w) = wy, alorsuj,ug, Uy sont les trois successeurs we dansQR; et d’apres la
propriété 2.36, nous avons au moins trois choix pour @larbasés suy dansG. S'il n’existe pas
trois tels entiersj, k| € [1,5], par le principe des tiroirs de Dirichlet, nous pouvons sisep sans
perte de généralité que et u, sont tous deux des successeursandedansQRy et, uz et uy sont
tous deux des successeurswgedansQR;. D’apres la propriété 2.36, pour tout vecteur d’oridiota
a € {0,1}?, il existes;, S, 83, € S= {1,2,4} tels quew; + S (resp.wy + S, W2 + S3,Wo + &) est un
a-successeur d@vi,us) (resp.(wi,Up), (Wo,Us) et (Wo, Us)) €twy +S1 7# Wy +Sp etWo + S3 7# Wo + 4.
Par conséquent, d’apres la propriété 2|88 + s, Wy + S, Wo + S3,Wo + S }| > 3 et donc, nous avons
au moins trois choix pour coloriearbasés suy dansG. O

Propri été 2.38. Soit G un graphe orieit contenant la configuration de la figure 2.17 et spoitne
QRy-sommet-coloration de &{v,w,x,y}. Alors, nous avons trois choix pour colorier y léassury
dans G.

Preuve. D'apres la propriété 2.29, nous avons trois choix podorger v et trois choix pour colorier
x basés suy dansG\ {w,y}. Alors, d’apres la propriété 2.33, nous avons au moing choix pour
colorierw basés suy ce qui implique que nous avons au plus trois possibilitag paansG\ {y}.
Finalement, d’apres la propriété 2.37, nous avons tiedsx pour coloriery basés suy surG. O
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FiG. 2.18 — Configurations interdites du theoreme 2.22.

Nous allons utiliser les trois propriétés précédentass les prochaines sous-sections pour prouver
les theoremes 2.22 et 2.24.

2.4.4 Preuve du tleoreme 2.22

Nous montrons ici que tout graphe planaire orienté sanesye longueurs 4 a 12 admet un
homomorphisme vers le graphe de Cay(g@y,.

Dans le reste de cette sectidth,est un contre exemple d’ordre minimal du theoréme 2.221sNo
allons montrer dans le prochain lemme que le graphe contient pas certaines configurations. Pour
chacune d’entre elles, nous considérons un graphel que|V (H')| < |V (H)|. Par minimalité ded,

il existe uneQR;-sommet-coloration del’ et nous montrons comment I'étendre a @R,-sommet-
coloration deH. Finalement, une procédure de déchargement compléaterauve.

2.4.4.1 Proprietés structurelles deH

Lemme 2.39. Le graphe H ne contient pas de 1-sommet.

Preuve. Trivial. O

Lemme 2.40. Le graphe H de contient pas deux 2-sommets adjacents.
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Preuve. Considérons la configuration de la figure 2.18(a). TaM®-sommet-coloratiorydeH \ {x}
peut étre modifiée telle qugv) # y(w) grace a la propriét®; 3. Cette sommet-coloration orientée
modifiée peut étre étendueHagrace a la propriéte, 1, ce qui est une contradiction. O

Lemme 2.41. Le graphe H ne contient pas de 3-face incideinte 2-sommet.

Preuve. Considérons la configuration de la figure 2.18(b). T&i-sommet-coloratioly deH \ {x}
satisfaity(u;) # y(uz), et peut étre étenduethgrace a la propriéte, 1, ce qui est une contradiction.
O

Lemme 2.42. Le graphe H ne contient pas de 3-face incidehtdeux 3-sommets, euxemes adja-
centsa un 2-sommet.

Preuve. Considérons la configuration de la figure 2.18(c). aitne QR;-sommet-coloration de
H\ {v,w,y,z}. Grace a la propriét®, 3, nous avons deux couleurs disponibles pour colorier le setmm
v, notéesa et b, telles quea # y(x) et b # y(x) dansH \ {w,y,z}. Grace a le propriéet®, 1, nous
choisissons parmi les couleurset b celle qui nous permet de colorier le sommetvec une couleur
y(y) # y(t) dansH \ {w, z}. Grace a la propriéte 1, nous pouvons finalement étendgré uneQR-
sommet-coloration del, ce qui est une contradiction. O

Lemme 2.43. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 2.18(d

Preuve. Considérons la configuration de la figure 2.18(d). §aine QR;,-sommet-coloration de
H\ {x1,...,Xs}. Grace a la propriété 2.38, nous avons trois choix polorier x4 et trois choix pour
colorier x5 basés suy dansH \ x4xs. Grace a la propriété 2.29, les trois choix poyrinterdisent
au plus une couleur poug et par conséquent, il existe au moins deux couples de asufEur
colorierx, etxs, i.e. il existe au moins deu)R,-sommet-colorations dé étendanty, ce qui est une
contradiction. O

Lemme 2.44. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 2.18(e

Preuve. Considérons la configuration de la figure 2.18(e). §aine QR;-sommet-coloration de
H\ {x1,...,X10}. Grace a la propriété 2.38, nous avons trois choix polorier x4 et trois choix pour
colorierx; basés suydansH \ {xs,%s}. Alors, grace a la propriété 2.33, nous avons deux choux
colorierxg basés suy ce qui implique une possibilité pourdansH \ {xs}. Alors grace a la propriété
2.37, nous avons deux choix pour colongrasés suy dansH \ x4xs. Grace a la propriété 2.29, les
trois choix dex, interdisent au plus une couleur pogret par conséquent, il existe au moins un couple
de couleurs pour colorieq etxs, i.e. il existe au moins un@R;-sommet-coloration d& étendany,

ce qui est une contradiction. O
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3-face legere

FiG. 2.20 — Regle (R1). FiG. 2.21 — Regle (R2.1).

2.4.4.2 Proé&dure de cechargement

Lemme 2.45. Soit H un graphe planaire connexen sommets, m ates et f faces. Alors,dguation
suivante estérifiée :

(1d(v)—26)+ Y (2r(f)—26) =52 (2.2)
veV(H) feF(H)

Preuve. La formule d’Eulern—m+ f = 2 nous donng22m— 26n) + (4m— 26f) = —52 aprés
transformation. Cette égalité, ainsi que la relatiny d(v) = S ¢cr r(f) = 2m, concluent la preuve.
O

Nous dirons qu’une 3-face dé&igere si elle est incidente a trois 3-sommets, w dont exactement
I'un d’eux, disonsw, est adjacent a un 2-sommet. Les somnuegs v sont alors appelés sommets
légersalors que le sommet est appelé sommédible (voir la figure 2.19).

Nous définissons la fonction de poigdsparw(v) = 11d(v) —26 sive V(H) etw(f) = 2r(f) — 26
si f € F(H). Nous utilisons maintenant les régles de déchargemérargas :
(R1) Soitv un=4-sommet (voir la figure 2.20).

(R1.1) v donne% a chacun de ses 3-voisins légers.
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ni un 2-sommet
O 2-sommet @ ni un 3-sommet leger

5 7
3-face non légere 3-face non légére
@ O G O

(a) Regle (R2.2.12). (b) Regle (R2.2.2). (c) Regle (R2.2.3).

FiG. 2.22 — Régle (R2.2).

2-sommet

\0.5

3-sommet leger

FIG. 2.23 — Regle (R2.3).

(R1.2) vdonne 2 a chacun de ses 2-voisins.
(R1.3) vdonne 9 a chacune de ses 3-faces incidentes.
(R2) Soitv un 3-sommet.
(R2.1) vestincident a une 3-face leégere (voir la figure 2.21).
(R2.1.1) Sivestléeger, alors donne1—25 a la 3-face legere incidente.
(R2.1.2) Sivest faible, alors donne 2 a son 2-voisin et 5 a la 3-face legére incidente.
(R2.2) v est incident a une 3-face qui n'est pas legere (voir larfigu22).
(R2.2.1) Sivpossede un 2-voisin, alovddonne 2 a ce 2-voisin et 5 a la 3-face incidente.

(R2.2.2) Siv possede un 3-voisin leger, alorsjonne% a ce 3-voisin leger e?c2§ a la 3-face
incidente.

(R2.2.3) Dans les autres casonne 7 a la 3-face incidente.

(R2.3) v n'est pas incident a une 3-face. Alorsionne% a chacun de ses 3-voisins legers et 2 a
chacun de ses 2-voisins (voir la figure 2.23).

Une fois la procédure de déchargement terminée, uneetlewshargew* est obtenue sur les som-
mets et les faces de.

Soit v un k-sommet deH. Notons que le graph&l ne contient pas de 1-sommet (d'aprés le
lemme 2.39), et par conséquént- 2.
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e Si k=2, alorsw(v) = —4. Puisque deux 2-sommets ne peuvent pas étre adjaceasdsl’le
lemme 2.40)y recoit 2 de chacun de ces voisins par les regles R1.2, RR2.2.1 et R2.3. Alors,
w*(v) =0.

e Sik=3, alorsw(v) =7.
— Supposons premierement que'est pas incident a une 3-face. Par la regle R2d&ynne au plus
3x2etw'(v) > 1.
— Supposons maintenant quest incident a une 3-face
— Sif estlégére, alorg est leger ou faible.

— Sivestléger alorsiil regoi% de ces voisins qui ne sont ni faible ni leger par les regleeiR
R2.3 (ces voisins existent puisqu’un 3-sommet léger né pegiétre adjacent a deux autres
3-sommets légers (d'apres le lemme 2.43). Aleidpnne au pluslf5 af parlaregle R2.1.1.
Ainsi, w (V) =7+ 3 — ¥ =0.

— Sivest faible, par la regle R2.1.2, il donne 7u&t(v) = 0.

— Sif n'est pas légére; donne 7 par les regles R2.2.1, R2.2.2 et R2.2.8y"ét) = 0.

e Sik> 4, alorsw(v) = 11k — 26. Il est facile d’observer que donne au plu‘%k par la regle R1.
Ainsi, " (v) > 11k— 26— Jk = ¥k — 26> 0.

Soit f unel-face. Rappelons que le grapHene contient pas de cycles de longueurs 4 a 12.

e Sil =3, nous avonsy(f) = —20.
— Sif estlégere, alors elle regdg de chacun de ces 3-sommets légers incidents et 5 du sommet
faible adjacent par les regles R2.1.1 et R2.1.2y°¢f ) = —20+ 2 x 175 +5=0.
— Sif n'est pas legere, d'aprées le lemme 2.4h'est pas incidente a un 2-sommet.

— Si f est incidente a trois 3-sommets, alors les sommets peesen la frontiere dgf sont
adjacents a au plus un 3-sommet léger (d'apres le lemdA# Bt ne sont pas adjacents a un
2-sommet (d’apres le lemme 2.42) ; par conséquierggoit au moins X 7+ 173 par les regles
R2.2.2 et R2.2.3. Ainsip*(v) > 1.

— Si f estincidente & au moins u%-sommet, alord recoit au moins 9-5+ 173 par les regles
R1.3,R2.2.1, R2.2.2 et R2.2.3, et d'apres le lemme 2.4@siAb* (V) > 3.

e Sil > 13, alorsw(f) =w*(f) > 0.

La somme totale des charges est conservée durant la precée dechargement et nous pouvons
remarquer quev*(x) > 0 pour toutx € V(H)UF(H). Nous obtenons alors d’aprés 'égalité 2.2 la
contradiction suivante :

0< w(x) < w(x) =-52<0

xeV (H)UF(H) xeV (H)UF (H)

Un tel contre-exemplél du theoreme 2.22 n’existe pas, ce qui conclut la preuve.
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FiG. 2.24 — Un graphe planaire extéried, FIG. 2.25 — Le tournoils.
sans cycles de longueurs 4 tel quexo(Hn) >
6 pour toutn # 4 (mod 5.

2.45 Preuve du tleoreme 2.23

Nous montrons maintenant que la borne donnée par legh@&nP.23 est optimale en construisant
un graphe planaire extérieur sans cycles de longueuiisdérit le nombre chromatique orienté est 7,
pour touti > 6.

Lemme 2.46. Pour tout n>5etn# 4 (mod 5, Xo(Hn) > 6 (oU H, est le graphe de la figure 2.24).

Preuve. Il est facile de voir que ce graphe nécessite au moins cintpacs : en effet, les som-
metsun, Vi, Ug, Vo, U1 doivent avoir des couleurs difféerentes. SupposonsHjuadmet une 5-sommet-
coloration orientéd et posons sans perte de générdiité,) =0, f(v,) =1, f(up) =2, f(vp) =3 et
f(u1) = 4. Alors, pour colorier; etuy, nous avons deux couleurs disponibles, a savoir 0 et 1 ude pl
nous avons déja un arc allant de 0 vers 1. Par conséquarg,devons posefi(v;) =0 et f (up) = 1.
Maintenant, pour coloriev, et uz, nous avons deux couleurs disponibles, a savoir 2 et 3; e pl
nous avons déja un arc allant de 2 vers 3. Par conséquarg,devons posef(vp) =2 et f(uz) = 3.
Finalement, pour coloriers etuys, nous avons deux couleurs disponibles, a savoir 0 et 4 udenolus
avons déja un arc allant de 4 vers 0. Par conséquent, remamsl poseff (v3) = 4 et f(ug) = 0. Il
apparait donc clairement que toute 5-sommet-coloratimni®e deH, doit nécessairement étre une
Ts-sommet-coloration (ods est le tournoi de la figure 2.25). Nous pouvons a préserifiefeque
pour touteTs-sommet-coloration dél,, nous aurond (ui+1) = f(uj) +2 (mod 5. Par conséquent,
nous avond (up) = f(uUp) +2n (mod 5), et f(up) = f(u,)+2 (mod 5. Donc, 24+ 2n (mod 5 =0,

ce qui impliquen=4 (mod 5), une contradiction. Nous avons doxg{H,) > 6. O

SoientTd, T2, T3, T¢, T les cing tournois & six sommets de la figure 2.27.
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1 2 1 2
6 3 6 3
5 4 5 4
(@) T4 (b) T2
1 2 1 2
6 3 6 3
5 4 5 4
© T. (d) Tg"

1 2
6 3
5 4
(e) Tg.

FIG. 2.27 — Les cing tournois non isomorphes a six sommets telgqur tout sommat, d~(u) > 2
etd™(u) > 2.
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=

FIG. 2.28 — Le graphél.

AA

-r( "v-
4}“ S “\b

FIG. 2.29 — Un graphe planaire extérigdy sans cycles de longueurs fael quexo(G,) = 7 pour
toutn > 5, nimpair etn # 4 (mod 5.

Lemme 2.47. Soient n un entier impair et He graphe de la figure 2.26. Toutgl-'Eommet-coIoration
(resp. B, T&, T, T9) f de H, est telle que fwo) # 6 (resp. fiwo) # 6, f(wo) # 4, f(wo) # 4,
f(Wo) # 3).

Preuve. Supposons que le graph admet uné*é-sommet-coloratiorf telle quef (wp) = 6. Alors,
il est facile de vérifier que, pour tout0 < i < n, nous aurond (w;) = 6 sii est pair, etf (w;) =1
sinon. Sachant que est impair, I'arcti,Ug reliera deux sommets de la méme couleur, ce qui est une
contradiction.

Nous obtenons de la méme maniére une contradiction paauteciTZ (resp.T$, T¢, T) de la
figure 2.27, le rdle des couleurs 6 et 1 étant joué par lakeaos 6 et 1 (resp. 4 et 6,4 et 5, 3 et B).

Preuve du theoreme 2.23.Soit J, le graphe planaire extérieur construit de la maniéreasueér :
nous prenons le graphe, (de la figure 2.24)n+ 1 copies du graphe&l (voir figure 2.28) et nous
identifions le sommek de chaque copie de aux sommetspg,Vvy,...,Vy. D'apres le lemme 2.46,
Xo(Hn) > 6. Donc, sixo(Jn) = 6, les six couleurs sont nécessairement présentes ssphesiets

Uy, Up,...,Un,Vo,V1,...,Vn de J,. De plus, sachant que chacun de ces sommets possedentugeux s
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cesseurs et deux prédécesseurs qui doivent avoir desucsuifferentes, chacun des sommets d’'un
tournoi T a six sommets tel qué, — T doit avoir au moins deux prédécesseurs et au moins deux
successeurs distincts. Sur les cinquante-six tournoissoomorphes a six sommets, il en existe seule-
ment cing tels que pour tout sommetd~ (u) > 2 etd*(u) > 2 : ceux de la figure 2.27 (nous avons
généré ces tournois a l'aide du programme écrit pan@aa McKay [McKO06]). Par conséquent, si
Xo(Jn) = 6, alorsJ, estT-sommet coloriable pouf € {Tg, T2, T3, ¢ T2}

Soit G, le graphe planaire extérieur de la figure 2.29 construitadenaniere suivante. Nous
prenons le graphd,, 2n+ 2 copies deH), et identifions le sommety de chaque copie de)/, aux
sommetsug, Vo, Uz, V1, . . ., Un, Vn de Jy. Sachant que les six couleurs sont présentes sur les sesmmet
Ug, Vo, U1,V1,...,Un, Vp, d'apres le lemme 2.47 aucun des tournois de la figure 2.p£maet de colo-
rier Gp. Nous avons dongo(Gp) = 7. O

Ce résultat permet donc de montrer que la borne du thé@Bea? est optimale.

2.4.6 Preuve du tleoreme 2.24

Dans cette section, nous prouvons que tout graphe planarg@®sans cycles de longueurs 4 ou
6 admet un homomorphisme vers le graphe de Calgy.

Nous définissons dans un premier temps I'ordre parigomme suit. Soithz(G) le nombre de
=3-sommets danG. SoientG; et G, des graphes donnés. Nous av@is< G, si et seulement si au
moins une des conditions suivantes est veérifiée :

(i) Gy estun sous-graphe propre @g;
(II) n3(Gl) < n3(Gg).

Nous pouvons noter que cet ordre est bien défini, puisqBe sst un sous-graphe propre @g, alors
n3(G1) < nz(Gz). Donc< est une extension linéaire partielle de I'ordre partied sleus-graphes.

SoitH un contre-exemple du théoreme 2.24 minimal suivant ferel.
Nous procédons de facon similaire a la preuve prédederous montrons dans un premier temps
que le contre-exempld ne contient pas un certain ensemble de configurations, pusaboutissons
a une contradiction grace a une procédure de déchamem

2.4.6.1 Proprietés structurelles deH

Lemme 2.48. Le graphe H ne contient pas de 1-sommet.

Preuve. Trivial. O

Lemme 2.49. Le graphe H ne contient pas de 2-sommet incidemhe 3-face.
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Up Up Uy
b‘ Ny P
X :
i 1<k<2
Uo Uk Uo

@ (b) (© (d)

Vik-1

(e)

FiG. 2.30 — Configurations interdites du theoreme 2.24.

Preuve. Considérons la configuration de la figure 2.30(a). TQRgy-sommet-coloratioydeH \ {x}
satisfaity(u;) # y(uz), et peut étre étenduethgrace a la propriéte, 4, ce qui est une contradiction.
O

Lemme 2.50. Le graphe H ne contient pas de 2-sommet adjadeunt <3-sommet.

Preuve. Considérons la configuration de la figure 2.30(b). ToQte g-sommet-coloratiorny de
H\ {x} peut étre modifiee de telle sorte que) # y(w) grace a la propriét®, 4. Cette sommet-
coloration orientée modifiee peut alors étre étenddegaace a la propriéte, 4, ce qui est un contra-
diction. O

Lemme 2.51. Le graphe H ne contient pas de 3-sommet.

Preuve. Considérons la configuration de la figure 2.30(c). Notons wy u,, et us sont des=3-
sommets puisque la configuration de la figure 2.30(b) estditée Six est un source ou un puits,
alors nous pouvons étendre to@&;-sommet-coloration dél \ {x} aH grace a la propriéte;s ;.
Maintenant, il reste deux cas équivalents a traiter :

1) dx)=1letd"(x)=2
(2) d~(x) =2etd"(x) = 1.



2.4. Sommet-coloration orieee forte des graphes planaires sans cycles de longueursgdenn 77

Nous ne traiterons que le cas (1). Soit(x) = {u } et " (x) = {uz, uz}. Nous considérons maintenant
le grapheH’ obtenu a partir dél \ {x} en ajoutant un 2-chemin joignant respectivemargt u,, etu;

et us. Notons que sH est un graphe planaire sans cycles de longueurs 4 ou 6 Hilest un graphe
planaire sans cycles de longueurs 4 ou 6. De plus, nous &/0rRsH puisquenz(H’) = nz(H) — 1.
Toute QRg-sommet-coloratiory de H’ induit une coloration déd \ {x} telle quey(u;) # y(up) et
y(u1) # y(uz), qui peut alors étre étendueHagrace a la propriétes 1, ce qui est un contradictior’

Lemme 2.52. Le graphe H ne contient pas de 4-sommet (resp. 5-sommeteamdja deux (resp.
trois) 2-sommets.

Preuve. Considérons la configuration de la figure 2.30(d). TaQR o-sommet-coloratiory deH \
{u1,...,u_2} peut étre modifiee de telle sorte que) ¢ {y(v1),...,Y(-2)} grace a la propriétée
P, 4. Cette sommet-coloration orientée modifiee peut aloes&endue &l grace a la propriét®, 4,
ce qui est une contradiction. O

Lemme 2.53. Le graphe H ne contient pas de k-sommet adjaé€ht- 1) 2-sommets poB < k < 9.

Preuve. Considérons la configuration de la figure 2.30(e). TapERgo-sommet-coloratiory de H \
{ug,...,u1} peut étre modifiee de telle sorte que) ¢ {y(v1),...,Y¥(-1)} grace & la propriété
P1o. Cette sommet-coloration orientée modifiee peut &eadie &1 grace a la propriéte; 4, ce qui
est une contradiction. O

2.4.6.2 Proé&dure de cechargement

Lemme 2.54. Soit H un graphe planaire connexen sommets, m étes et f faces. Alors,dpalite
suivante estérifiée :

(3d(v)—10)+ § (2r(f)—10)=—20 (2.3)
veV(H) feF(H)

Preuve. A partir de la formule d’Eulen—m+ f = 2, nous obtenons facilemef@m — 10n) 4 (4m—
10f) = —20. Cette égalité et larelation ., d(v) = ;¢ I (f) = 2mpermettent de conclure la preuve.
O

Nous dirons qu’un 4-sommet efstible s'il est incident a une unique 3-face et possede un unique
2-voisin (voir la figure 2.31). L'aréte incidente a un 4xwsoet faible qui n'est pas présente sur la
frontiere de la 3-face et qui n'est pas incidente au 2-sonasteditespeciale Une aréte spéciale peut
étre incidente a deux 4-sommets faibles. Somyi) le nombre de 3-faces incidentes atmy(v) le
nombre de”7-faces incidentesa
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aréte spéciale ;

Fic. 2.31 — Un 4-sommet faible.

Nous définissons la fonction de poidspar w(v) = 3d(v) — 10 sive V(H) etw(f) = 2r(f) — 10

si f € F(H). Nous utilisons maintenant les regles de déchargemératraas :
(R1) Chaque7-face donm% a chaque aréte de sa frontiére.
(R2) Chaque 4-sommet donnéﬁl3 a chacune de ces 3-faces incidentes.
(R3) Chaque aréte spéciale dorﬁu‘a chague 4-sommet faible incident.
(R4) Chaque aréte présente sur la frontiere d’'un 3-fadenne‘7‘ af.
(R5) Soitv un 2-sommet.

(R5.1) Simy(v) = 2, alors les sommets adjacents @onnent chacur? av.

(R5.2) Simy(v) =1, alors les sommets adjacents @onnent chacuﬁ}’ av.

(R5.3) Simy(v) =0, alors les sommets adjacentg @nnent chacun 2a

(R6) Chaque aréte incidente a un 2-sommdbnne le total de sa charge obtenue par la regle (R1)
av.

Une fois la procédure de déchargement terminée, uneefiewshargew” est obtenue sur les som-
mets et les arcs dd.

Soitv unk-sommet. Notons quie# 1 etk # 3 d’apres les lemmes 2.48 et 2.51.

e Sik=2, alorsw(v) = —4. H ne contient pas deux 2-sommets adjacents par le lemme 2.50.
— Simy(v) =2, alorsv recoit 4x ‘7‘ de ces arétes incidentes par laregle (R6)>e€21e ces sommets
adjacents par la regle (R5.1). Aingi; (v) = —4+4 x ‘7‘+ 2 %’ =0.
— Simy(v) =1, alorsv recoit 2x ‘7‘ de ces arétes incidentes par la régle (R6) et%@ de ces
sommets adjacents par la regle (R5.2). Ainsiv) = —4+2x 3 +2x 2 =0.
— Finalement, sin;(v) = 0, alors,v ne recoit rien de ces arétes adjacentes, mais regolt @e ces
sommets adjacents par la regle (R5.3). Ainsiv) = —4+2x2=0.

e Sik=4, alorsw(v) = 2. D’apres le lemme 2.5%,est adjacent & au plus un 2-sommet.
— Premiérement, supposons qu&est pas faible.
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— Simg(v) = 2, alorsv n'est pas adjacent a un 2-sommet Eane contient pas de 4-cycle et
gu'une 3-face n'est pas incidente a un 2-sommet (d’'agréesnhme 2.49). Le sommetdonne
donc 2x 22 par la regle (R2) e’ (v) > 0.

— Sivest adjacent a un 2-sommet, il donne au plus 2 par la rédle (R

— Finalement, supposons quest faible. Observons que puisque une 3-face est adjaaeletE 7-
faces, alors le 2-sommet adjacent@st incident & au moins ur&’-face. Doncy donne au plus

170 au 2-sommet adjacent par la régle (RS%%& la 3-face par la regle (R2). Maintenantecoit

2 de son aréte spéciale incidente par la regle (R3). Fimatg,w'(v) =220 16,2- 2 > o,

e Sik=05, w(v) =5. D'apres le lemme 2.52; est adjacent a au plus deux 2-sommets et donc
w'(v) >5-2x2— %—? > 0 par les régles (R2) et (R5).

e Sik=6,w(v) = 8. D'apres le lemme 2.4.6.¢,est adjacent a au plus quatre 2-sommets.
— Sivest adjacent a au plus trois 2-sommets, alare/) > 8—-3x 2— %3 > 0 par les regles (R2)
et (R5).
— Maintenant supposons quest adjacent a quatre 2-sommets.
— Sivn'est pas incident a une 3-face alovs(v) > 8—4x 2= 0 par la regle (R5).
— Sivestincident & une 3-face, alors deux des 2-sommets sadeiris & au moins unéer7-face.
Ainsi, w*(v) > 8—2x2-2x 22— 18> 0 par les regles (R2) et (R5).

e Si7<k<9,w(v)=3k—10. D’apres le lemme 2.4.6.¢est adjacent & au plik—2) 2-sommets.
Ainsi, w*(v) > 3k— 10— 2(k—2) — 22 =k—6— 22 > 0.

e Sik>10,w(v) =3k—10. Ainsi,w*(v) > 3k—10—2k > 0.

Soit f unel-face. Notons qué+ 4 etl # 6 par hypothése.

e Sil =3,w(f)=—4. Puisque le graphd ne contient aucun 2-sommet incident a une 3-face d’apres
le lemme 2.49 et aucun 3-sommet d’aprés le lemme 25kt incidente a trois 4-sommets et
recoit de chacué%’ par la régle (R2). De plus, chaque aréte de la frontiérmdé af parlaregle
(R1). Ainsi,w"(f) = —4+3x 32 +3x 3 =0.

e Sil=5w(f)=w"(f)=0.

e Sil >7,w(f) =2l —10. Parlaregle (R1L); donne$ & chaque aréte de sa frontiére. Ainsi( f) =
21 -10— 31 =¥ -10>0.

La somme totale des charges est conservée durant la precée dechargement et nous pouvons
remarquer quev’(x) > 0 pour toutx € V(H) UF(H). Nous obtenons alors d’aprés I'égalité 2.3 la
contradiction suivante :

0< w*(x) < w(x) =—-20<0
xeV (H)UF(H) xeV (H)UF(H)

Un tel contre-exemplél du theoreme 2.24 n’existe pas, ce qui conclut la preuve.
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2.4.7 Discussion desasultats

Nous venons d’étudier dans cette partie le nombre chrgomabrienté fort des graphes planaires
sans cycles de longueurs 4 a 6, ainsi que celui des grapaeaings sans cycles de longueurs 4 a
12. A travers cette étude, nous voulions étudier impact tliesgles pour une sommet-coloration
orientée forte en mettant en relation nos nouveaux idsudtvec les résultats précédemment obtenus
(cf. theoréme 2.16) sur le nombre chromatique orientédies graphes planaires de maille donnée.

Dans ce qui suit, nous faisons un premier point sur les tgdesi de preuves que nous avons
utilisées. Puis, nous comparons nos résultats a cgexcdanus pour les graphes planaires de maille
donnée.

L'une des principales techniques de preuves utiliseées glotenir des bornes sur le nombre chro-
matique orienté fort des graphes planaires de maille elericf. theoreme 2.16) s’appuie sur le degré
moyen maximum. Une premiére partie de la preuve consisterdrer qu’un graphe planaire de maille
g possede un degré moyen maximum d’au phud suffit ensuite de montrer dans une deuxieme par-
tie que tout graphe de degré moyen maximum au plasun nombre chromatique orienté fort au plus
k en utilisant une procédure de déchargement de fygmnmets-sommets

Dans notre cas, le fait d’autoriser les triangles dans leghes que nous considérons entraine une
augmentation relativement importante du degré moyenmaxi ; en effet, le degré moyen maximum
des graphes planaires de maille donnée tend vers 2 loraquaille augmente (cf. observation 1.3)
alors que celui des graphes planaires sans cycles de lasgéi€u tend vers 3 lorsque augmente
(cf. lemme 2.19(2)). Ainsi, le degré moyen maximum ne senplls étre un parametre pertinent pour
I'étude de la sommet-coloration orientée forte des geapflanaires sans cycles de longueurs.4 a

Pour obtenir nos résultats, nous avons donc utilisé urtenieue de preuve s’appuyant sur une
procédure de déchargement de typsommets-faces qui a permis de répartir au mieux la charge
présente sur le graphe entre les triangles ayant peu dgecbtles faces de plus haut rang.

L'un des buts de notre étude était de déterminer, dangfure du possible, I'impact des triangles
pour une sommet-coloration orientée forte.

Nous avons dans un premier temps montré que le nombre ctiqumarienté fort de la classe des
graphes planaires sans cycles de longueurs, $@ur touti > 12, est égal a 7; nous savons d’autre
part que le nombre chromatique orienté fort de la classgdgshes planaires de maille au moins 14
est égal a 5. Ainsi, nous pouvons remarquer que le faibdtey des triangles aux graphes de maille
au moins 14 implique une augmentation du nombre chromatigeaté fort qui est relativement peu
importante.

En revanche, nous ne pouvons pas conclure pour les autrdsrcaffet, le nombre chromatique
orienté fort de la classe des graphes planaires de mailsti@mpris entre 5 et 7. |l est donc possible
gque le nombre chromatique orienté fort des graphes pkmains cycles de longueurs 3 a il&. (
maille 13) soit égal au nombre chromatique orienté fostglaphes planaires sans cycles de longueurs
4 a 12. Nous ne pouvons pas nous prononcer sur I'impactidegles dans ce cas.
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De méme, nous avons prouvé que le nombre chromatiquet®@ifiert de la classe des graphes
planaires sans cycles de longueurs 4 a 6 est compris entr&9, @ous savons d'autre part que le
nombre chromatique orienté fort de la classe des graphesipts de maille 7 est compris entre 5 et
7. Ici également, nous ne pouvons pas nous prononcer syrdit des triangles.

Par conséquent, pour obtenir des informations précisddmmpact des triangles pour la sommet-
coloration orientée des graphes planaires, nous devamsyore |'etude de cette classe de graphes.
Nous obtiendrions également des réponses si nous amedes bornes du nombre chromatique
orienté fort des graphes planaires de maille donnée.

2.5 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous venons d’étudier successivemeatribre chromatique orienté des graphes
planaires extérieurs, des 2-arbres partiels et des ggguhaaires. Nous avons également étudié le
nombre chromatique orienté fort des graphes planairesates de longueurs données.

Graphes planaires exérieurs. Certaines questions étaient ouvertes concernant le rochiboma-
tique orienté des graphes planaires extérieurs. Noussa@pondu a ces questions et connaissons a
présent la valeur exacte du nombre chromatique orientéetle classe de graphes pour toute maille
g=>3.

2-arbres partiels. Le nombre chromatique orienté des 2-arbres partiels afestvanche pas connu
de fagon exacte pour toutes les mailles. En effet, nousveasdoujours pas si le nombre chromatique
orienté des 2-arbres partiels de maille § < 13 est égal a 5 ou 6.

Un des moyens de répondre a cette question serait devdéézrla longueur des chaines consti-
tuées de 2-sommets contenues dans les 2-arbres partédgideminimum 2 en fonction de la maille.
Rappelons que les graphes planaires (resp. planaireseex$3 G de mailleg tels qued(G) > 2
contiennent obligatoirement uriéd | )-chaine (resp(g— 1)-chaine) constituée de 2-sommets. Alors,
qgu’en est-il pour les 2-arbres partiels ?

Question 2.55. Soit G un 2-arbre partiel de maille g tel qu&G) > 2. Le graphe G contient-il une
(§)-chdne constitée de 2-sommets ?

Si la réponse est positive, alors grace a la propriétéodrnoiTg (voir la proposition 2.4), nous
pourrons montrer quge(T3) =5 pourg > 7.

Graphes planaires de grande maille. Le nombre chromatique orienté des graphes planaires de
grande maille a été étudié par de nombreux auteurs conumg avons pu le voir dans ce chapitre
(voir le theoreme 2.12). Nous avons contribué a I'etutt ce probleme et I'avons amélioré pour
certaines mailles. En effet, nous avions%(Pg) < 7 pour 11< g < 13. Nous avons amélioré ce
résultat en montrant que$xo(Pg) < 6 pour 11< g < 13.
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Cependant, il reste encore de nombreuses questions aiMenteffet, nous ne connaissons pas la
valeur exacte du nombre chromatique orienté des graphesipts de maillg < 13. Nous n’avons
pour l'instant que des bornes inférieures et supériegussont pour certaines mailles trés éloignées.
Nous avons par exemple vu que £7%,(P) < 80. De nombreux auteurs ont tenté de réduire I'écart
qui existe entre ces deux bornes inférieures et supeseunais peu de résultats ont été obtenus.
Concernant les bornes supérieures, il semble que lesodeghutilisées jusqu’a présent montrent
leurs limites et ne permettront pas d’obtenir de meilleésuiltats.

Graphes planaires sans cycles de longueurs doaes. Nous avons considéré le nombre chroma-
tique orienté fort des graphes planaires sans cycles dedams données. Nous savons gué14) =

5 ou P14 est la classe des graphes planaires de maille au moiriseldes graphes planaires sans
cycles de longueurs 3 a 13. Nous avons prouvé que pour taphg planairés sans cycles de lon-
gueurs 4 a 12(G) < 7; de plus, nous avons construit, pour tout 4, un graphe planaire extérieur
G sans cycles de longueurs 4@l quexs(Gi) > 7, ce qui montre que la borne supérieure précédente
est optimale. Nous pouvons donc nous rendre compte que @éaas bu les triangles sont autorisés,
deux couleurs supplémentaires sont nécessaires, quellsoit la longueurs des cycles interdits. Nous
avons également montré que le nombre chromatique erferttdes graphes planaires sans cycles de
longueurs 4 a 6 est d'au plus 19. Nous n'avons cependanetpdse I'optimalité de cette derniere
borne.

Question 2.56. Existe-t-il des graphes planaires sans cycles de longuédr$ n'admettant pas de
7-sommet-coloration orieée ?

D’autres questions ouvertes. En regle générale, de nombreuses questions sont osigerieernant
le nombre chromatique orienté de certaines classes daagap

Par exemple, le nombre chromatique orienté des graphesgie du plus trois n’est actuellement
pas connu. Sopena et Vignal [SV96] ont montré que tout grajfghdegré au plus trois admet une
QRy1-sommet-coloration. Dans [Sop97], Sopena a de plus cam@cjue les graphes connexes de
degré au plus trois admettaient une 7-sommet-coloratiemtée. Cependant, le grapQ&; n’est pas
un graphe cible “universel” pour la classe des graphes d&degplus troisi(e. un tournoiT tel que
pour tout graphés de la classeGG — T). En effet, considérons le graphe de la figure 2.32. Suposo
que le sommet soit colorié avec la coulewr; les sommets,, v, et vz doivent avoir des couleurs
differentes et sont par conséquent coloriés avec lesgucesseurs de la coulearsependant, dans
QRy, les trois successeurs d’'une couleurs forment un circeligui n'est pas le cas ici : la couleur
de v, est prédécesseur des couleursget vs. Donc, tout graphe de degré au plus trois contenant le
graphe de la figure 2.32 en tant que sous-graphe n‘admet fpasdinorphisme verQR;.

Avec Edita Magajova (de I'universite Commenius de Bratig)a nous nous sommes intéressés
a ce probleme. Une vérification par ordinateur a permixftiber un tournoil; a sept sommets tel
que tout graphe cubique d'au plus dix-huit sommets admetammomorphisme ver3; (voir la fi-
gure 2.33).
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u
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4 3
FiG. 2.32 — Graph& de degré au plus trois tel FiG. 2.33 — Le tournoily a 7 sommets.

queG /4 QRy.

Question 2.57. Soit G un graphe cubique. Avons nous-GI7 ?

De méme, Fertin, Raspaud et Roychowdhury [FRRO3] ont reogtre les grilles a deux di-
mensions admettent une 11-sommet-coloration orientéatetonjecturé que toute grille admet une
7-sommet-coloration orientée et plus exactement @QRg-sommet-coloration. Szepietowski et Tar-
gan [ST04] ont prouvé que la conjecture de Fertin, Raspa&bygchowdhury était en partie fausse
en exhibant une grille construite par ordinateur n'adnm¢tps deQR,-sommet-coloration (voir la
figure 2.34). Toutefois, la question reste posée : lesegrid deux dimensions admettent-elles une
7-sommet-coloration orientée ? Un test par ordinateusr@opermis de vérifier que la grille de la fi-
gure 2.34 (qui n'est pa@Ry-sommet-coloriable) admet uig-sommet-coloration (oll; est le tournoi
de la figure 2.33). Nous pouvons alors nous poser la quesiigarge : les grilles a deux dimensions
sont-ellesT;-sommet-coloriables ?

Des tournoais cibles non circulants ? Comme nous l'avons vu au cours de ce chapitre, de nhom-
breux résultats ont été obtenus pour le nombre chromatigienté durant les dix dernieres années.
Ces derniers sont pour la plupart obtenus en montrant gusteeun homomorphisme des graphes
de la classe considérée vers un certain tournoi. Lesaiiaibles utilisés sont généralement des cir-
culants, sommet-transitifs et arc-transitifs pour la mtgad’entre eux. Nous avons par exemple ren-
contré au cours de ce chapitre les tourr@R, construits a partir des résidus quadratiques non nuls
deq. Les symétries présentes dans ces tournois permetianiedir assez facilement des propriétés
structurelles intéressantes telles que les propriétgsou P, 1 du tournoiQR; par exemple (voir la
proposition 2.27). Ces propriétés sont ensuite ughkspour montrer I'existence d’homomorphismes
de certaines classes de graphes vers ces tournais.

Cependant, nous avons construit et utilisé dans ce chapitrtournoi cible qui n’était pas un
graphe circulant : le tourndi de la figure 2.6(b). Nous avons exhibé une propriété dewmoi (voir
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FIG. 2.34 — Une grille orienté& a deux dimensions telle gu& /4~ QR; maisG — Ty.
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la proposition 2.4) qui nous a permis d'obtenir des bornas @nombre chromatique orienté des
graphes planaires extérieurs, des 2-arbres partielesegrdphes planaires.

De méme, le tourndly de la figure 2.33 est un graphe cible valide pour tous les gsaphbiques
dont le nombre de sommets est au plus dix-huit. Ce tournst p&s un circulant lui non plus.

Nous voyons donc que certains problemes de coloratioestégs trouvent des solutions grace
a des tournois qui ne semblent pas &tre a premiere vubates “‘candidats”. Cette voie parait donc
intéressante a suivre : construire des tournois non laintsl ayant des propriétés structurelles nous
permettant de prouver que les graphes de certaines clasaegi@nt un homomorphisme vers de tels
tournois. Néanmoins, I'une des principales difficultesgistera a trouver des propriétés structurelles
pertinentes dans un graphe ou les degrés entrants etdelssdgortants ne sont pas réguliers. Par
exemple, nous ne connaissons pour l'instant aucune ptépintéressante d& (le tournoi de la
figure 2.33). De plus, il parait évident, dans le cas outdesnois ne sont pas circulants, que les
couleurs ne joueront pas toutes le méme role. Par exemrpta qui concerne le tourndi, le sommet
étiqueté 0 possede un degré sortant 5; ceci impliquecette couleur ne pourra pas étre utilisée
dans certaines configurations bien précises qu'il fauétarchiner. En plus de trouver des propriétés
pertinentes de ces tournois cibles non circulants, il fawtbnc identifier dans le graphe que nous
voulons colorier les configurations pour lesquelles ceeicouleurs sont obligatoires et d’autres
pour lesquelles certaines couleurs sont interdites.
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Chapitre 3

Arc-coloration orient ee

Divers types de colorations d’arcs ont été étudiés thalitérature. Nous en avons donné certains
dans le chapitre 1, § 1.3.2. Dans ce chapitre, nous introdsiisne nouvelle notion d’arc-coloration :
I'arc-coloration orienée

Dans le cas non orienté, une aréte-coloration propre gfaphe non orient& est une sommet-
coloration deL(G), son graphe représentatif des arétes ; par conséeqiéd), = x(L(G)) pour tout
graphe non orient&. Dans le cas orienté, nous pouvons de la méme maniererdéfearc-coloration
orientted’un graphe orient& comme une sommet-coloration orientéeld®G), son graphe repré-
sentatif des arcs (la notion de sommet-coloration oreatété étudiée dans le chapitre précédent).

Considérons le graph® de la figure 3.1(a). Le graphe représentatif des BR&G) de G est le
graphe de la figure 3.1(b) ; une sommet-coloration orieete@(G) est donnée sur cette figure. Il
suffit alors de reporter les couleurs des sommet&IEG) sur les arcs correspondants @epour
obtenir une arc-coloration orientée de ce dernier.

Une arc-coloration orientée d’'un graphe orie@@eut alors étre définie comme une application
f 1 A(G) — C (ouC est un ensemble de couleurs) satisfaisant les deux camlgigvantes :

(i) pour tousu,v,w € V(G) tels queuv,vw € A(G), f(uv) # f (W),

4 5

(a) Le graphes. (b) Le graphe.D(G).

FiG. 3.1 — Exemple d'arc-coloration orientée et de sommetration orientée.

87
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(i) pour tousu,v,w,x,y,z € V(G) tels queav, Wi, Xy, yz € A(G) et f (V) = f(yz), f(W) # f(Xy).

Si|C| =k, alors nous dirons quiest unek-arc-coloration orientée de. L' indice chromatique orieit
de G, notéx,(G), est alors défini comme le plus petit entietel queG admet unek-arc-coloration
orientée. De plus, $f est une classe de graphes, ajy&F) est défini comme le maximum des indices
chromatiques orientés pris sur tous les graphes de laectass

D’aprés la définition ci-dessus, nous avons dgf(&S) = Xo(LD(G)) pour tout graphe orient®.

Nous pouvons tout de suite remarquer que les deux conditibdessus impliquent qu’un 3-
chemin nécessite obligatoirement trois couleurs difiégs pour toute arc-coloration orientée. Notons
d'autre part que deux arcs partageant la méme extrémii@lé ou la méme extrémité terminale
(i.e. deux arcs adjacents mais non consécutifs) peuvent préman&me couleur. Ceci découle de
la définition du graphe représentatif des arcsa st b sont deux arcs non consécutifs d’'un graphe
orientéG, alors les deux sommets correspondants d&1{$5) ne seront pas adjacents.

En termes d’homomorphisme, ukearc-coloration orientée d’'un graphe orie@ést un homo-
morphisme d&.D(G) vers un graphe orientd ak sommets. SLD(G) — H, alors nous dirons qué
admet uneH-arc-coloration. L'indice chromatique orienté @epeut alors &tre défini comme le plus
petit ordrek d’'un graphe orientél tel queLD(G) — H.

Soit G un graphe orienté. Pour une arc-coloration orierfteke G, éventuellement partielld.€.
uniquement définie sur un sous-ensemble d’arcA(@) et un sommeti de G, nous noton€; (u)
(resp.C; (u)) I'ensemble des couleurs sortantes deesp. lensemble des couleurs entrantes fle u
c’est a dire I'ensemble des couleurs présentes sur lesartants (resp. entrants) du somonegnfin,
Ct(u) = C5 (u) UC{ (u).

Ce chapitre est organisé comme suit. Nous donnons danseamegsrtemps un résultat de com-
plexité pour cette coloration. Nous exhibons ensuite dgsds de l'indice chromatique orienté en
fonction de parametres déja étudiés, tels que le nerchromatique orienté ou encore le nombre
chromatique acyclique. Nous considérons enfin I'indiceostatique orienté de certaines classes de
graphes, telles que les graphes planaires extérieurgrdpbes planaires ou encore les graphes de
degré maximum borné.

Certains résultats de ce chapitre font partie d’'un rapp@recherche actuellement soumis [OPS06]
(a savaoir, le résultat de complexité, les bornes de iadhromatique orienté en fonction du nombre
chromatique orienté et du nombre chromatique acycligirglite chromatique orienté des graphes
planaires et des graphes de degré maximum borné). Dsar@seltats sont actuellement publiés dans
des revues : les bornes de l'indice chromatique orient@dgshes planaires extérieurs dém®rma-
tion Processing LetterfPS06b] et la borne de I'indice chromatique orienté deplyea de degré au
plus trois dang he Electronic Journal of Combinatori¢Rin06].
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— x A yY
(a) Une arétexy (b) Le 10-circuitCyy de G’ associé a
du grapheG. I'arétexy deG.

FIG. 3.2 — Principe de construction du graphe origgt@ partir du graphe non orien@

3.1 Complexit

Dans cette premiere partie, nous étudions la complekitprobleme qui consiste a décider si un
graphe orienté admet ukearc-coloration orientée.

Des résultats de complexité pour le nombre chromatigientér ont été établis recemment. Klos-
termeyer et MacGillivray [KMO04] ont montré que pour un gnags donné, décider 9{o(G) < k est
un probléme polynomial ¢ < 3 et est un problemsP-complet sik > 4. Culus et Demange [CDO06]
ont étendu ce précédent résultat au cas des graphetisgiales graphes orientés sans circuit.

Le problemeaRrc-coL peut s’énoncer de la facon suivante :

ARC-COL
Instance: Un graphe orient& et un entier positik.
Question: G admet-il unek-arc-coloration orientée ?

Puisque l'indice chromatique orienté d'un graphe oedbst le nombre chromatique orienté de
son graphe représentatif des ar€G), le résultat que nous exhibons ici est en fait une extertiion
résultat de Klostermeyer et MacGillivray au cas des grapbprésentatifs des arcs.

Théoreme 3.1.Le probEmeARc-coL est polynomial pour K 3 et estNP-complet pour k> 4.

Preuve. Le cask < 3 découle directement du résultat de Klostermeyer et M@y puisque
Xo(G) = Xo(LD(G)) et que le graphe représentatif des dibgG) de G peut étre construit a partir de
G en temps polynomial.

Nous montrons que le problem&c-coL estNP-complet pouik > 4 en utilisant une réduction
de 3COLORABILITE. Il est connu que le probléemecoLORABILITE estNP-complet pouk > 3.

Nous construisons un graphe orie@éa partir d’'un graphe non orienté comme suitA tout
sommet deG, nous associons un arvcdansG'. Pour une arétey dansG, nous ajoutons un 4-chemin
constitué de 2-sommets joignant I'extréemité terminddéex’ et I'extrémité initiale dey/, ainsi qu’un
autre 4-chemin constitué de 2-sommets joignant I'exii@merminale de/ et I'extrémité initiale de
X' (voir la figure 3.2). Par conséquer@, contient des 10-circuits induit par les arétesGleun tel
10-circuit induit par I'arétexy est notéCy,. Ainsi, toute arc-coloration orientée @& nécessite au
moins quatre couleurs puisque #®(mod 3. Nous avons dong,(G') < 4 si et seulement &iD(G')
admet un homomorphisme vers le tourigidessiné sur la figure 3.7(a)4(est le seul tournoi a 4
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sommets contenant un 4-circuit). Nous pouvons noter qué, |oe arétexy de G, les arcsx ety
sont opposeés sur le circuly . Nous vérifions simplement, par une étude cas par cds,dpie pour
toute paire de sommetsetv de Ty, il existe un 5-chemin da av, a I'exception des cas ail= v, ou
u= 2 etv = 3. TouteTs-arc-colorationh deC,, est donc telle qué(x’) # h(y') et chaque couple de
couleurs distinctes peut étre obtenu pthix'),h(y')) a I'exception dg2,3) et (3,2). Sic est une 3-
sommet-coloration propre d& alorsG’ admet unély-arc-coloratiorh telle queh(V') = 1 sic(v) =1,
h(V) = 2 sic(v) = 2, eth(V') = 4 sic(v) = 3. Inversement, S8’ admet unély-arc-colorationh, alors
la colorationc de G telle quec(v) =1 sih(V) =1, c(v) =2 sih(V) =2 ouh(V) = 3, etc(v) = 3 si
h(V') = 4, est une 3-sommet-coloration propre.

Nous considérons maintenant le ¢as 4, k pair. Nous considérons le probleme de décision de

Xo(H) < k restreint aux graphes orientésne contenant ni sources, ni puits. Ce cas est traité par
induction surk. Nous pouvons noter que les graphes orientés que nous ewnssléerés dans le cas
k = 4 ne contiennent ni sources, ni puits; le &as 4 est notre cas de base. Nous construisons un
graphe orientéd’ sans source, ni puits, a partir d'un graphe origdtgans source ni puits tel que
Xo(H') = X5(H) + 2. Le grapheH’ est obtenu a partir del en ajoutant trois sommetg, vz, vs, les
arcsvivs, ovi, et les arcsivi, Vav, pour tout sommev de H. Toutek-arc-coloration orientéd de
H peut &tre étendue a urile+ 2)-arc-coloration orientée dd’ comme suit. Les arcev; (resp.vav)
prennent une couleur parmi celles présentes @ars) (resp.C; (v)) puisqueC; (v) # 0etC; (v) # 0.
Les arcsvivs et Vvov; obtiennent deux couleurs supplémentaires. Inversertmrit k-arc-coloration
orientée deH’ induit une(k — 2)-arc-coloration orientée de. Pour voir ceci, notons que tout axg
de H appartient & un 5-circuiy, yvi, Vivs, VoV, VaX, ce qui implique que la couleur dey doit &tre
differente de celles des aress; etv,vs.

Nous considérons finalement le das 4, k impair. Nous construisons un graphe oriehtea
partir d’'un graphe orient&l sans source, ni puits, tel qug(H’) = x,(H) + 1. Le grapheH’ est
obtenu a partir déf en ajoutant deux sommets, Vo, l'arc Vivs, et les arcs/vi, pour tout sommev
deH. Comme précédemment, tolkearc-coloration orientée dd peut étre étendue a urik+ 1)-
coloration orientée de’, et que toutdc-arc-coloration orientée dé’ induit une(k— 1)-arc-coloration
orientée deH. O

3.2 Relation entre nombre chromatique oriené et indice chromatique
orienté

Dans cette partie, nous allons montrer qu'il est possiblbateer I'indice chromatique orienté
d’'un graphe orienté en fonction de son nombre chromatigeet&, et inversement, qu'il est également
possible de borner le nombre chromatique orienté en famcté I'indice chromatique orienté, ce qui
implique que les classes de graphes ayant un nombre chopmatiienté borné sont les mémes que
celles ayant un indice chromatique orienté borné.

La relation suivante s’obtient facilement :
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Théoreme 3.2.Soit G un graphe oriet Alorsx,(G) < Xo(G).

Preuve. Soit f une sommet-coloration orientée @e Soitg une arc-coloration orientée d@définie
par g(uv) = f(u) pour tout arcuv € A(G). Il est facile de vérifier que si deux arcs’ et W sont
consécutifs, alorg(uv) = f(u) # f(v) = g(VW) puisquef est une sommet-coloration orientee@e
Par conséquent, gin'est pas une arc-coloration orientée @gil existe quatre arcsv, W, Xy, yz €
A(G) tels queg(uv) = g(yz) etg(Vw) = g(Xy). Dans ce cas, nous avohéu) = f(y) et f(v) = f(x),
ce qui est une contradiction puisgfi@st une sommet-coloration orientée@e O

Les bornes supérieures actuellement connues pour le Boaffsomatique orienté sont donc
également valides pour l'indice chromatique orientéuslaous appuierons sur ces dernieres dans
la suite de ce chapitre et essayerons de les améliorer pulicé chromatique orienté.

Nous devons également noter que la borne du theoremstoptEmale. En effet, pour tout nous
pouvons construire un grapl@avecy,(G) = n = Xo(G). SoitT T, le tournoi transitif an sommets
avecV (TTy) = {Vo,V1,...,Vn_1} €tViV] € A(TTy) sii < j. Alors, considérons le tourndj, an sommet
obtenu & partir dd T, en inversant l'arc/ovn,_; (par conséquent, 1Vp € A(T,)). Alors, toute paire
d'arcs de I'ensembl& = {Vivi;1 € Tp,i € [0,n— 1]} (les indices sont pris modulo) appartient a
un 3-chemin et donc tous les arcs Seloivent obtenir des couleurs differentes. Nous avons donc
Xo(Tn) =[S = Nn=Xo(Tn).

Pour borner le nombre chromatique orienté en fonctioniddi€e chromatique orienté, nous avons

dans un premier temps besoin de quelques nouvelles défimiiinsi que des deux lemmes suivants.

SoitG un graphe orienté et sdi(G) I'ensemble des parties 86 G). Nous définissons I'applica-
tion pg comme suit :

be: PG) — PG
s — sulJrémw
veSs

Nous notons alor8(G) I'ensembleQ(G) = {ps(s),s€ P(G)} (Q(G) est par conséquent 'image
deg). ClairementQ(G) C P(G). Pour un élémers € Q(G), nous notons = {v € ;I §(v) C s} et
s={vesT(v) Zs};nous avons dons= 3s (union disjointe).

Exemple. Considérons le tourndl, dessiné sur la figure 3.3(d). Nous avadél,) = {0, {1,4},
{3,4}, {1,2,3}, {1,3,4}, {2,3,4}, {1,2,3,4}}. De plus, si nous considérons I'élement {1,2,3}
deQ(T4), alorss= {1} ets= {2,3}.

Lemme 3.3. Soit G un graphe orieitavecy;,(G) = k et soit T un graphe orier#t a k sommets tel
que G admet ungdarc-coloration {.e.LD(G) — T). Alors, Xo(G) < |Q(Tk)|.

Preuve. Sans perte de généralité, nous considéronsigast un tournoi (sinon, nous le complétons).
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SIS P

(&) Ty (b) T7. (© T3, () T =Ta.

FiG. 3.3 — Les quatre tournois non isomorphes a quatre sommets.

Soit f un homomorphisme deD(G) dansTy ; nous définissons 'applicatiomcomme suit :

g: V(G — QT
W = uTk(C?_(W))

Nous affirmons quey est une sommet-coloration orientée @e Soit tv € A(G) avec f(UV) = a.
Puisquea € C{ (u), nous avons € g(u) eta ¢ C{ (v) ; de plus, par définition dé, pour toute couleur
ceC{(v), ca¢ A(Ty), c’est a direac € A(Tk). Par conséquerat¢ g(v) etg est une sommet-coloration
propre deG.

Maintenant, sg n’est pas une sommet-coloration orientéeGjalors il existe deux arcsv et Xy
de G avecg(u) = g(y) etg(v) = g(x). Soit f (Uv) = a et f(Xy) = b. Nous montrons tout d’abord que
nous avons nécessairemért g(y). Sia # b, puisqueT, est un tournoi, NOUS pouvons supposer sans
perte de généralité qua_é € A(Tk). Alors, nous avonb € g(u) et par conséquelite g(y). Maintenant,
sia=b, nous avond € g(u) et par conséquettt < g(y). Donc, dans les deux cas¢e g(y). Puisque
f est une arc-coloration orientée @e b ¢ C; (y). Ainsi, il existe une couleuc € C{ (y) telle que
che A(Ty). Puisquef (Xy) = b, nous avons aushic € Tk, Ce qui est une contradiction puisqlieest
un tournoi, qui est par définition antisymétrique. O

En particulier, tout graphe orientd qui admet unél-arc-coloration a un nombre chromatique
orienté d’au plus 7 puisqu€(T4)| = 7 comme nous 'avons observé plus haut.
Nous montrons maintenant que la borne donné par le thi83 est optimale :

Lemme 3.4. Pour tout tournoi § @ k sommets, il existe un graphe orier® tel quex,(G) <k,
LD(G) — Tk etXo(G) = |Q(Tk)|-.

Preuve. SoitG un digraphe défini par (G) = Q(Ti) etxy € A(G) si et seulement s'il existec V (Ti)
tel queve xetvéey.

Nous vérifions dans un premier temps dBeest un graphe orienté.€. sans arcs opposes ni
boucle). Supposons au contraire qug € V(G) sont deux sommets tels qu'il existe et v, avec
Vi EX, V1 €Y, Vo €y etvs ¢ x Sans perte de généralite, nous supposonsvguec A(Ty) : nous
obtenons une contradiction puisguedoit appartenir . Le grapheG est bien un graphe orienté.

Nous montrons maintenant que toute sommet-coloratiomtéeedeG nécessiteQ(Ti)| couleurs
(c’est a dire une couleur differente pour chague sommeByePuisque toute sommet-coloration
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{1,2,3}

{1,3,4} {2,3,4}

{1,4} {3,4}

{1.2.3,4} 0

FiG. 3.4 — Un graphe orienté ayant indice chromatique oridrééun nombre chromatique orienté 7.

orientée est une sommet-coloration propre, nous devarsrsent vérifier que les paires de sommets
non adjacents dé& nécessitent des couleurs differentes. Pour ce faires mantrons que toute paire
de sommets non adjacents appartient a un 2-cheminx3§oit V (G) deux sommets non adjacents ;
par construction d& nous avonZ C y ety C x. De plus X # Y, et sans perte de généralité ceci implique
qu'il existeu € V (Ty) tel queu € x etu ¢ y. D’autre part, il exister € X tel quevt € A(Ty). Considérons

le sommet = py, ({u}) deG. Nous avonsi € zetv ¢ z Par construction d&, Xz, zy € A(G). Donc,
Xo(G) = |Q(Tu)|.

Finalement, nous construisons ufearc-colorationf de G. SoitXy € A(G). Il existe doncu tel
queu € X etu ¢ y. Ceci implique que touwt; € y est un successeur dedansTy (sinon, nous aurions
uey). Soitf : A(G) — {1,...,k} l'application telle quef (Xy) = upouru € Xetu ¢ y: tout arc sortant
dey sera colorié par un successeuruwdansTy. Par conséquent, est homomorphisme deD(G)
versT et doncy;,(G) < k. O

Notons que le graphe construit dans le précédent thémest le plus petit graphe possible puis-
qu’il a |Q(Tk)| sommets et qu’il nécessit@(Ti)| couleurs pour toute sommet-coloration orientée.

Exemple. En utilisant la construction de la précédente preuveyrtirgu tournoiT, de la figure 3.3(d)
nous obtenons le grapli&de la figure 3.4 : il est facile de vérifier g@admet unél-arc-coloration
et a un nombre chromatique orient§T,)| = 7.

Nous venons donc de voir que pour tout tourfipa k sommets, il existe un graphe orierfigarc-
coloriable qui nécessit@(Ty)| couleurs pour toute sommet-coloration orientée. Ce qusmutéresse
a présent est de connaitre, pour tout enkiela plus grande valeup telle qu'il existe un graphe
orientéG dont I'indice chromatique orienté est au pkust dont le nombre chromatique est au moins
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FiG. 3.5 — Le graphéd du lemme 3.7.

p. Pour cela, nous devons déterminer la plus grande valeupgut prendréS(Ty)|. Nous posons
alorsq(k) = max{|Q(Ti)|, T est un tournoi & sommet$. A partir des deux précédents lemmes, nous
obtenons la borne supérieure suivante :

Théoreme 3.5. Soit G un graphe orietavecy,(G) = k. Alors,xo(G) < @(k). De plus, cette borne
est optimale.

Preuve. Puisquex,(G) =k, il existe un tournoily ak sommets tel qu& admet undy-arc-coloration.
D’aprés le lemme 3.3, nous avoRs(G) < |Q(Tk)|, et doncXo(G) < @(k).

Maintenant, soilf,"® un tournoi ak sommets tel que(k) = |Q(T,"®)|. D'apres le lemme 3.4, il
existe un graphe orientd tel quexo(G) = |Q(T,"®)| = @(k). La borne est donc optimale. O

Exemple. Nous pouvons vérifier pour les quatre tournois a quatrensetsde la figure 3.3 que nous
avons|Q(TH)| =5, |2(T2)| = 6, |2(T7)| = 6 et|Q(T4)| = 7. Nous avons dong(4) = max{|Q(T)|,
1Q(TA),1Q(T)],12(TH|} = 7 et par conséquent tout graphe orienté ayant un indicentique
orienté d’'au plus 4 a un nombre chromatique orienté d’'ais gl. Comme nous l'avons remarqué
ci-dessus, l'indice chromatique orienté du graphe de laréi@.4 est 4 et son nombre chromatique
orienté estp(4) = 7.

Nous venons donc de voir qug(G) < @(x,(G)) pour tout graphe orient&. Nous allons mainte-
nant exprimer(x,(G)) en fonction dex,,(G) pour avoir une borne supérieure xgG) en fonction
dexo(G).

Le théoréeme suivant nous donne les valeurs exactegldepour k < 9 et une estimation pour
k>10:

Théoreme 3.6.
e 00)=1 o1)=2 @2)=3, ©3)=5 @4 =7 @5 =12, @6)=15
o7)=25 @8) =31 @9 =51;

o a-28—1<qk < (|%]+2)2l7] pour k> 10, ol o = 2 si k est pair etx = ;' sinon.

Pour prouver le théoréme 3.6, nous avons besoin du lemdesateux propriétés qui suivent.

Lemme 3.7. Soit G un graphe oriegt tel quex,(G) = p etxo(G) = q. Alors, il existe un graphe
oriente H tel quex,(H) = p+2etXo(H) =29+ 1.
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Preuve. SoitH le graphe orienté obtenu en prenant deux copies disjaile€s(noteéess; etG;), un
nouveau sommet et en ajoutant tous les arcs des sommet&gdeersz ainsi que tous les arcs de
vers les sommets d&, (voir la figure 3.5).

Puisque toute paire,v de sommets dél tels queu € V(G;) etv € V(G;) appartient a un 2-
chemin, nous obtenong(H) = Xo(G1) + Xo(G2) + 1 =29+ 1.

Maintenant, soiemy; = A(Gy), Ay =A(Gp), A~ = {Uz€ A(H),uc V(Gy)}, At = {ZU€ A(H),ue
V(G,)} ; nous avons don&(H) = As WA, W A~ W AT, Pour toute arc-coloration orientée He nous
avons besoin d’au moinp couleurs distinctes pour colorié; ; de plus, nous avons besoin d'au
moins deux couleurs supplémentaires (differentes de atlisées pour colorief;) pour colorierA~
et AT. Nous avons donc besoin d’au moips- 2 couleurs pour toute arc-coloration orientéeHle
Soitg: A(G) — {1,...,p} une p-arc-coloration orientée dé. Nous définissons alors I'application
h:AH)—{1,...,p+ 2} comme suit :

g(v) siuve AJUA,
huV)=¢ p+1 sitve A”

p+2 siuve At

L'applicationh est ung(p+ 2)-arc-coloration orientée de et doncy,(H) = p+ 2. O

Rappelons que le graphe inverse@est notéG— (voir chapitre 1, § 1.1). Puisqu@ * — H !
siG — H, nous avons clairement :

Observation 3.8.
1. SiXo(G) =k avec G— Ty, alorsxo(G 1) =k avec G* — T, ;

2. Six,(G) =k avec LOG) — Ty, alorsx,(G %) = k avec LOG 1) — T L.

Preuve du theoreme 3.6 Nous avons déterminé par programme les valeurg klepourk < 9.

Pourk > 10, d’apres le lemme 3.&(k+2) > 2¢(k) + 1, ce qui implique les bornes inférieures de
o(k).

Maintenant, nous prouvons qék) < (| £ | +2) 212 pourk > 10. D’apres le theoreme 3.5, pour
toutk > 10, il existe un graphe orien@ avecy,(Gx) = ketxo(Gk) = @(Kk) ; par conséquent, il est suf-
fisant de montrer ques(Gk) < (| §] +2) 2l'7']. soit Ty un tournoi & sommets tel queD(Gk) — Tk.
Nous ordonnons les sommetg vy, .. ., Vi de Ty de telle sorte que™(v;) < d*(vj) pouri < j. Nous
supposons premierement qdé(vi) > [%51] pour tout[¥51] <i < k. Pour uni donné, on pose
Pi ={sC {v1,vo,...,Vvi} contenant; } et Q; = {uy(s),s€ Pi}. Il est clair queQ; C P;. Nous avons
alorsP(Ty) = {0} U, Pi et par conséquerit(Ty) C {0} U ; Q;. D’une part, puisquéP;| =21,
nous avonsQ;| < 2-1. D’autre part, puisque chaque éléementQjeontienty; ainsi que ses succes-
seurs dan3y, Q; ne contient que des ensembles dont le cardinal est d’au rheids (v;) ; nous avons
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Par conséquengo(Gy) < (| &] +2)2L 7).

Supposons maintenant qdé(vi) < [%51] pouri > [£]. Dans ce cas, nous considérons le graphe
T, * et nous avons dong™ (vi) > [%51| pour tout 1< i < [¥]. En utilisant les arguments précédents,
nous obtenons que(T, )| < (| 5] +2)2L7"] . D'apres robservation 3.8(2), nous avox{gG; *) =
k et LD(G.) — T, L. Par conséquenko (G, 1) < (| %] +2)2L7] et d’apres l'observation 3.8(1)
Xo(GW) < (5] +2)2 7).

Nous avons dong(k) < (| &| +2)2L7"] pour toutk > 10. m

Si Ck désigne la classe des graphes ayant un indice chromatiguntéd, alors nous connaissons
les valeurs exactes dg(Cx) pour 0< k < 9 et nous avonsi - 25 — 1 < Xo(Cx) < (| %] +2) 27"
pourk > 10, oua = 2 sik est pair eto = 41—\% si k est impair. La valeur exacte gg(Cx) est donc
de l'ordre de 2 et l'ecart qui existe actuellement entre la borne infmeeet la borne supérieure est
réduit. Cependant, nous n’avons pas pour I'instant déatgts nous permettant d’avoir une meilleure

approximation et le probleme reste donc pour I'instantesuv

3.3 Indice chromatique orient et nombre chromatique acyclique

Nous nous intéressons dans cette partie a la relationxggieeentre I'indice chromatique orienté
d’'un graphe et son nombre chromatique acyclique.

Rappelons qu’une sommet-coloration acyclique d'un graygimeorientéG est une sommet-colora-
tion propre deG telle que deux classes de couleurs induisent une forét'éeitrels termes, le graphe
ne contient pas de cycle bicolore). Le nombre chromatiqyeligce deG, notéx,(G), est le plus
petit entierk tel queG admet uné&-sommet-coloration acyclique.



3.3. Indice chromatique orieatet nombre chromatique acyclique 97

Raspaud et Sopena [RS94] ont montré que tout graphe eftethvnt le graphe sous-jacent admet
une k-sommet-coloration acyclique est tel qug(G) < k- 21 (voir le théoréme 2.10). D’apres le
théoreme 3.2, nous avons dojgG) < k- 2¢-1. Nous améliorons cette borne.

Théeoreme 3.9. Tout graphe orieré# G dont le graphe sous-jacent admet une k-sommet-coloratio
acyclique est tel qug,(G) < 2k(k—1) — | ¥].

Pour prouver ce théoréeme, nous avons besoin des deux kesuivants.

Lemme 3.10. Soit F une foét orienge. Alors F admet unegarc-coloration orienée ai C; est le
circuit a trois sommets.

Preuve. Sachant que le graphe représentatif des arcs d'une fstrémne forét, le résultat découle
directement du fait que toute forét orientée admet@gisommet-coloration. O

Lemme 3.11. Soient F une fdt, ¢ une2-sommet-coloration propre de F utilisant les couleurs i et
j(<j et F une orientation de F. AIorsF> admet uned-arc-coloration orienée f: A(?) —
{i, j} x {0,1} telle que pour tout sommetaiF c(u) et la premére composante de(di) sontégales.

Preuve. La colorationf peut facilement &tre obtenue a partiraen utilisant les régles suivantes :
si Gv etV sont deux arcs consécutifs @, nous fixons alord (V) = (c(u),a) et f (W) = (c(v),B)
aveca = [ si et seulement si(u) < c(v). O

Preuve du theoreme 3.9.SoientG un graphe orienté &t;,\o, ...,V lesk classes de couleurs de
V(G) induites par un&-sommet-coloration acyclique de. Par définition,F j = GV;,V;] est une
forét pouri, j € [L K], i < j etil existe@ telles foréts. De plus, considérons les: | % | foréts
F12,F34,...,Fa_12 : cesl foréts n'ont aucun sommet en commun. Nous dirons danstiegue ces
| foréts sont daype 1 alors que Ieé“kz;a foréts restantes seront de tyfype 2 Nous définissons
alors une arc-coloration orientdg; pour chaque for&f ; comme suit. SF; j est de type 1f; ; sera
n'importe quelle 3-arc-coloration orientée donnée alemme 3.10; sk ; est de type 2f; ; sera
n'importe quelle 4-arc-coloration orientée donnée pdemme 3.11.

Rappelons que tout afav € A(G) appartient a une unique for&t; (si nous considérons que
F,j =F;, pouri, j € [1,k], i # ]). Nous définissons alors, a partir dﬁ%‘i) arc-colorations orientées
définies ci-dessus, la coloratidnsuivante deA(G) :

vV ave FLJ', f(m/) = (X,i,j) oux= fi’j(m/).

Nous allons prouver qué est une arc-coloration orientée @ Nous commencgons par vérifier que
deux arcs consécutifgv et v ont des couleurs differentes. B et v appartiennent a deux foréts

differentes, disongv e F, j etw e Fjy, alorsf (V) = (x,i, j) # (¥, j, k) = f (W) pour toutx,y puisque

i # k. Maintenant, siiv,vW € F j, alors f (Uv) = (fi j(UV),i, j) # (fij(W),i, j) = (VW) puisquef;

est une arc-coloration orientée Bg. Par conséquent, $i n'est pas une arc-coloration orientée de
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G, il existe quatre arcsv, v, Xy, yz de G avec f(Uv) = f(yz) et f(WW) = f(Xy). Puisque chaque
applicationf; j est une arc-coloration orientée, les angsvw, Xy, yz n’appartiennent pas a la méme
forét et donc sans perte de généraliteyz c F; j etVW, Xy € Fj x, i # k. Puisque deux foréts de type 1
n‘ont aucun sommet en commun, NOUs Pouvons supposer samslp@eénéralité qug j est de type 2.
Supposons qué(uv) = f(yz) = ((i,p),i, j) pour p € {0,1}. Il en découle queiy €V etv,z€ V.
Alors, puisquef (W) = f(Xy) = (r, j,k) pour unr donné, le sommet appartient soit &;, soit aVk.
Nous obtenons une contradiction puisdué j # k # i. Dans le cas od (UV) = f(yz) = ((j, p),i, j)
pour p € {0,1}, nous obtenons de la méme maniére une contradictiont faeite de voir que cette
coloration utilise au pluskZk— 1) — | | couleurs. Ceci conclut la preuve. O

De facon a nous assurer de la pertinence de cette boreeieung, nous construisons dans la suite
des graphes orientés ayant un nombre chromatique acgdbiguné et un indice chromatique orienté
grand. Pour ce faire, nous considérons la classé-@ekres partiels, NOtEEX.

Nous rappelons tout d’abord qua(T%) = k+ 1. En effet, une(k + 1)-clique est unk-arbre
et nécessit&k + 1 couleurs pour toute sommet-coloration propre et domcl couleurs pour toute
sommet-coloration acyclique.

Nous montrons la borne suivante :

Théoréme 3.12.x4(T4) =Q (%)

Sachant quga(T¥) = k+ 1, nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 3.13. Il existe des graphes origes de nombre chromatique acyclique k dont I'indice chro-

matique orierd estQ (%)

Preuve du theoreme 3.12Soith(k) = x5(T«).

Dans la premiére partie de cette preuve, nous montronsogigtapheG € 7€ admet uneh(k)-
arc-coloration orientéd telle queV v € V(G), |C{ (V)] < h(k) —h(k— 1). Supposons le contraire :
soit G € TX tel que pour toutdn(k)-arc-coloration orientée d&, il existe un sommev* € V(G) tel
que|C{ (v¥)| > h(k) —h(k— 1). SoitH € T tel quex}(H) = h(k— 1). Nous construisons alors le
grapheG* de la figure 3.6 de la maniere suivante : a tout somnu&tG, nous associons deux copies
du grapheH, notéesH,’ etH, , et nous relions tous les sommetsHig au sommev et le sommev
a tous les sommets d¢, . Le grapheG* est unk-arbre partiel et admet donc uhék)-arc-coloration
orientéef. Soitv* € V(G) le sommet tel quéC{ (v*)| =i > h(k) —h(k—1). Lesh(k— 1) couleurs
utilisées pour colorier les arcs ¢! doivent nécessairement &tre differentesidesuleurs présentes
sur les arcs sortants @&, ce qui implique queg,(G*) > h(k) : nous obtenons une contradiction.

Nous montrons maintenant qhék) = Q (Ilg(_2k> Notons tout d’abord que Sopena a montré que
Xo(Tk) > 271 — 1 [Sop97]. SoilG unk-arbre partiel tel qugo(G) > 2¢t1 — 1 et f une arc-coloration
orientée deS telle quev ve V(G), |C (v)| < h(k) —h(k—1). Il est facile de vérifier que la sommet-
colorationg : V(G) — C (ou C est un ensemble de couleurs) définie gar) = C{ (v),V v e V(G)
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/ Ge Tk /

FiG. 3.6 — Le graph&* de la preuve du théoreme 3.12.

est une sommet-coloration orientée @eDe plus, sachant quE; (v)| < h(k) —h(k—1),Y v e
V(G), nous avonsC| < z?ﬁg_h(k_l) (h(ik)). Nous obtenons alors 'inégalité suivante qui nous pérme
de conclure :

h-hk-1) /g
> > k+1

h(k)h-h(k-1) > okl _ g

(h(k) —h(k— 1)) log h(k) > k

Nous ne savons pas pour l'instant si le borne supérieurdé&hréme 3.9 est atteinte, mais nous
pouvons cependant voir que la borne optimale est de I'ordie dol k est le nombre chromatique
acyclique).

|

3.4 Les graphes planaires exrieurs

Dans cette partie, nous nous intéressons a l'indice chigoe orienté des graphes planaires
extérieurs et nous en donnons une caractérisation etengh fonction de la malille.

Rappelons qué désigne la classe des graphes planaires extérieurs eglésigne la classe des
graphes planaires extérieurs de maille au mgins

Rappelons que dans le chapitre précédent, § 2.1, nous atadié le nombre chromatique orienté
des graphes planaires extérieurs de maille donnée.eSakats nous permettent d'obtenir des bornes



100 Chapitre 3. Arc-coloration orieriée

supérieures pour l'indice chromatique orienté gracéh@oreme 3.2. En revanche, nous n’avons au-
cune information nous permettant d’obtenir des bornesriedires. Nous avons regroupé les résultats
connus dans le tableau 3.1.

H Maille ‘ Borne inférieure‘ Borne supérieuré{

3 ? X6(0) <7
4 ? Xo(04) <6
g>5 ? Xo(Og) <5

TAB. 3.1 — Résultats connus pour l'indice chromatique oeeteS graphes planaires extérieurs de
maille donnée.

Nous améliorons ces bornes en donnant, pour toute maillegléur exacte de I'indice chroma-
tique orienté :

Théoreme 3.14.

1. X5(03) =7,

2. Xo(O4) =6,

3. X6(Og) =5pour5<g<9,
4. Xo(Og) =4 pour g> 10.

Pour prouver les trois premiers points du théoreme 3.44 des graphes planaires extérieurs de
mailleg=3,g=4 et 5< g < 9), il nous suffit de montrer la borne inférieure, la bornpé&ieure
étant obtenue a partir des précédents résultats swwnhore chromatique orienté (voir le tableau 3.1).
En revanche, dans le cas des graphes planaires extéreunsitle g > 10, nous aurons besoin de
prouver la borne inférieure ainsi que la borne supérieure

3.4.1 Resultats preliminaires

Pour prouver le théoreme 3.14, nous avons besoin de qeelpuvelles définitions et résultats
préliminaires.

Rappelons que les tournoig, Ts et T, que nous avons déja eu l'occasion de rencontrer, sont
les tournois dessinés sur la figure 3.7. Nous utiliseroneuveau ces trois tournois pour prouver le
théoreme 3.14 dans la section suivante.

La borne supérieure du théoreme 3.14.4 va étre obtenygraivant qu’un contre-exemple a
ce théoreme n’existe pas. Pour ce faire, nous montronsejt@ines configurations ne peuvent étre
présentes dans I'eéventuel contre-exemple, et notamieesbmmets de degré un. Pour nous permettre
d’interdire les sommets de degrés un, nous introduisonetian debonne F-arc-coloration. Unéj-
arc-colorationf d’un graphe orient& estbonnesi :
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1 1 2
1 2
5 2
6 3
4 3 4 3
5 4
(a) Le tournoiTy. (b) Le tournoiTs. (c) Le tournoiTg.

FiGc. 3.7 — Trois tournois cibles.

FIG. 3.8 — AutomateA de la proposition 3.16.

() YueV(G),Cf (u) € {{1}, {2}, {3}, {4}, {2.3}, {3.4}},
(i) YueV(G),Cy(u) e {{1}, {2}, {3}, {4}, {1.2}, {2,3}}.

Ainsi, nous obtenons facilement le lemme suivant :

Lemme 3.15. Soient G un graphe orie@t u un sommet de G, et f une bonneafc-coloration de
G. Le graphe H obtena partir de G en ajoutant un nouveau sommet v&relu sommet u admet une
bonneT,-arc-coloration.

Preuve. L'arc-colorationf est unebonne F-arc-coloration partielle del. Supposons quev € A(G)
(resp.Vu € A(G)). PuisqueC; (u) € {{1}, {2}, {3}, {4}, {1,2}, {2,3}} (resp.C{ (u) € {{1}, {2},
{3}, {4}, {2,3}, {3,4}}), il existe un successeur (resp. prédécesseur) Thams peut &tre utilisé pour
etendref a une bonndjy-arc-coloration ded. O

Nous montrons maintenant le résultat suivant :

Proposition 3.16. Soit P= (v, v1,...,Vg,Vip) une 10-chéne telle que ¢vi) =2 pour1 <i < 9. Alors,
toute bonne Farc-coloration de P=P\ {v»,...,vg} peutétreétenduex une bonne jFarc-coloration
de P.

Preuve. Soit f’ une bonnel-arc-coloration dé®’. Soit f’(vgvip) = c. Nous décolorons’(vgvyg) et
prouvons dans la suite qu'il existe une bofpearc-colorationf deP étendant’ telle quef (vgvio) =
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c. Nous étendrond’ a P de viv» versvgvig et nous raisonnerons en terme de couleurs accessibles.
(i.e. pour touti, nous considérerons I'ensemble des couleurs que nous esicapable d'obtenir sur
Vivi11). Par exemple, sil'ensemble des couleurs accessibles;deestS= {cy,...,c,}, cela signifie
gu’il existe n bonnesTy-arc-colorationfy, ..., f, de P\ {vi11Vii2,...,Vgvip} étendantf’ telles que
fj(Vivi1) = ¢ pour 1< j < n. Par conséquent, montrer que I'ensemble des couleurssioles de
Vovip est{1,2, 3,4} signifie qu'il existe une bonn&-arc-colorationf deP avecf (vgvip) = ¢, ce qui
conclura la preuve.

Nous associons a tout arc eun état qui est défini par son orientation (de gauche a droite
si Vivi;1 € A(G) et de droite & gauche sinon) et son ensemble de couleurssities. Une étude
cas par cas dé&; nous a permis de déterminer vingt états possibles pouraidesP. Considérons
'automate de la figure 3.8. Ses vingt états sont les vitagsgossibles d'un arc d& La premiére
ligne correspond aux arcs orientés de gauche a droite @ler la deuxieme ligne correspond aux arcs
orientés de la droite vers la gauche. Chaque état de laigrerigne (resp. de la deuxieme ligne)
sera appelé ut-état (resp. un2-étaf). Deux transitions partent de chaque état, une vers uatl-é
et une vers un 2-état. Ces transitions sont respectiveapmpeléesl-transition et 2-transition Les
quatre premiers états de chaque ligne [es états;, s, Sz, 4, S11, S12, S1.3, S14) COrrespondent aux huit
états possibles deyv; (i.e. une couleur et une orientation). Alors, connaissantt’étan arcv;vi 1
et l'orientation de I'arc suivant;, 1vi 2, nous sommes capable de déterminer I'état;devi, o en
suivant soit la 1-transition i, 1vi;» € A(P), soit la 2-transition sV, ovi; 1 € A(P). Clairement, I'état
de l'arcvgvg sera soit I'étak, g soit I'étatsyg, ce qui conclut la preuve. O

Nous obtenons également, grace a une vérification gait@rdinateur, un résultat similaire :

Proposition 3.17. Soit P= (v, V1,...,Vg) une 9-chéne constitée de 2-sommets(g) = 2 pour1 <
i <8). Alors, toute bonnefarc-coloration f de P=P\ {vy,...,v7} telle que G (Vo) NC{ (vg) # 0
ou C/ (Vo) NCy (V) # 0 peutétre étendued une bonne Farc-coloration de P.

3.4.2 Preuve du tleoréme 3.14

Dans cette section, nous prouvons les quatre points dueimeo3.14.

Preuve du théoreme 3.14(1)Dans [Sop97], Sopena a montré gugO3) < 7, ce qui implique

d’apres le theoreme 3.2 qug(03) < 7.
Nous allons maintenant montrer qyg(O3) > 7 en prouvant que le graphe planaire extéri@ur

de la figure 3.9 est tel qug,(G) = 7. Supposons au contraire qu'il existe une arc-coloratientee
f de G utilisant au plus six couleurs (disons213,4,5, 6). Nécessairement, les couleurs des a{0s,
UpUs3, UsUz, UgUs, UsUg etUgU; doivent étre difféerentes puisque toute paire de ces @mardent a un 2-
ou 3-chemin dan&. Nous pouvons supposer sans perte de généralité(@ig) = i (comme marqué
sur la figure 3.9). Les couleurs présentes sur ces six amrslisent pour chacun des arcs non encore
coloriés trois ou quatre couleurs. Les ensembles de amud&poniblespour chacun de ces arcs sont
donnés sur la figure 3.9.
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u2 346 W1 134 W

U1o Ug

FiG. 3.9 — Un graphe planaire extérieur avec un indice chraatorienté 7.

Supposons premiérement que nous avd(Sslz) = 6 et f(Upus) = 3. Ceci implique que
f(Ur1Ug) = 5 et f (UgUzo) = 4 et doncf (UroUs) = 1 et f(Usly1) = 2 puisque nous avons déja-1 2
avec les arcaip etlpuz. Par conséquent, puisque nous avons 2 avec les arcgsuy; etuy1Ug (resp.

4 — 1 avec les arcgyUyg etlzoUs), hous avons nécessairemdiitiyuz) = 1 (resp.f (lpug) = 2). Fina-
lement, ceci implique qué(Uit7) = 4 et f (Uguz) = 5 et il ne reste plus aucune couleur de disponible
pour colorier I'arclisUsg.

Supposons maintenant que nous avbgu;) = 1 et f (UzUg) = 4. Ceci implique qué (UpUg) = 2
et f(Ugly) = 3 et doncf (Uglz) = 5 et f (Uzlig) = 6 puisque nous avons déja-56 avec les arcBsUs
et UgU;. Par conséquent, puisque nous avons 8 avec les arcéizUg et Ugly (resp. 2— 5 avec les
arcsupUg et Uglz), nous avons nécessairemettislig) = 4 (resp. f(UgUyz) = 6). Finalement, ceci
implique quef(UioUs) = 2 et f(UpU;) = 3 et il ne reste plus aucune couleur de disponible pour
colorier I'arctzus.

Finalement, supposons que nous avbfisl,) = 2 et f (UzUg) = 5. Ceciimplique qué (T7Uz) = 1
et f (UgUr2) = 6 et doncf (UgoU;) = 3 et f (UU7) = 4 puisque nous avons déja-34 avec les arcazuy
et UsUs. Par conséquent, puisque nous avons B8 avec les arcsiglss et Upou; (resp. 4— 1 avec
les arcgiiU7 et U7U3), Nous avons nécessaireméiiti;yUg) = 5 (resp.f (Uglz) = 3). Finalement, ceci
implique quef (Usuzz) = 1 et f(Uzlg) = 6 et il ne reste plus aucune couleur disponible pEuE.

Les couleurs des artsus, UsUg et Ugu; sont donc respectivement soit531, soit 24, 6.

Supposons premiérement que nous aviqiosu,) = 3, f(UsUg) = 5 et f (Uglz) = 1. Ceci implique
f(UgUz) = 3 et f(Ur1Ug) = 5. Alors, nous avons nécessairemé(iizug) = 6 et f (Usly;) = 2. Finale-
ment, ceci implique qué(UsUzp) = 4, et il ne reste plus aucune couleur disponible pour TasCs.

Maintenant, supposons que nous avéfisu;) = 2, f(Uslg) = 4 et f(UgUz) = 6. Ceci implique
que f(UgUgo) = 4 et f(UpUg) = 2. Alors, nous avons nécessairemédnii;ous) = 1 et f(Uglz) = 5.
Finalement, ceci implique quiUgUz) = 3, et il ne reste plus aucune couleur de disponible pour I'arc
UzUs.
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4]

2 Z3
U1 1)
u
5 1
Y2 f Vi
Y1 v Vo
4 2
X 3 W
X2 W1
X1 Wo
(@)
Z 4]
2 73 L Z3
1 5
ug . U ug . up
2 u 1 3 3 u 2 4
5 1 1
Y2 S 5 Vi Y2 1 1 V1
Y143 Y e Vo Yiq 4 Y v 3™V,
4 2 4 2
4 5
1 2
4 X 3 w 1 5 X 3 w 9
Xo 2 3 Wi X2 3 4 Wi
X1 5 Wo X1 1 Wo

FiG. 3.10 — Un graphe planaire extérieur de maille 4 et d’inditewmatique orienté 6.

Ainsi, il n'existe pas de tourndl a six sommets tels que estT-arc-coloriable, ce qui conclut la

preuve. O

Preuve du theoreme 3.14(2)D’apres le théoreme 2.1(1)0(04) < 6, ce qui implique d’'apres le
theoreme 3.2 qug;(04) < 6. Il nous suffit donc de montrer qug(04) > 6, et pour ce faire, nous
montrons que le graphe planaire extéri€udle la figure 3.10(a) est tel qug(G) = 6.

Supposons au contraire gu'il existe une arc-coloratioerm@ef utilisant au plus cing couleurs
(disons 12, 3,4,5). Nécessairement, les couleurs des B¥cSW, Wk, Xy ety doivent étre differentes.
Supposons sans perte de généralite que nous dvors = 1, f(VW) = 2, f(WX) = 3, f(Xy) = 4 et
f(yU) =5.

Nous montrons dans un premier temps qué siiste, alorsf est obligatoirement un&s-arc-
coloration {Ts est le tournoi de la figure 3.7(b)). Supposons au contraied @st uneT-arc-coloration
de G, avecT: % Ts. Nous pouvons alors supposer sans perte de généraétﬁ@(,&) = {2}, ce
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Y1 Y2 y3 Ya Y5 Y6 y7 Y8 Yo Y10

z z

FiG. 3.11 — La configuratioi de la preuve du theoreme 3.14(3).

qui implique quer;s,(l) = {3,4,5}. Ceci implique successivement qiiéws) = 2, f(Wiw) = 5,
f(wws) = 3, f(XX) = 2, f(xx) =4, f(y1y) = 2, f(VeV) = 1 et f(Utp) = 3. Alors, la seule couleur
disponible pouliiU etyys est la couleur 5, ce qui est une contradiction.

La colorationf est donc unés-arc-coloration dé&. (Notons que puisque le tournj est sommet-
transitif, nous pouvons encore supposer sans perte @eajiéd quef (UV) = 1, f (W) = 2, f(WX) = 3,
f(xy) =4 etf(yl) =5,

Observons maintenant que nous pouvons posef i) = 1, soit f (Utp) = 2. Dans chacun des
cas, la couleur dé(uw;) oblige les couleurs de tous les arcs@a I'exception de cing arcs (voir la
figure 3.10(b) pour le cag(utp) = 1 et la figure 3.10(c) pour le cdguw) = 2).

Pour compléter Ids-arc-colorationf, nous avons donc besoin d'un 3-chemin dagseliant le
sommet 1 au sommet 3 (§{Ut;) = 1) ou reliant le sommet 3 au sommet 5 {$iily) = 2). De tels
3-chemins n’existent pas dafig ce qui nous conduit a une contradiction. O

Preuve du theoreme 3.14(3)D’apres le théoreme 2.1(2),(0g) < 5 pourg > 5, ce qui implique
d’aprés le théoreme 3.2 qug(0y) <5 pour 5<g<9.

Nous allons maintenant montrer gugOg) > 5 pour 5< g < 9 en construisant un graphe planaire
extérieurG de maille 9 tel qug(G) = 5.

Considérons tout d’abord la configuratibhfaite d’'une 9-chaine alternée et de quatre 9-circuits
arrangés comme sur la figure 3.11. Notons tout d’abord qgteeifeoi T, (figure 3.7(a)) contient seule-
ment deux 3-circuits, a savdt, 2,4,1] et[1,3,4,1]. Ainsi, touteTs-arc-coloration d’'un 9-circuit est
de laforme1,x,4,1,x,4,1,x,4, 1] avecx € {2,3}. Soith uneT,-arc-coloration déd avech(yrys) = 1.
Nous avons alors nécessairemefybz) € {2,3} et, par I'observation précédent@(z’_yg),) =4, ce qui
implique h(yayz) = h(yaya) = 1. En répétant cet argument pour les quatre 9-circuitd deous obte-
nons quen(yoyro) = 1.

Considérons maintenant le graphe orie@tébtenu a partir du 10-circu@p = [Xp,Xa, - - - , X9, X0|
en associant a tout arc @3 une copie deH de telle sorte que le sommegi est identifie avec le
sommetx; et le sommetlg est identifie avec le sommet 1 (les indices sont pris modulo 10) pour
0 <i < 9. Le grapheG ainsi obtenu est clairement un graphe planaire extérieundille 9. SiT
est un tournoi a quatre sommets tel dBe@dmet uneT -arc-coloration, alor§ doit contenir un 4-
circuit puisqueG contient un 10-circuiti(e. un circuit dont la longeur n’est pas multiple de trois). Par
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conséquentT = Ty.

Soit f une Ts-arc-coloration deG. La couleur 4 est clairement utilisée sur un des arcs du 10-
circuit Cyp, disons f(Xox1) = 4. Considérons alors la copie ¢ collée a l'arcXoX; : nous avons
nécessairemertt(x1yz) = 1 et doncf (yoxo) = 1 par la remarque précédente. Nous aboutissons a une
contradiction.

Ainsi, le grapheG n'admet pas d&;-arc-coloration et nous avons dogig{G) = 5. O

Preuve du theoreme 3.14(4) Nous montrons dans un premier temps qy&dq) < 4 pour tout

g > 10. Notons qu'il est suffisant que considérer le gas 10. Plus précisément, nous prouvons que
tout graphe planaire extérieur de maille au moins 10 admebanne F-arc-coloration (olly est le
tournoi de la figure 3.7(a)).

SoitH un contre-exemple minimal (en terme d’inclusion comme spaghe) planaire extérieur
de maille 10 n"Tadmettant pas de bonfearc-coloration. D’apres le lemme 3.15, par minimaligé d
H, ce dernier ne contient pas de 1-sommet. Nous montrongique contient pas de face de taille
| > 10 aved — 2 2-sommets consécutifs.

Supposons maintenant gdecontienne une fade de taillel > 10 aved — 2 2-sommets consécutifs.
Nous considérons deux cas :

1. 1 =10.
Soit F = (u,v1,Vp,...,vg,w,u). Par minimalité deH, le grapheH’ = H \ {v,,...,v;} admet
une bonneTy-arc-colorationf. De plus, puisquem € A(H) ou wu € A(H), nous avons soit
C; (u)yNC{ (w) #£ 0, soitC{ (u)NCy (w) # 0. D’apres la proposition 3.17, peut-étre étendue
aH.

2. 1 >10.
La faceF contient un chain€us,u,,...,Ug) de 2-sommets. Par minimalité d¢, le graphe
H' =H\ {u,...,us} admet une bonn&;-arc-colorationf. Par la proposition 3.16, peut &étre
étendue & .

Nous obtenons donc une contradiction grace a la proposais.

Nous prouvons finalement que pour toute maijlie 3, il existe des graphes planaires extérieurs
de mailleg ayant un indice chromatique orienté au moins 4. Observogrmiprement que toute arc-
coloration orientée d’um-circuit avecp # 0 (mod 3 doit utiliser au moins quatre couleurs. Ainsi,
le grapheGy obtenu a partir de deux circuits partageant un arc, le @edd tailleg, I'autre de taille
p, p=1ou 2 (mod 3, p> g, possede la propriété désirée.

Ceci conclut la preuve. O

Nous venons de caractériser, pour tout engier 3, I'indice chromatique orienté des graphes
planaires extérieurs de maille De la méme maniere que nous nous sommes posé la questiokep
nombre chromatique orienté (voir chapitre 2, § 2.2), ingamaintenant intéressant de se demander
quel est le comportement de I'indice chromatique orieee2tarbres partiels (rappelons que la classe
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des graphes planaires extérieurs est une sous-classeada®g partiels). Pour I'instant, la question
reste ouverte.

3.5 Les graphes planaires

Dans la partie précédente, nous nous sommes intaad'sséice chromatique orienté des graphes
planaires extérieurs de maille donnée. Dans cette paxigs considérons les graphes planaires. En
particulier, nous donnons une borne supérieure ainsinguborne inférieure de l'indice chromatique
orienté dans le cas général. Dans le cas particulier idgmhgs planaires de maille au moins 46, nous
donnons la valeur exacte de l'indice chromatique orienté.

Rappelons qué désigne la classe des graphes planaires efPguiesigne la classe des graphes
planaires de maille au moirg

3.5.1 Resultats genéraux

Rappelons que Raspaud et Sopena [RS94] ont montrg«giit¢ < 80 (voir corollaire 2.11). Cette
borne supérieure est également valide pour l'indice rmlatique orienté d'apres le théoreme 3.2 :
Xo(P) < 80. Concernant la borne inféerieure, Marshall [Mar06] a tquex(P) > 17.

Le théoreme 3.9, ainsi que le théoreme 1.7 de Borodintraonque tout graphe planaire admet
une 5-sommet-coloration acyclique, nous permettent dimbtune borne supérieure pour l'indice
chromatique orienté des graphes planaires :

Théoreme 3.18.x,(P) < 38

Nous nous sommes également intéressé a la bornesinférie I'indice chromatique orienté. Nous
obtenons la valeur suivante :

Théoreme 3.19.x,(P) > 10.

Nous avons tout d’abord besoin de quelques résultatsnpn@lires pour prouver ce théoreme.

Rappelons que nous avons prouvé que le graphe planaggeexiO de la figure 3.9 a un indice
chromatique orienté 7 (voir la preuve du théoreme 3.04(1

Soit H le graphe planaire obtenu a partir de deux copies du gr&phe savoirO; et O, un
nouveau sommet et en ajoutant tous les arcs reliant les sommet®dau sommexk et tous les arcs
reliant le sommek aux sommets d@®, (voir la figure 3.12). Dans la suite, le sommesera appelé
le sommet &parant de H Nous noton#A~ (H) (resp.A" (H)) I'ensemble des arcs entrants (resp. des
arcs sortants) du sommet séparantde

Lemme 3.20. Toute 9-arc-coloration orienée de H utilise sept couleurs pour colorier les arcs de
A(O), les sept rames couleurs pour colorier les arcs déB34), une huitteme couleur pour colorier
les arcs de A(H) et une neudme couleur pour colorier les arcs de' ).
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Fic. 3.12 — Le graphe planairél du FIG. 3.13 — Le graphe planairél* du
lemme 3.20. théoreme 3.19.

Preuve. Supposons que nous utilisons plus de sept couleurs pourerdies arcs dé\(O,) ; alors, il
ne reste plus aucune couleur disponible pour colorier lesd@A* (H ). Nous devons par conséquent
utiliser seulement sept couleurs, disons sans perte deraé@ 12,...,7, pour colorier les arcs de
A(O1). La seule maniére de colorier les arcs restantd @st alors de colorier les arcs Ae(H) avec
la couleur 8, les arcs d&" (H) avec la couleur 9, et les arcs A60,) avec les sept couleurs?, ... 7.

O

Preuve du theoreme 3.19.Soit H* le graphe obtenu en prenant deux copies du graph& savoir
H’ etH”, et en ajoutant un arc reliant le sommet séparartidau sommet séparant ¢&’ (voir la
figure 3.13). Le sommet sépardtt (resp.H”) est notéx’ (resp.x’).

Nous montrons qug,(H*) > 10. Nous supposons qi€* admet une 9-arc-coloration orientée.
D’apreés le lemme 3.20, nous pouvons supposer sans perénéeafjté qué\(O)) et A(O,) utilisent
les couleurs 22....,7, A" (H') utilise la couleur 8 eA™ (H’) utilise la couleur 9. La seule couleur dis-
ponible pour I’aroﬁ est la couleur 9. Maintenant, les couleurs 8 et 9 sont clargrmterdites pour
AT (H") et, d’apres le lemme 3.20, nous pouvons supposer sansdeegienéralité que tous les arcs
deA*(H") sont coloriés avec la couleur 1; doA@O%) utilise les sept couleurs 3....,8. Notons que
le grapheO ne contient ni source, ni puits. Par conséquent, il exiseeaouleurc € {2,3,...,6} telle
que deux arcs consécutifs dabf sont respectivement coloriés aveet 1. Maintenant, la couleur
est clairement utilisée par un des arc#\§@Y), ce qui implique quéi* contient deux arcs consécutifs
respectivement coloriés 1et nous obtenons une contradiction. Par conséqugfiti*) > 10 et donc
Xo(?P) = 10.

Notons que nous ne pouvons pas obtenir une meilleure bdigreeure puisque,(H*) = 10. En
effet, nous pouvons colorigk(O}), A(O5), A(O3) et A(O%) avecE couleurs,2,..., 7, A~ (H’) et
A~ (H") avec la couleur 8" (H’) et A" (H") avec la couleur 9, e{x” avec la couleur 10. ]

De méme que pour le nombre chromatique orienté, I'eéaairegjiste actuellement entre la borne
supérieure et la borne inférieure de l'indice chromatiquienté des graphes planaires est relative-
ment grand. Si nous voulons réduire cet écart, il semblié gpit plus simple “d’attaquer” la borne
inférieure {.e. construire un graphe planaitel quex;(G) > 10).
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3.5.2 Les graphes planaires de grande maille

Rappelons que Nesetfil, Raspaud et Sopena [NRS97] ontrenqoe pour tout entieg > 3,
Xo(Pg) = 5.

Nous montrons que dans le cas de l'indice chromatique @&;ieette borne peut étre ramenée a4
a partir d'une maille donnée.

Rappelons également giigest le tournoi de la figure 3.7(a) et qu'ubenne F-arc-colorationf
(définie dans § 3.4.1) d'un graphe orie@é&st telle que :

() YueV(G),Cf (u) € {{1}, {2}, {3}, {4}, {2,3}, {3.4}},
(i) YueV(G),Cy(u) e {{1}, {2}, {3}, {4}, {1.2}, {2,3}}.

Théoréme 3.21.X;(Pq) = 4 pour tout g> 46.

Preuve. Nous allons montrer que tout graphe planaire de mgiltle 46 admet undonne F-arc-
coloration. Considérons un contre-exemple minitdalen terme de nombre de sommets et nombre
d'arcs,i.e. V(G)| + |A(G)|) a ce résultat. D’apres le lemme 3.15, par minimalitéHjece dernier

ne contient pas de 1-sommet. Nous montrons lquee contient pas de 10-chaine constituée de 2-
sommets.

Supposons maintenant gdecontienne une 10-chaife v1,Vz, . . ., Vo, W] constituée de 2-sommets
(d(vi) = 2 pour touti € [1,9]) et soitH' = H \ {vz,v3,...,vg}. Par minimalité deH, H' admet une
bonneTy-arc-colorationf. La proposition 3.16 assure quepeut étre étendue a une bornhgarc-
coloration deH.

Dans [NRS97], les auteurs ont montré que tout graphe pa@adle mailleg > 5d + 1 contient
soit un 1-sommet, soit un@ + 1)-chaine de 2-sommets. Nous obtenons donc une contragicgo
qui permet de conclure la preuve. O

Nous pouvons construire, pour toute magjle 3, des graphes planaires nécessitant quatre couleurs
pour toute arc-coloration orientée (voir le theorentedg4)). Nous avons alors tenter de déterminer la
valeur de la maille a partir de laquelle tout graphe planadmet une 4-arc-coloration orientée : nous
avons montré que tout graphe planaire de maille au moingldtune 4-arc-coloration orientée.
Cependant, cette valeur n’est certainement pas optimélseztit donc intéressant de la réduire.

3.6 Les graphes de dedr borné

Dans cette partie, nous exhibons une borne supérieurandie€ chromatique orienté d’'un graphe
orientéG en fonction de son degré maximukiG). Dans un premier temps, nous donnons une borne
de l'indice chromatique orienté dans le cas généralntagia nous intéresser au cas particulier des
graphes de degré au plus trois.

Rappelons quéy désigne la classe des graphes de degré akplus
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3.6.1 Bornes @nrérales

Kostochka, Sopena et Zhu [KSZ97] ont prouvé que tout graplemté G ayant un degré maxi-
mumA a un nombre chromatique orienté d’au pld€2® en utilisant des arguments probabilistes. Par
conséquent, pour un tel grapBenous avong,(G) < 2A%2" d’aprés le theoréme 3.2. Dans [AMR91],
Alon, McDiarmid et Reed ont prouvé que tout graphe ayantegr& maximund a un nombre chro-
matique acyclique d’au pIu@(A"'/3). En utilisant le théoreme 3.9, nous obtenons donc la eusi!
borne supérieure d®(A83) pour l'indice chromatique orienté des graphes orienteslehré maxi-
mumA.

Nous améliorons cette derniére borne et montrons ldteéswivant :

Théoreme 3.22.x,(Da) < 2( [A;J +4).

Preuve. SoientG un graphe orienté &* le graphe non orienté défini pa{G*) =V (G) etuv e
E(G*) si et seulement siv € A(G), ou siVu € A(G), ou encore si il existe un sommetel que
ut,tv e A(G). Dans [GSRO05], Goncalves, Shalu et Raspaud ont prouvénate! grapheG* est

Q%ZJ +A) -dégénéré. Soih une sommet-coloration propre utilisant au p{L%ZJ +A+1 couleurs

de{O, e L%ZJ +A} d’'apres le théoreme de Halin.

Maintenant, soitf : A(G) — {1 LA;J +A} » {0,1} définie parf (V) = (h(v),0) si h(u) <
h(v) et f(UV) = (h(u), 1) sih(u) > h(v). Nous montrons qué est une arc-coloration orientée Ge

Supposons premieérement gukeet VW sont deux arcs consécutifs Getels quef (UV) = f (W) =
(a,i). Sii =0 (resp.i = 1) alorsh(v) = h(w) (resp.h(u) = h(v)), ce qui nous conduit & une contra-
diction puisquesw € E(G*) (resp.uv € E(G")).

Supposons maintenant qu'il existe quatre anes/w, Xy, et yz de G tels quef(uv) = f(y2) =
(a,i) et f(W) = f(xy) = (B, ]). Sii = j = 0, nous obtenona = h(v) = h(z) eth(v) < h(w) d’'une
part, = h(y) = h(w) eth(w) = h(y) < h(z) = h(v) d’autre part, ce qui est une contradiction. Le cas
i = j = 1 nous conduit de fagon similaire a une contradiction.@®spns maintenant que‘ j et sans
perte de généralité que- 0 et j = 1. Alors nous avona = h(v) = h(z) d’'une part ef = h(v) = h(x)
d'autre part. Donch(x) = h(z), ce qui est une contradiction puisgxec E(G*).

Par conséquent, est une arc-coloration orientée @equi utilise au plus :(L%ZJ +A> couleurs.

O

Concernant la borne inférieure, nous pouvons construigefamille infinie de graphes orientés
avec un degré maximud et un indice chromatique orient&2- 1.

Théoreme 3.23.x,(Dp) > 2A—1.

Preuve. Soitn=2A— 1 et considérons le graphe orienté bipBrth défini paV (B n) = {Xo, ..., Xn—1,
Yo,---,Yn-1}, XYi € A(Bnn) pour tout 0< i < netyixc € A(Bnpn) pour tout 0<i<n, 1< j <A et
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(a) Un cycle spécial contenant un seul (b) Un cycle spécial contenant deux
sommet transitif. sommets transitifs.

FiG. 3.14 — Exemples de cycles spéciaux.

k=i+ j (modn). Le grapheBy, estA-régulier et toute paire d'arcs d&yi,0 < i < n} appartient &
un 3-chemin : les arcs dggy;,0 < i < n} nécessitent donc des couleurs distinctes. O

L'écart qui existe actuellement entre la borne inféreat la borne supérieure est relativement
grand et semble difficile a réduire.

3.6.2 Les graphes de degrau plus trois

Dans [SV96], Sopena et Vignal ont montré que tout grapheedeédau plus trois admet une 11-
sommet-coloration orientée et donc, d’'apres le ther®.2, une 11-arc-coloration orientée. Nous
pouvons également obtenir la méme borne grace augh@nB.22. Nous améliorons cette borne.

Théeoreme 3.24.x,(D3) < 7.

Nous pouvons également noter que Sopena [Sop97] a cajegta tout graphe connexe de degré
au plus trois admet une 7-sommet coloration orientée.

Pour prouver le théoreme 3.24, nous avons besoin de fesifinitions, et de quelques résultats
préliminaires.
SoitG un graphe orienté de degré au plus trois etGaih cycle de5 (C est un sous-graphe ).
Un sommet deC est unsommet transitif de Gi dl (u) = d (u) = 1 (par conséquent dg(u) < 3);
en d’autres termes, un sommetieC est un sommet transitif de si les deux arcs dé incidents au
sont consécultifs.
Un cycleC deG est ditspecial si et seulement si :

(i) chague sommet non transitifs @eest un 2-source ou un 2-puits daBs

(i) C contient exactement un sommet transitif, ou exactement demmets transitifs, et dans ce
dernier cas, les deux sommets transitifs possedent laeno@entation sur le cerclg.
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FiG. 3.15 — Exemples de graphes possédant un cycle spécial.

La figure 3.14 nous donne deux exemples de cycles spéciaugreimier possede exactement
un sommet transitif, tandis que le deuxieme possede demmngts transitifs. Dans le deuxiéme,
comme nous l'avons précisé ci-dessus, les deux sommetsttfs ont la méme orientation autour du
cycle. Les sommets, s’J etty représentent respectivement les sommets puits, les snsmarces,
et les sommets transitifs des deux cycles spéciaux. Né@galement que les sommets transitifs sont
de degré deux ou trois, et par conséquent un arc en pemsllir la figure 3.14 représente un arc
possiblement présent.

Remarque.Chaque 2-source (resp. 2-puits) d'un cycle spéciabkt nécessairement adjacent a un 2-
puits (resp. 2-source). Ceci découle directement du tene contient pas deux sommets transitifs
orientés dans des directions opposées.

Dans la suite de cette partie, nous noter8Rs(C) I'ensemble des 2-sources et 2-puits du cele
dansG.

Remarque 3.25.Nous pouvons noter qu’un cycle spécial ne peut étre caérec reste du graphe
que via ses sommets transitifs (voir la figure 3.15 pour umgite).

La remargue suivante sera utilisée frequemment danst&a:su

Remarque 3.26. Soit G un graphe orienté sans cycles spéciaux. 8dit A(G). Si le grapheG’ =

G\ A contient un cycle spéciél, alors au moins un des sommets incidenfsest un 2-source ou un
2-puits dan<s’ et appartient & (C), puisque dans le cas contralteaurait été un cycle spécial dans
G.

Soit QR; le tournoi de la figure 3.16 que nous avons déja rencorarés te chapitre précédent,
§ 2.4.3. UneQRy-arc-colorationf d’un graphe orienté de degré au plus ti@igstbonnesi :
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4 3

FIG. 3.16 — La graph©Ry.

(i) pour tout 2-source,

Ci(wl=1;
(i) pour tout 2-puitsy, |C; (v)| = 1.
Il est alors clair gu’'une bonn@Ry-arc-colorationf d’un graphe orienté de degré au plus tiGis
sera telle que pour tout 2-sommete G, |C{ (V)| < 1 et|C; (V)| < 1.
Nous utiliserons frequemment la proposition suivante :

Proposition 3.27. Soit G un graphe oriegtadmettant une bonne @R&rc-coloration. Alors G (le
graphe inverse de G) admet une bonne;@R-coloration.

Preuve. Soit f une bonne&Ry-arc-coloration dés. Considérons la coloratiofl : V (QR;) — A(G™Y)
définie parf’ (V) = 6 — f(VQ).

Il est facile de voir que pour tout a@v € A(QRy), nous avony € A(QRy) pourx = 6 — v et
y = 6—u. De plus, les deux arcs incidents a un 2-source (ou un 3guiendront la méme couleur
par f’ puisgu’ils prennent la méme pér O

Nous prouvons dans un premier temps le théoréme suivant :

Theoreme 3.28.Tout graphe orieré de dege au plus trois ne contenant pas de cyclésal admet
une bonne QRarc-coloration.

Nous définissons un ordre partiel sur 'ensemble des graphes. Soi{G) le nombre de=2-
sommets dés. Pour toute paire de graph&s et Gy, G; < Gs si et seulement si au moins une des
conditions suivantes est vérifiée :

(i) Gy estun sous-graphe propre @g;
(II) ng(Gl) < nz(Gg).
Nous pouvons noter que cet ordre partiel est bien définisicag est un sous-graphe propre de

Gy, alorsny(G1) < np(Gy). Cet ordre partiek est donc une extension linéaire partielle de I'ordre
défini par le relation “étre sous sous-graphe”.
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Dans le chapitre précédent, § 2.4.3, nous avons défiprramietesk,  ; nous redonnons ici leurs
définitions.

Un vecteur d’orientatiorde taillen est unn-upleta = (ay,az,...,as) € {0,1}".

SoitG un graphe orienté et sdit= (uy, Uy, ..., uy) une séquence de sommets deux a deux distincts
deG. Pour un vecteur d'orientatiom, un sommet de G est appel@-successeudeU si pour tout,
1<i<n, Vvt estun arc dé& sia; = 0, Gv est un arc dé& sinon.

Nous disons qu’un graphe orier@&satisfait la propriét®, x si pour toute sequentean sommets
deux a deux distincts dé et tout vecteur d’orientatioa de taillen, il existe au moink sommets
dansG étant desi-successeurs dé.

D’aprés [BKN™99], le tournoiQR; posséde les propriét®% ; et P> 1. Ces deux propriétés vont
étre frequemment utilisées dans les preuves qui suivent

3.6.2.1 Preuve du tleoreme 3.28

Jusqu’a la fin de cette sous-section, nous considéronsntneeexemple du théoreme 3.28, noté
H, qui est minimal suivant I'ordre< précédemment défini.

Nous allons montrer grace aux lemmes qui suivent que lee@xemple minimaH ne contient
pas certaines configurations. Dans toutes les preuvesiganswnous procédons de maniere similaire.
Nous supposons qué contient une configuration donnée, puis nous considenoesréductiorH’
de H ne contenant pas de cycle spécial telle glie< H. Par minimalité deH, il existe une bonne
QRy-arc-colorationf deH’. Cette colorationf est une bonn@Ry-arc-coloration partielle dél (i.e.
une arc-coloration d’'un sous-ensemBel’arcs deA(H)); nous montrons alors de quelle maniéere
il est possible d’étendré & une bonn&R;-arc-coloration déH. Ceci permet de montrer qu¢ ne
contient pas la configuration considérée.

Notons que grace a la proposition 3.27, lorsque nous dereions une bonrn@Ry-arc-coloration
d’un graphe orient&, nous pourrons supposer que 'orientation d’un arc esefixé

Lemme 3.29. Le graphe H est connexe.

Preuve. Supposons que = H; W H> (union disjointe). Nous avorid; < H etH, < H. Les graphes

H; et H, ne contiennent pas de cycle spécial et donc, par miniendét1, H; et H, admettent res-
pectivement une bonrn@Ry-arc-colorationf; et f, qui peuvent facilement étre étendues a une bonne
QRy-arc-colorationf = f, U fo deH. O

Lemme 3.30. Le graphe H ne contient pas de 3-source, ni de 3-puits.

Preuve. Par la proposition 3.27, il nous suffit de considérer le aa8-dource. Soient un 3-source
deH et H' le graphe obtenu a partir dé en éclatanu en trois 1-sommets, Uy, u3. Nous avons
H’ < H puisqueny(H’) = nz(H) — 1. Toute bonn&@Ry-arc-coloration déd’ est clairement une bonne
QRy-arc-coloration déH. O
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Lemme 3.31. Le graphe H ne contient pas de 1-sommet.

Preuve. Soitu; un 1-sommet déd, v son voisin efr y (v) = {u;,1 < i < dy(v)}. Par la proposi-
tion 3.27, nous pouvons supposer dye < A(H). Nous devons alors considérer trois sous-cas.

1. dH (V) =1.
Par le lemme 3.2% = tyv et évidemmentH admet une bonn@®R;-arc-coloration.
2. dH (V) =2.

Soit H' = H \ u;; nous avonH’ < H et H’ ne contient pas de cycle spécial d’apres la re-
marque 3.26. Par minimalité d¢, H' admet une bonn@R;-arc-colorationf qui peut aisement
s'étendre & : sivest un 2-puits, nous fixorigU;V) = f(UzV) ; sinon, nous avons trois couleurs

disponibles pourf (U;V) d’apres la propriét@; .
3. dH (V) =3.

SoitH’ = H \ u; ; nous avon$d’ < H.

Si H’ ne contient pas de cycle spécial alors, par minimalitéddél’ admet une bonn®Ry-
arc-colorationf, et donc|C{ (v)| < 1. La colorationf peut alors étre étendueHipuisque nous
avons trois couleurs disponibles pour colofigv d’aprés la propriét@; 3.

Si H’ contient un cycle spéci&, v € C etv est un 2-source del’ d’apres la remarque 3.26
et le lemme 3.30. Nous pouvons supposer sans perte deajfngueu, est un 2-puits par
la remarque 3.6.2. Solity (uz) = {v,x} etH” = H\ {Vip, uv}. Nous avondH” < H etH” ne
contient pas de cycle spécial d’apres la remarque 3.26miramalite deH, H” admet une
bonne QRy-arc-colorationf qui peut &tre étendue i comme suit : nous posongVip) =
f(XU3), et nous avons au moins une couleur disponible gguiv) d’aprés la propriét®, ;.

|

Rappelons qu’uisthmedans un graph& est une aréte dont la suppression augmente le nombre
de composantes connexes@le

Lemme 3.32. Le graphe H ne contient pas d’isthme.

Preuve. Supposons quil contienne un isthmav. SoitH \ uv=H; WH,. Pouri = 1,2, considérons

H/ = Hi + uv. D’apres le lemme 3.31yv n’est pas un arc pendant daHs De plus,H/ < H pour

i = 1,2. Clairement, les graphés$; et H; ne contiennent pas de cycle spécial, et par minimalité de
H, admettent une bonn@Ry-arc-colorationf; et f,, respectivement. Par permutation cyclique des
couleurs def, si nécessaire, nous pouvons supposer fquav) = fo(uv). L'application f = f; U f,

est alors une bonn@Ry-arc-coloration de. O

Lemme 3.33. Le graphe H ne contient pas de 2-puits adjac&min 2-source.
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y V3

(a) (b)
FIG. 3.17 — Configurations du lemme 3.35.

Preuve. Supposons quél contienne un 2-puits adjacent a un 2-sourcg. Soitl (v) = {u,w} et
I (w) = {v,x}. PuisqueH ne contient pas de cycle spécialet x sont deux sommets distincts et
Xud¢ AH).

SoitH’ le graphe obtenu a partir d&\ {v,w} en ajoutant I'ar@ix (s'il n’est pas déja présent dans
H). Nous avondi’ < H carny(H’) < ny(H) — 2. Puisque les sommetiset x ne sont ni des 3-sources,
ni des 3-puits dansl d’apres le lemme 3.30, ils ne sont ni des 2-sources, ni dastgH’ et par
conséquent, d’apres la remarque 316ne contient de pas de cycle spécial.

Alors, par minimalité dé4, H” admets une bonn@R;-arc-colorationf’ qui peut étre étendueth
en posant (Uv) = f(Wv) = f(wx) = f(UX). O

Lemme 3.34. Chaque 2-source (resp. 2-puits) de H est adjagenn sommet v tel que'dv) = 2
(resp. d (v) =2).

Preuve. Supposons quil contienne un 2-souragadjacent a deux sommetetw tels qued™ (v) #

2 etd*(w) # 2 (d'apres la proposition 3.27, il est suffisant de consid&e cas). SoitH’ = H \

u; par hypothése et d’aprés les lemmes 3.30 et 3.33, les stswnet w sont tels qued, (v) =

dy (v) = dif, (w) = d, (w) = 1. Par conséquent, le grapHé ne contient pas de cycle spécial d’aprés
laremarque 3.26. Par minimalité He H’ admet une bonn@R;-arc-colorationf qui peut étre étendue
aH de telle sorte qué (Uu;) = f(Ulp) grace a la proprietes ;. ]

Rappelons que I'on not8R;(C) I'ensemble des 2-sources et des 2-puits du ogdlie G.

Lemme 3.35. Soit u un sommet de H et B H \ u. Alors, H ne contient pas de cycle&gal C avec
Ty (u)NSRy(C)| = 1.

Preuve. Soitv; € ' (u) et sans perte de généralité, nous pouvons supposét’gadl \ u contient un
cycle spécial tel quely (u)NSRy(C) = {v1}; d’'aprés la remarque 3.26, est un 2-source ou un
2-puits dandH’ et d’apres la proposition 3.27 nous pouvons supposer sates gie généralité qua
est un 2-source.
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D’aprés la remarque 3.6.2; est adjacent a un 2-puits. D’apres le lemme 3.33, la seule paire
de 2-source et 2-puits adjacents dadfsestvy,v,. Par conséquent, nous avons<3C| < 4. Soit
V(C) = {v1,V2,v3,v4} etvs = vy si |[C| = 3. De plus,vs et v, sont nécessairement deux sommets
transitifs deC. Enfin, nous avongvs € A(H) d’apres le lemme 3.34 k4 € A(H) par le lemme 3.30.
Alors, seulement deux configurations sont possibles, & sthnt dessinées sur la figure 3.17.

— Si|C| = 3 (voir la figure 3.17(a)), considérokl = H \ V1v2. Ce graphe ne contient pas de cycle
spécial d’'aprés la remarque 3.26 et nous avefis< H. Par minimalité deH, H; admet une
bonneQRy-arc-colorationf qui peut étre étenduehd : nous effagons tout d’abord la couleur
de I'arcvivs ; nous pouvons alors poséfvivs) = f(VaVz) grace a la propriéte, ; et donc nous
avons une couleur disponible pofivivz) d’aprés le propriet®, ; puisquef (Uvy) # f(VaVz).

— Si|C| = 4 (voir la figure 3.17(b)), considérons le gragtg= H \ vo. Nous avonsgi; < H.

— Si Hj ne contient pas de cycle spécial, par minimaliteHieH, admet une bonn@R;-
arc-colorationf qui peut &tre étendue K de telle sorte que (Vavz) = f(V1V3) grace a la
proprietéP, 1 puisquef (Vav3) = f(yv3).

— Supposons maintenant qHg contienne un cycle spéci@l. D’aprés la remarque 3.263
appartient &C’ et d’aprés la remarque 3.6.2,est un 2-puits. D’apres la remarque 3.33,
la seule paire de 2-source et 2-puits adjacents #Hnesstvs,y, et par conséquert’ est
un cycle spécial de longueur 3 ou 4. Supposons premieregued u, vi,Va, Vs, Yy} CV(C');
nous avons alons=y, ce qui est une contradiction puisque par hypothgge) "SRy (C) =
{vi} # {va,vs}.

Par conséqueny/ (C') = {y,vs,V4,2}, et donczv; € A(H). Si |C'| = 3, nous avony = z et
dans ce cas, le grapkecontient un isthmav, ce qui est interdit d’aprés le lemme 3.32. Par
conséquent, nous avof@| = 4 etz est un sommet transitif de'.
Considérons dans ce cas le graptie= H \ v4. Ce graphe ne contient pas de cycle spécial
puisque les sommetg et vz sont deux 2-sommets transitifs orientés dans des directio
opposées. Nous avoii; < H et par conséquent, par minimalité He il existe une bonne
QRy-arc-colorationf de Hj telle queC; (v1) = {c1},C; (v2) = {c2} etC{(y) =C; (2) =
{c3}. Lapplication f peut alors étre étendueHhcomme suit : nous posorfgVaVz) = ¢4 ¢
{c1,c3} grace a la propriét®; 3. Alors, d’apres la propriéet®, 1, nous avons une couleur
disponible pourf (V1Vz) puisquec; # ¢4 et une couleur disponible potifzv;) puiscs # ca.

O

Lemme 3.36. Le graphe H ne contient pas deux 2-sommets adjacents.

Preuve. Supposons quil contienne deux 2-sommets adjacentt w. Soitl" (v) = {u,w}, I'(w) =
{v,x} etH’ = H\ v. D’apres la remarque 3.26 et le lemme 3.B5ne contient pas de cycle spécial.
Nous avondH’ < H et par minimalité déd, H' admet une bonn®Ry-arc-colorationf.

Nous allons considérer deux cas suivant I'orientationades incidents & etw (d’apres la propo-
sition 3.27, nous pouvons supposer dquec A(H)).
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FiG. 3.18 — Configurations du lemme 3.37.

1. vest un 2-puits etv est un sommet transitif.
D’apres le lemme 3.33) n'est pas un 2-source dé¢. Nous avongC; (u)| < 1 et donc, nous
pouvons posef (UV) = f(WV) grace a la propriet®, ;.

2. vetw sont deux sommets transitifs.
Grace a ce que nous venons de prouver dans le précédernemmeu n'est pas un 2-
source. Nous avon€; (u)| < 1. Grace a la propriétl; 3, nous pouvons posei(uv) # f(Wx)
et finalement, nous avons une couleur disponible dguw) d’aprés la propriet®, ; puisque
f(TV) # f(WX).

Lemme 3.37. Le graphe H ne contient pas de 2-sommet.

Preuve. Supposons quid contienne un 2-sommetet soitl" (u) = {uz, Uz }. Les sommets; etu, sont
tous deux des 3-sommets d’apres le lemme 3.36. D’apragjsgition 3.27, nous pouvons supposer
sans perte de généralité que € A(H). SoitH; = H \ u; nous avon$i; < H.

Si Hi ne contient pas de cycle spécial, alors par minimalitéHgdd; admet une bonn@Ry-
arc-colorationf qui peut étre étendue @ comme suit. Su est un 2-source, nous pouvons poser
f(Uty) = f(Ulp) grace a la propriéet®, 1 puisque|C{ (up)| < 1 et|C{ (u2)| < 1. Siu est un sommet
transitif, nous pouvons poséfuty) ¢ C; (uz) grace a la propriét; 3 et nous avons alors une couleur
disponible pourf (UzU) d’apres la propriét®s ;.

Supposons maintenant qi# contienne un cycle spéciél. D’aprés le lemme 3.35); et up
appartiennent & et au moins I'un d’eux est un 2-source ou un 2-puits.

Supposons dans un premier temps guest un 2-sommet del; etu, n’est ni un 2-source, ni
un 2-puits deH;. Alors, puisqueH ne contient pas deux 2-sommets adjacents d’aprés le len86ge 3
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u u u
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FiG. 3.19 — Configurations de la preuve du du théoreme 3.28.

nous avons seulement trois configurations possibles, qudessinées sur les figures 3.18(a), 3.18(b)
et 3.18(c). Nous utilisons les conventions de dessins std@ga un sommet noir est un sommet dont
tous les voisins sont présents sur le dessin, alors qutmmsi blanc est un sommet dont les voisins
ne sont pas nécessairement présents sur le dessin.

Clairement, la configuration de la figure 3.18(a) admet umsmbQR;-arc-coloration. Le sommet
blanc de la configuration de la figure 3.18(b) est un 3-somriegtréls le lemme 3.36, mais dans ce
cas, le graphél contient un isthme, ce qui est interdit d'apres le lemm& 3.8 sommet blanc de la
configuration de la figure 3.18(c) est un 2-sommet d’apréantene 3.32 et cette configuration admet
clairement une bonn@Ry-arc-coloration.

Par conséquenty; et uy sont soit deux 2-sources, soit deux 2-puitsHie Dans ce cas, puisque
H ne contient pas deux 2-sommets adjacents, d’apres le léh86enous avons alors seulement trois
configurations possibles, qui sont dessinées sur les iguis(d), 3.18(e) et 3.18(f).

— Figure 3.18(d) : d’aprés le lemme 3.30, nous avops Uy, € A(H). Considérons le graphe

Hj = H\ U1Uz ; H ne contient pas de cycle spécial. Puisdife< H, par minimalité deH,
H; admet une bonn@R;-arc-colorationf qui peut &tre étendueld grace a la propriéeté, 1
puisquef (Uz0) # f(Uuy).

— Figure 3.18(e) : d’aprés le lemme 3.30, nous avatsuu; € A(H). D’apres le lemme 3.36,
us est un 3-sommet. i~ (ug) = 2, cette configuration est interdite d’apreés le lemme 3S34.
d*(us) = 2, cette configuration est également interdite d’aprésrfeme 3.34.

— Figure 3.18(f) : d’apres le lemme 3.30, nous avaog ut; € A(H). Par conséquent, d’aprés
le lemme 3.34d" (us) = 2. Considérondd; = H \ UrU3; clairement,H, ne contient pas de
cycle spécial. Par minimalité de¢, H, admet uneQRy-arc-coloration qui peut étre étendue &
H comme suit. Nous décolorions premiereméfiiUys) et f(U4U3) ; ensuite, grace a la pro-
prieté P, 1, nous pouvons posef(Uz) = f(UsUz). Finalement, puisqué (Utz) # f(uaus),
nous pouvons étendriea une bonn&Ry-arc-coloration déd grace a la propriéte, ;.

O

Preuve du theoreme 3.28D’apres les lemmes 3.31 et 3.37,est un graphe 3-régulier.
Soientu un sommet déd et (u) = {uy,uz,u3} . D’apres le lemme 3.3@ n’est ni un 3-source,
ni un 3-puits, et par conséquent, d’apres la propositi@Y,3nous pouvons supposer sans perte de
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généralite quel™ (u) > d~(u). Soitul, Utp, Ut € A(H).

SiH; =H\une contient pas de cycle spécial, alors par minimalitél de; admet une bonn@Ry-
arc-colorationf qui peut &tre étenduekicomme suit. Nous pouvons posieint) ¢ C; (uz) UC{ (uz)
grace ala propriétB; 3. Puis, grace a la propriei 1, nous pouvons étendifea une bonn&R;-arc-
coloration deH.

Supposons maintenant qi contienne un cycle spéciél. Le grapheH; contient alors trois
2-sommets. Puisqu’un cycle spécial est constitu& gaires de 2-sources et 2-puit contient uni-
guement une seule paire de 2-source et 2-puits adjacenis gsate de généralité, disons et up
respectivement). Par conséquent, nous avons seulemant gonfigurations possibles, dessinées sur
la figure 3.19.

Clairement, la configuration de la figure 3.19(a) admet umnb@R;-arc-coloration. Le sommet
blanc de la configuration de la figure 3.19(c) est un 2-somriagtréls le lemme 3.32 et il est alors
facile de vérifier qu'il existe une bonr@Ry-arc-coloration de ce graphe. Considérons maintenant les
configurations des figures 3.19(b) et 3.19(d), etlgit= H \ UUz. Nous avondd} < H et clairement,

H, ne contient pas de cycle spécial. Par conséquent, pamaitg deH, H, admet une bonn@Ry-
arc-colorationf qui peut étre étenduetd grace a la propriét®, 1 puisque pour toute orientation de
H,C; (u1) NC{ (uz) = 0.

Dans chacun des cas, le graphadmet une bonn@Ry-arc-coloration, ce qui permet de conclure.

|

3.6.2.2 Preuve du tleoreme 3.24

Dans cette derniére sous-section, nous donnons la preuvéeadreme 3.24 et discutons de I'opti-
malité de ce résultat.

Nous dirons dans la suite qu'u@R;-arc-colorationf d’un graphe orienté de degré au plus tiGis
estquasi-bonnesi pour tout 2-sommat, nous avondCy (u)| = 1. Une bonn&QR;-arc-coloration est
donc une quasi-bonn@R;-arc-coloration.

Nous pouvons alors remarquer que si un graphe de degré surpisi admet une quasi-bonne
QRy-arc-colorationf, nous avondCy (v)| < 1 pour tout=2-sommet deG.

Preuve du theoreme 3.24Nous prouvons le théoreme 3.24 en montrant que tout grdpldegré au
plus trois admet une quasi-bon@dR7-arc-coloration, qui est un@Ry-arc-coloration.

SoitH un contre-exemple d’ordre minimal du théoréme 3.24.

Si H ne contient pas de cycle spécial, d'aprés le théorer2@, Bl admet une bonn&®R;-arc-
coloration, qui est également une quasi-bo@k-arc-coloration.

Supposons maintenant gbhecontienne au moins un cycle spécial. Par définition, utecggécial
contient au moins un 2-source. Nous allons définir indeatignt une séquence de grapHgsHy, . . .,
H, pourn > 0, et une séquence de somm&jals, ..., U, 1 tels que :
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FIG. 3.20 — Un graphe cubiqu® avecy,(G) = 6.

— Ho=H;
H; contient un cycle spécial et donc un 2-souwscpour 0<i < n;
— Hit1=Hi\y pour 0<i < n;

H, ne contient pas de cycle spécial.

D’apres le theoreme 3.28], admet une bonn€®Ry-arc-coloration, et par conséquent une quasi-
bonne QRy-arc-coloration. Supposons g, 1 admette une quasi-bonr@Ry-arc-coloration fi, 1
pour 1<i < n; nous affirmons que nous pouvons étenfire a une quasi-bonn@R;-arc-coloration
fi de H; comme suit. Soit; et w; les deux sommets voisins dg qui sont des*2-sommets dans
Hi1. Nous avonﬁcal(vi)] <let \Cal(wi)\ < 1, et grace a la propriété, 1, nous pouvons poser
fi (V) = fi (Gwh).

Par conséquent, toute quasi-bor@R;-arc-coloration deH, peut étre étenduetdy = H, ce qui
est une contradiction. Un contre-exemple minimal au thier 3.24 n’existe pas, ce qui conclut la
preuve. |

Actuellement, nous ne connaissons pas de graphes de deghésarois dont le indice chroma-
tique orienté est 7. Cependant, I'indice chromatiquem@elu graphe cubiqué de la figure 3.20 est
6.

Supposons que nous voulons colorier le graBh&vec cing couleurs, disons2.3,4,5. Néces-
sairement, les couleurs @&, Xy et zu sont deux & deux distinctes et nous pouvons par conséquent
supposer qué (W) = 1, f(Xy) = 2 et f(zU) = 3. Clairement, chacune des couleurs 4 et 5 apparaitra
au plus une fois suiv, Wk et yz. Sans perte de généralité, nous pouvons donc suppasé( ) = 1,
ce qui implique quef (UX) = 4 ou f(UX) = 5. Si f(UX) = 4 (resp. 5), nous devons poskfyV) = 5
(resp. 4), et nous n'avons alors plus aucune couleur dibf@pbur coloriewz

Grace a ce que nous venons de montrer dans cette partig,avons 6< x,(D3) < 7. Ainsi,
connaitre la valeur exacte de l'indice chromatique o&eaes graphes de degré au plus trois reste
pour l'instant un probleme ouvert.
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3.7 Conclusion et perspectives

Nous venons d’étudier dans ce chapitre une nouvelle ndéamwloration orientée,drc-coloration
orienteg et son parameétre associitlice chromatique orieit

Comparaison avec des pararatres connus. Nous avons comparé ce nouveau parametre a des pa-
rametres déja étudiés dans la littérature tels gmetebre chromatique orienté ou le nombre chroma-
tique acyclique. Dans chaque cas, nous obtenons des barnes spnt pas pour l'instant optimales,
mais qui permettent malgré tout d’avoir une idée du corgmoent de I'indice chromatique orienté en
fonction de ces paramétres.

De méme que Raspaud et Sopena [RS94] ont borné le nomlomaatique orienté en fonction du
nombre chromatique acyclique, Kostochka, Sopena et Zhid§¥Bont borné le nombre chromatique
acyclique en fonction du nombre chromatique orienté. Dargas de I'indice chromatique orienté,
NOUs ne nous sommes intéressé qu'a borner ce dernienetioio du nombre chromatique acyclique.
Il reste maintenant a considérer le probleme inverserndrole nombre chromatique acyclique en
fonction de I'indice chromatique orienté. Nous pouvorgadioter que le theoreme 3.6 nous donne
une premiere borne du nombre chromatique acyclique enifonde I'indice chromatique orienté.
En effet, sachant que %i,(G) < k, alorsxo(G) < @(k) pour tout graphe orient&, nous obtenons
Xa(G) < (k)2 + (k)3 loglogel) (voir le theoréme 3.6 pour une valepik) en fonction dek).

Indice chromatique orienté des 2-arbres partiels. Nous avons caractérisé, pour tout entier

3, l'indice chromatique orienté des graphes planairegriextrs de mailleg. De la méme maniére
gue nous nous sommes posé la question pour le nombre cligamatienté, il serait intéressant de
considérer I'indice chromatique orienté des 2-arbretigla de maille donnée. Les seuls résultats que
nous connaissons actuellement grace aux theoremes.246et 3.2 sont résumés dans le tableau 3.2.

H Maille ‘ Borne inférieure‘ Borne supérieureH

3 X6(T2) > 7 Xo(T?) <7

4 Xo(T3) > 6 Xo(T3) <7
5<g<9| Xo(T5)>5 Xo(7§) <6
g>10 | xo(T2) >4 Xo(T§) <6

TAB. 3.2 — Résultats connus pour I'indice chromatique odeat@s 2-arbres partiels de maille donnée.

Nous pouvons cependant améliorer legerement cesaésplour les 2-arbres partiels de maille
10<g<13:

Théoreme 3.38.x,(T3) > 5 pour tout g,10< g < 13.

Preuve. Il nous suffit de construire un 2-arbre partiel de maille 18rdyun indice chromatique d’'au
moins 5 pour prouver ce théoreme.
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We

W5
Wy
W3
W2

W1

Y6

FiG. 3.21 — Configuratiord de la preuve du theoreme 3.38.
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Considérons dans un premier temps un 6-chd¥ia[r1,ro, ..., r7] et soitf uneT-arc-coloration
de Ps telle quef (rir2) = 4 (rappelons qudy est le tournoi de la figure 3.7(a)). Il est alors facile de
vérifier que soitf (fsrg) = 1, soit f (fgf7) = 1.

Maintenant, soilG le 2-arbre partiel obtenu de la maniére suivante. Nousgm®ihe 13-circuit
Ciz=[s1,%,...,513,51] et treize copiedds,Hy,...,Hi3 du grapheH de la figure 3.21; nous identi-
fions alors les treize-sommets de chaque copie Hea chacun des sommetsdu 13-circuit. Nous
montrons maintenant que le grapBeainsi obtenu n'admet pas de 4-arc-coloration orientepp8u
sons le contraire. Alors il existe un tournbia 4 sommets tel qué& admet uneT -arc-colorationf ;
sachant que le circu@@;3 est de taille non multiple de 3, nous avons nécessairement, (ou T4 est
le tournoi de la figure 3.7(a)). De plus, la couleur 3 apparé€essairement sur un des arcCge:
sans perte de géneéralité, disons g s;) = 3. SoitH; la copie deH associée au sommst. Les
quatre arcsiw;, Ux;, Ux; et Uz deH, recoivent alors obligatoirement la couleur 4. Par la remar
ci-dessus, la couleur 1 sera présente sur le dernier canfadernier arc de chacun des 6-chemins
u,...,wg|, [U,...,%g], [U,...,Vs] €t]u,...,z]. Ainsi, la couleur 1 ne peut &tre présente sur aucun des
arcs du 4-chemirwg, Xs, Y6, Zs, V], C€ qui est une contradiction puisque tolifearc-coloration d’un
4-chemin utilise nécessairement la couleur 1 sur un des arc O

Indice chromatique orienté des graphes planaires. Nous avons obtenu la valeur exacte de l'in-
dice chromatique orienté des graphes planaire de mailleans 46. Cependant, dans les autres cas
(mailles 3< g < 45), nous ne connaissons pas les valeurs exactes de I'iddioenatique orienté.
Actuellement, grace aux résultats présents dans &adttire sur le nombre chromatique orienté, aux
résultats que nous avons obtenu pour I'indice chromatigienté des 2-arbres partiels — sous-classe
des graphes planaires (voir le tableau 3.2 et le theoreB8 3 ainsi qu’aux theoremes 2.12, 2.14, 3.21
et 3.2, nous obtenons les bornes qui sont resumées dafddau 3.3.

H Maille ‘ Borne inférieure‘ Borne supérieuré{

3 Xo(P) =10 Xo(P) < 38

4 Xo(P4) > 6 Xo(Ps) < 38

5 Xo(P5) > 5 Xo(Ps) <19

6 Xo(Pe) > 5 Xo(Pe) <11
7<9<10 | Xo(Pg)>5 Xo(Pg) <7
11<9<13| Xo(Pg) >5 Xo(Pg) <6
14<9g<45| Xo(Pg) >4 Xo(Pg) <5
g>46 Xo(Pg) = 4 Xo(Pg) <4

TAB. 3.3 — Résultats connus pour 'indice chromatique odel@s graphes planaires de maille donnée.

Nous avons donc ici de nombreuses questions ouvertes qréik sntéressant de considérer.
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D’autres classes de graphes. De nombreuses classes de graphes restent a considémetaet-
ment celles dont une borne est connue pour le nhombre chigqueatrienté. En effet, d’apres le
théoréme 3.2, cela nous permet d’obtenir une premiéraebsupérieure que nous pouvons ensuite
tenter de réduire. En particulier, Fertin, Raspaud et Rowclhury [FRR03] ont montré que les
grilles a deux dimensions admettent une 11-sommet-daoraPlus recemment, Hosseini et So-
pena [HDSO06] ont montré que le nhombre chromatique orielet graphes de Halin est d’'au plus
9. Esperet et Ochem se sont également intéressés alhxegrpfanaires 2-extérieurs [EOQ7] et ont
montré qu’il admettent une 67-sommet-coloration oegentll serait donc intéressant de considérer
I'indice chromatique orienté de ces familles de graphésrger d’améliorer les premieres valeurs que
nous avons.

Indice chromatique orienté des graphes non orieréis. Le nombre chromatique orienté d’'un graphe
non orientéG est défini comme lanaximumdes nombres chromatiques orientés pris sur toutes
les orientations d&. En effet, le minimum des nombres chromatiques orientessgur toutes les
orientations d’'un graphe non orien&correspond au nombre chromatique@&eD’une part, il est
évident quex(G) < xo(G) ; d'autre part, il est facile de construire une orientati®nde G telle que
xo(e) = X(G) (& partir d'une coloration propre dg, il suffit d’'orienter les arcs d& dei versj si

i <j).

En revanche, dans le cas de I'indice chromatique orieat&inimumdes indice chromatiques
orientés pris sur toutes les orientations d’un graphe mi@mi& G ne correspond a aucun parametre
connu. Dans ce chapitre, nous avons fait le choix de corgid@éndice chromatique orienté d’'une
classe de graphes orientés comme étantidgimumdes indices chromatiques orientés pris sur tous
les graphes de cette classe, et donc sur toutes les omastale chaque graphe de la classe.

Nous pourrions a présent étudier le comportement dditachromatique orientginimumdu
graphe non orient&, notéX;(G), défini comme leaminimumdes indices chromatiques orientés pris
sur toutes les orientations @ Une premiere étude [Pin03] de ce parametre nous a peamsontrer
quex; (Kn) < [2-1] pour toutn > 1. Grace & ce résultat, nous pouvons alors obtenir urneebem
fonction du nombre chromatique :

Théoreme 3.39.Si G est un graphe non oriéntalorszg(G) < {%W

Preuve. Soitn = X(G). Le grapheG admet donc un homomorphisnfevers le graphe complét,
an sommets. Sachant qg(g(Kn) < [2”—3‘1] pour toutn > 1 [Pin03], il existe une orientatiofy, deKp
telle quex,(Tn) = [#52]. Soitg une([2%1])-arc-coloration orienté d&,. Maintenant, considérons
le graphe orient® qui est une orientation d8 obtenue comme suit : pour toute paire de somraets
etvdeG, tve A(D) si f(u)f(v) € A(Ty) etvt € A(D) sinon. Nous définissons alors I'arc-coloration
orientéeh deD comme suit h(tv) = g(f(u) f(v)). Puisqueg est une arc-coloration orientée Tg f

est ung([ 252 ])-arc-coloration orientée d@. Par conséquent, nous avigG) < [242]. m

Si nous notongy la famille de graphes dont le nombre chromatiquekeators nous avons :
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Corollaire 3.40. X' (C) < [251].

La question qui se pose maintenant est la suivante : poulegueleurs dé la borne ci-dessus
est-elle optimale ? Dans le clas- 1 (C; est la classe des graphes sans aréte), il est cla'K;cdﬁ‘@) =0
et par conséquent, le borne donnée par le corollaireegegtt n'est pas optimale. En revanche, pour
les cak = 2,3 ou 4, cette borne est optimale. En effétest la classe des couplages et par conséquent
nous avon%(@z) = 1. D’autre part, il n’est pas difficile de vérifier que toutéemtation d’un triangle
contient un 2-chemin : nous avons dq_(ﬁocé(*}g) = 2. Enfin, nous pouvons également vérifier que toute
orientation deK, contient un 3-chemin et par conséqug@(&) = 3. Qu’en est-il pour les autres
valeurs dek ?



Chapitre 4

Etoile coloration orientée acircuitique

La notion détoile arboricié a été introduite par Akiyama et Kano dans [AK85] et estrdéfipour
un graphe non orient&, comme le nombre minimum de foréts d’'étoiles aréteeitisps nécessaires
pour couvrirE(G). lls ont notamment prouvé que les graphes completssammets peuvent étre
décomposés e@] + 1 foréts d’étoiles. Cette notion a depuis été étugiéedifferents auteurs pour
quelques familles de graphes telles que les grapheguliers, les graphes complets multipartis
reguliers ou encore les graphes planaires @mi[AA89, AMR92, Aok90]).

Concernant les graphes planaires, Algor et Alon ont matares [AA89] que tout graphe planaire
peut étre decomposé en 6 foréts d'étoiles. Haletmal. [HME96] ont prouvé par la suite que tout
graphe planaire peut étre déecomposé en 5 foréts tstet que cette borne est optimale.

Dans [AA89], Algor et Alon ont introduit la notion d’étoilarboricitédirigée(directed star arbori-
city en anglais) d’'un digraph®, notée dgiG), définie comme le nombre minimum de foréts d’étoiles
sources arc-disjointes nécessaires pour coli@) (une étoile sourceest une étoile dont les arcs
sont orientés du centre vers les feuilles). Dans [Gui9tjd@di a montré que tout digraphe ayant un
degré entrant maximum et un degré sortant maximum aulplusssede une étoile arboricité dirigée
d’au plusD + 20logD + 84.

Cette notion d'arboricité peut étre définie en terme a'eoloration, ou encore en termes de
partition d’'arcs. Plus précisément, uawile k-coloration dirigee (ou plus simplement unk-dst-
coloration) d'un graphe orient& est une partition dé&(G) enk foréts d’'étoiles sources;, F, ..., F.

De facon équivalente, urkedst-coloration dé&s est unek colorationf deA(G) telle que

(i) pour tousu,v,w € V(G) tels quetv, v € A(G), f(Tv) # f (W),
av) # f(Wv).
L’ étoile arborici€é dirigeede G peut alors étre définie comme le plus petit enkieéel queG admet
unek-dst-coloration.
Récemment, Amini, Havet, Huc et Thomassé [AHHTO6] ont trioigque certains problémes de

routage multicast peuvent étre modélises comme uneatan des arcs d’'un digraphe telle que les
arcs incidents a un méme sommet regoivent des couleffiesetlites, a I'exception éventuelle des arcs

(i) pour tousu,v,w € V(G) tels quetv,wv € A(G), f(

127
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sortants qui peuvent avoir la méme couleur, puisqu’ilgpamte le méme message. Le but est donc de
minimiser le nombre de couleurisg. déterminer I'étoile arboricité dirigée d'un tel gragph

Dans le méme esprit, nous introduisons ici une extensiamele de cette notion, I'étoile arboricité
orientéeacircuitique d’'un graphe orient&, notée adsG), définie comme le nombre minimum de
foréts d’'étoiles sources arc-disjointes nécessaies ouvrirA(G) de telle sorte que I'union de deux
telles foréts est acircuitique (un graphe orientéasstcuitique s'il ne contient aucun circuit). Nous
dirons qu’un graphe orientd admet unék-&toile coloration orientée acircuitique, ou plus siement
unek-adst-coloration, si ad€s) < k.

Une étoile k-coloration orieré acircuitique(ou simplementne k-adst-colorationd’un graphe
G est une partition d&(G) enk foréts d’étoiles sources, F, ..., K telles que pour tout j € [1,K],
F UF; est acircuitique. De fagon équivalente, kaadst-coloration d& est unek coloration deA(G)
telle que

(i) pour tousu,v,w € V(G) tels quetv, v € A(G), f(TV) # f (W),

(i) pour tousu,v,w € V(G) tels quetv,wv € A(G), f(Tv) # f(Wv).
(i) G ne contient pas de circuit bicolore.

L’ étoile arborici€ orienee acircuitiquede G peut alors étre définie comme le plus petit enki¢el
queG admet un&-adst-coloration.

Notons que contrairement a I'étoile arboricité dieggui est définie pour les digraphes, I'étoile
arboricité orientée acircuitique n’'est définie que ptag graphes orientés.€. les digraphes sans
boucle ni arcs opposés). Effet, un digraphe contenant dexscopposés ou une boucle n'admet pas
d’étoile coloration orienté acircuitiqgue puisqu’il diendra un circuit bicolore (formé par la paire
d’arcs opposés ou la boucle).

Soit f une adst-coloration d'un graphe oriei@é
Pour un sommet de G, nous noton€; (u) (resp.C; (u)) I'ensemble des couleurs sortantes de u
(resp. lensemble des couleurs entrantes Jleclest a dire 'ensemble des couleurs présentes sur les
arcs sortants (resp. entrants) du somménfin,Cs (u) = C; (u) UCT (u).

A présent, soitf une adst-coloration partielle d’'un graphe orie6té.e. une adst-coloration d’une
sous-ensemble d’'arcs ).

Pour un arc non coloriéV deG, une couleuc est ditedisponible pouriv si cette couleur satisfait
les contraintes d’undst-coloration pour 'arciiv; nous notons= ' (V) = C; (u) UCs(v) 'ensemble
descouleurs interdites poutiv par la colorationf ; nous pouvons voir facilement que toute couleur
c ¢ Ff(Qv) est une couleur disponible pouv. Une couleur est diteacceptable poutv si affecter
la couleurc & I'arc v donne une adst-coloration partielle Gell est clair qu’une couleur acceptable
est également une couleur disponible. En revanche, leaimnest faux.
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Nous pouvons alors noter que pour une adst-colorationgtiarfi de H et un arc non colori@v,
si C; (u)NC{ (v) = 0, alors toute couleur disponible pour est également acceptable par(en
effet, tout circuit contenariiv ne sera pas bicolore quelle que soit le couleur affecté arc).

Nous considérons dans la suite trois classes de graphsgrdphes de degré au plus trois, les
graphes planaires de grande maille, et les 2-arbres gartiel
Le résultat obtenu pour la classe des graphes de degrastiqb est publié dariBiscrete Mathe-
matics[PS06a] ; cependant, la preuve que nous présentons iciusstqurte. Enfin, les résultats ob-
tenus pour les graphes planaires de grande maille sontaséarsrle d'un rapport de recherche [PS05]
actuellement soumis.

4.1 Motivation initiale : lien avec I'arc-coloration orientéee

La notion d’étoile arboricité orientée acircuitiqueopient de I'etude de I'arc-coloration orientée
de graphes orientés (cf. chapitre 3).

Rappelons qu’une arc-coloration orientée d’'un graphent&G est une coloration des arcs Ge
telle que

(i) deux arcs consécutifs ont des couleurs differentes,

(ii) si deux arcs consécutifs sont respectivement col@iésb, alors le graph& ne contient pas
d’arcs consécutifs respectivement coloitést a.

Raspaud et Sopena ont montré dans [RS94] que toute orgentbtin graphe non orienté admet-
tant unek-coloration acyclique admet urgk- 2<-1)-coloration orientée. Il est alors possible d’obtenir
le corollaire suivant :

Corollaire 4.1. Toute orientation d’'un graphe non origntG admettant une k-ate-coloration acy-
cliqgue admet ungk - 2<1)-arc-coloration orienée.

Comme nous l'avons déja dit (cf. chapitre 1, § 1.3.1), ldlls@e borne connue pour l'indice
chromatique acyclique des graphes de degré maxidwast 1@ [AMR91]. Par conséquent, dans le
cas général, la borne supérieure que nous obtenons’pualicé chromatique orienté en fonction de
I'indice chromatique acyclique semble trés supérieusa valeur exacte.

Chaque classe de couleurs d’'une aréte-coloration aagctitqun graphe non orientg est un cou-
plage parfait, et donc une forét d'étoiles. Le graphe ingdar deux tels couplages parfaits est une
forét, et est donc acircuitique. Pour toute orientat®rde G, nous avons donc acﬂ@) <XL(G).

De plus, les contraintes de coloration imposées par ugie-adloration acyclique ne sont pas
toutes nécessaires pour obtenir le corollaire 4.1. Emah& nous pouvons voir que les contraintes
d’une étoile coloration orientée acircuitique sont sfites. Nous avons en effet :
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Théoreme 4.2.Toute orientation d’'un graphe non orignG ayant uné&toile arborici& oriengé acir-
cuitique au plus k admet ur{&- 2<1)-arc-coloration orienée.

Preuve. Soit f unek-étoile coloration orientée acircuitique @eSoientLD(G) le graphe représentatif
des arcs dé& et G’ le graphe sous-jacentlzD(G) (G’ est donc un graphe non orienté). Spitine
k-sommet coloration d&' telle queg(syy) = f(TV), ol est le sommet d&' associé a 'arav de

G.

Nous montrons que cette coloratigrest une coloration propre et acyclique @ Sachant que
deux sommets adjacents @ correspondent a deux arcs consécutifSleoute paire de sommets
adjacents d&' recevra deux couleurs distinctes. Nous devons maintergifiev que tout cycle est
colorié avec un minimum de trois couleurs. Tout cycleGie&orrespond a un cycle (orienté) ou a un
circuit dansLD(G). SoitC = (up, Uy, . .., Un_1,Up) un cycle deG'. SiC est un circuit dankD(G), alors
{Uo,U1,...,Uun_1} C A(G), les arcay; etu;,1 sont consécutifs dar (les indices sont pris modulg
et forment par conséquent un circuit ddhsSachant qué est une coloration acircuitique, le cycle
obtiendra au moins trois couleurs gaMaintenant, sC est un cycle d&D(G), il existe 0<i<n-1
tel queliUi; 1, Ui 2Ui 11 € A(LD(G)). Ceci signifie qu'il existe quatre sommets;, w etx deG tels que
U = UV, U1 = VX et u.» = WV. Sachant qud est unek-étoile coloration orientée, les arag uj 1
et Ui » recevront trois couleurs distinctes, ce qui implique queylele C de G’ obtiendra au moins
trois couleurs pag. La colorationg est donc und&-sommet-coloration acyclique d&. En utilisant
le résultat de Raspaud et Sopena cité precédemmentpéegorientd D(G) admet unglk - 2 1)-
sommet-coloration orientée et par conséquéradmet unek- 2~ 1)-arc-coloration orientee. O

Les bornes que nous obtiendrons pour 'indice chromatigieni® en fonction de I'étoile arbo-
ricité orientée acircuitique sont donc potentiellemphis intéressantes que celle que nous pouvons
obtenir a partir de 'indice chromatique acyclique. Cegaatt, les résultats que nous avons obtenus
a ce jour n'ont pas permis d’améliorer les bornes que nonsi@ssons pour l'indice chromatique
orienté.

4.2 Les graphes de dedr au plus trois

Rappelons quéy désigne la classe des graphes de degré alkplus

Dans [ASZ01], Alon, Sudakov et Zaks ont montré que tout gespde degré au plus trois possede
un indice chromatique acyclique d’au plus 5, ce qui impligue G posséde une étoile arboricité
orientée acircuitique d’'au plus 5. Par conséquent, & theoreme 4.%,(D3) < 80. Nous mon-
trons dans la suite que la borne de I'étoile arboricitertée acircuitique des graphes de degré au plus
trois peut étre améliorée (et permet ainsi d’obtenir omelleure borne pour l'indice chromatique
orienté de cette classe) :

Théoreme 4.3.adstD3) < 4.
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Supposons que le theoreme 4.3 est faux. Nous pouvons @lossdérer un contre-exemple
minimal (en terme de nombre d’arétes). Nous allons prodaes la suite une série de lemmes. Dans
chacun d’eux, nous réduisoiba un graphéd’ plus petit (c’est a dir¢A(H)| > |A(H’)|) qui admet
par conséquent une 4-adst-coloratiarCette coloratiorf est également une adst-coloration partielle
deH, c’est a dire une coloration d’'un certain sous-ensembéeades deH. Nous montrons qu'il est
alors possible d’étendre une telle coloration partiellene adst-coloration de, c’est a dire colorier
les arcs non encore coloriés ldeen recoloriant éventuellement certains arcs déja &sok’existence
d’'une telle adst-coloratiorf prouve queH ne contient pas certaines configurations spécifiques. Cet
ensemble de configurations nous conduira finalement a urieadaction, ce qui impliquera qu’un tel
contre-exempléd au théoreme 4.3 n’existe pas.

Considérons un circui et soientu,v € V(C). Nous notons:(u,v) le chemin[u,wa, ..., Wn,V]
tel quew; € V(C) pour touti € [1,n].

L'observation suivante sera utilisée plusieurs fois darsuite :

Observation 4.4. Soit C un circuit, f une adst-coloration de C, €tl€ circuit obtenua partir de C
en remplacant &u,v) par un chemin B(u,v). Si ' est une dst-coloration de’Gelle que f(a) =
f(a) pour tout a¢ Po(u,v) et{f(a); ac P:(u,v)} C {f'(d); & € Pz(u,v)} alors f' est une adst-
coloration de C.

Ceci découle directement du fait q@igC) C f/(C') et donc|f/(C')| > 3.

Lemme 4.5. Le graphe H est cubique.

Preuve. Soitve V(H) avecd(v) < 2. Nous considérons deux cas suivant i@ = 1 oud(v) =2:
Cas 1: d(v)=1.

Soitl (v) = {u}. Considérons I'aréte pendantedeH et soitf une 4-adst-coloration du graphe

H’=H\ {v}. PuisqueCs (u)| < 2, il est alors possible de choisifuv) ¢ Ct(u) car nous avons

au moins deux couleurs acceptables.

Cas 2: d(v)=2.

Soitl"(v) = {u,w}. Considérons les deux aras etwv dansH.

— Supposons quew € A(G). Par minimalité deH, le grapheH’ = H \ v admet une 4-adst-
coloration f. Si le triangleuvw de H est transitif, alors sans perte de généralité nous avons
soitUv, Uw € A(G), soitVu, Wi € A(G). Nous posons alors(Uv) = f(Uw) ou f (VU) = f(Wu)
suivant le cas, et il est clair qu'il reste encore deux cagl@cceptables pour I'arav.

— Supposons maintenant que ¢ A(G). Par minimalité deH, le grapheH’ obtenu a partir de
H en contractantiven un unique sommet admet une 4-adst-coloratiddous pouvons alors
étendre cette coloration partielle Hé aH en posantf (uv) ¢ C¢(u) UCs (v) = Cs(u) U {a}.
Par I'observation 4.4, aucun circuit &€ ne peut &tre bicolore, €t est par conséquent une
4-adst-coloration deél.

Dans les deux cas, nous obtenons donc une 4-adst-coloffatier, ce qui est une contradictior]



132 Chapitre 4.Etoile coloration orienke acircuitique
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FiG. 4.1 — Configuration du lemme 4.7

Lemme 4.6. Le graphe H ne contient pas de sommet source.

Preuve. Supposons qukl contienne un sommet sourwe= V(H). Par le lemme 4.5, nous savons
qued™(v) = 3. Soientu;, U, et us les trois voisins dev et f une 4-adst-coloration du graph€ =

H\ v. Chacun des arodly, Vi; et Vi a au moins deux couleurs acceptables. Sachant que deux arcs
sortants d’'un méme sommetpeuvent prendre la méme couleur, nous pouvons étehdrene 4-
adst-coloration dél, ce qui est une contradiction. O

Dans la suite, un sommetde H tel qued~(v) = 1 etd™(v) = 2 (resp.d—(v) =2 etd™ (v) = 1)
sera appelé ufi, 2)-somme{resp.(2,1)-sommet

Lemme 4.7. Le graphe H ne contient pas @&, 2)-sommet.

Preuve. Supposons quil contienne ur{1,2)-sommetv (voir la figure 4.1(a)). Soif (v) = {u,w,x}
tels quetv, Wi, vx € A(H) et soientl” (U) = {v,u,Up},F (W) = {v,wy, W} et (x) = {V,x1,%}. Les
sommetsl; etu, (resp.wy etws, X1 etxp) ne sont pas nécessairement distincts.

Supposons dans un premier temps guest un puits déd. Dans ce cas, par minimalité d le
grapheH’ = H \ vw admet une 4-adst-coloration L'arc v n’appartient a aucun circuit. Nous avons
donc au moins une couleur acceptable patr nous choisisson$(Vw) ¢ { f(TV), f (Wiw), f(WaW)}.
Ceci signifie que les sommatset x he sont pas des sommets puits.
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. . — —
FIG. 4.2 — LorientationK, telle queadstK4) = 4

Supposons maintenant que le sommwegst un(1,2)-sommet. Dans ce cas, par minimalité de

H, le grapheH’ = H \ ww; admet une 4-adst-coloration Nous étendons alors cette coloration a

une 4-adst-coloration de de la fagon suivante. Si(vW) ¢ C; (w1), nous pouvons choisif(wwy) ¢

S= {f(Wi)} UC{ (w1) (| < 3) sans risque de créer de circuits bicolores. En revarsHgyw) €

C{ (w1), nous pouvons alors choisfiiwwy) ¢ T = {f(uV)} UC{ (wl) (|T| < 3) sans risque de créer

de circuits bicolores puisque nous aurdiiaw; ) # f(Uv). Ceci signifie que les sommatset x sont

par conséquent d¢g, 1)-sommets.

Sans perte de généralité, nous SUPPOSONSVGUEWW,, X1X, X% € A(H).

— Supposons que hous avans= W etu, = x (voir la figure 4.1(c)). Dans ce cas, par minimalité
deH, le grapheH’ = H \ vw admet une 4-adst-coloratioh que nous pouvons étendre & une
4-adst-coloration dé en choisissanf (VW) ¢ { f(wu), f(wws), f(TV)}. Par conséquent, sans
perte de généralité, nous avans# w.

— SoitH’ le graphe dessiné sur le figure 4.1(b). Nous avésl’)| < |A(H)| et donc il existe
une 4-adst-coloratioi deH’. Sans perte de généralité, nous pouvons supposei (que = 1,
f(WiW) = 2 et f(Wws) = 3. Nous étendons alorfsa une 4-adst-coloration d¢ comme suit.

— Si f(x%) # 1, nous posong (V) = 1 : par 'observation 4.4, quelle que soit la couleur de

VW, tout circuit contenant cet arc ne sera pas bicolore ; saahanf (Uv) # f(Xx), quelle

que soit la couleur d&x, tout circuit contenant cet arc ne sera pas bicolore. ltexasuite
pour chacun des ar@st et vx au moins une couleur acceptable.

— Sif(xx) = 1, nous poson$(VW) = 1 ; par la remarque 4.4, quelle que soit la couleunde
tout circuit contenant cet arc n’est pas bicolore. De plexiste au moins une coulears 1
disponible pouriV : nous posond (V) = a. Puisquef (Uv) # f(X%), toute couleur dispo-

nible pourvx, est également acceptable. Nous choisissons &(o5 ¢ { f (TV), f (xX), f(X)}.

Dans chacun des differents cas, la coloratfoest donc une 4-adst-coloration He ce qui est une

contradiction. O

Preuve du theoreme 4.3Par les lemmes 4.5, 4.6 et 4.7, le graphest cubique et ne contient que des
sommets ayant plus d’arcs entrants que d’arcs sortantsfe¢rHene contient que dg2, 1)-sommets

et des sommets puits. Sachant ey w)d* (V) = Yyevn)d~ (v), nous obtenons une contradiction,
nous permettant de conclure gu'il n’existe pas de contezrgte au theoréme 4.3. O

La borne donnée par le theoreme 4.3 est optimale. En affes pouvons considérer I'orientation
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K_)4 du graphe compldf, donnée sur la figure 4.2. Si nous voulons colorier ce grapée &couleurs,
la seule maniére de colorier les afg, XU, Wk, VW et Xv est clairement celle donnée sur la figure 4.2.
Mais, dans ce cas, nous avons besoin d’une couleur suppi@ineepour I'arcuv et par conséquent,
ads(K—Z;) =4.

Nous devons cependant remarquer que nous ne connaissatiayiess graphes de degré au plus
trois ayant une étoile arboricité orientée acircuiicggale a quatre.

Question 4.8. Soit G un graphe cubique non isomorp&,. Avons-nousdstG) < 3?

4.3 Les graphes de faible dengit

Dans cette partie, nous allons nous intéresser a keaoboricité orientée acircuitique des graphes
de faible densité, et plus exactement des graphes dongté deyen maximum est borné. Rappelons
que le degré moyen maximum d’un gragBenoté madG), est madG) = max{ 2‘\\/'5((#))‘\ JHC G}. En
utilisant la relation entre degré moyen maximum et maillemdgraphe planaire (voir I'observation
1.3), les résultats que nous obtenons nous donnerons idiaices pour certaines classes de graphes
planaires de grande maille.

Nous considérons deux classes de graphes :

— les graphes tels que mafi) < £;

— les graphes tels que ma(iz) < 1.

Comme nous I'avons précisé dans l'introduction de ce ittea@dstG) < x},(G) pour tout graphés.
Pour obtenir une borne sur I'étoile arboricité oriergeecuitique des graphé&tels que mafs) < %
nous étudierons leur indice chromatique acyclique. Eanelie, nous étudierons directement I'étoile
arboricité orientée acircuitique des grapl@&tels que mads) < 14%3.

Récemment, Muthu, Narayanan et Subramanian [MNSO05] todkié& I'indice chromatique acy-
clique les graphes planaires de grande maille : en pagigils montrent que tout graplide maille
g>9,x,(G) <BA(G), et par conséquent adsl) < 6A(G). Nous améliorons cette borne dans le cas

des graphes planaires de maille au moins 14 :

Théoreme 4.9.Soit G un graphe non oriedtavecmadG) < 1.
— X4(G) =A(G) +1si G estun cycle;
— X4(G) = A(G) sinon.

Corollaire 4.10. Soit G un graphe planaire non origntle maille g> 14.
— X4(G) =A(G) +1si G estun cycle;
— X4(G) = A(G) sinon.

Il est évident que cette borne est optimale puisque toythgr&® nécessite au moin&(G) couleurs
pour toute aréte-coloration acyclique.
Nous avons alors :

Corollaire 4.11. Soit G un graphe planaire orieatde maille g> 14.
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FiG. 4.3 — Configurations interdites du théoreme 4.9.
— adstG) < A(G) +1si G estun cycle;
— adstG) < A(G) sinon.

Si G est un cycle, alors il existe une orientation nécessitg@) + 1 pour toute adst-coloration : il
suffit d’orienterG de telle sorte qu’il forme un circuit. De méme, nous pouv@earquer que tout
grapheG admet une orientation nécessitant au madis) couleurs pour toutdst-coloration : il suffit
de considérer les orientations @edont les arcs incidents a un sommet de degré maximum sosit to
orientés vers ce sommet. Par conséquent, tout grgpdugmet une orientation nécessitant au moins
A(G) couleurs pour toutadstcoloration.

Pour des graphes de plus grand degré moyen maximum, ncersooistle résultat suivant :

Théoréme 4.12.Soit G un graphe oriegtaveanadG) < 1. AlorsadstG) < A(G) + 1.

Corollaire 4.13. Soit G un graphe planaire orieétde maille g> 6. Alorsads{G) < A(G) + 1.

4.3.1 Preuve du tieoréme 4.9

Dans le reste de cette partie, le graphe (non orighté$t un contre-exemple minimal (au sens de
I'inclusion en tant que sous-graphe) du théoréme 4.9 Aved\(H). Nous montrerons dans un pre-
mier temps quéd ne contient pas un certain ensemble de configurations, queappelongnsemble
de configurations interdites

Dans toutes les preuves qui suivent, nous allons procésléagbn similaire. Nous supposerons
queH contient certaines configurations, et pour chacune d'eflige, nous considérons une réduction
H’ deH obtenue a partir dél en supprimant certains sommets et/ou certains arcs. Saghahl’
sera alors un sous-graphe He nous aurons ma#l’) < madH). Donc, par minimalite ded, il
existe uneA(H’)-aréte-coloration acycliqué de H'. De plus, il est clair que nous avodgH’) <
A et par conséquent est uneA-aréte-coloration acyclique de’. La colorationf est uneA-aréte-
coloration acyclique partielle del, c’est a dire une aréte-coloration acyclique d’'un certsous-
ensemble d’arcs d&(H ). Nous montrons alors comment étendre cette coloraticireflardeH a une
A-aréte-coloration acyclique di¢. L'existence d’une telle coloratiohdeH montre queH ne contient
aucune des configurations considérées.

Lemme 4.14. Le graphe H n’est pas un cycle.
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@ (b) ()
FIG. 4.4 — Configuration du lemme 4.16 : aréte-coloration agyel deH’ étendue .

Preuve. Il est évident que tout cycle admet une 3-aréte-colanagioyclique. O

Lemme 4.15. Le graphe H ne contient pas de 1-sommet.

Preuve. Supposons quid contienne une aréte pendanteet soitH’ = H \ uv. Nous pouvons étendre
f puisqueuv est adjacent a au plds— 1 arcs, et donc a au plds— 1 couleurs. O

Remarque. Sachant quél n’est pas un cycle et ne contient pas de 1-sommet, nous &/on3 et
par conséquent, nous avons au moins trois couleurs asiigpo

Lemme 4.16. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.3(a)

Preuve. SoitH’ = H \ v. Nous pouvons choisif(uv) ¢ { f (uyu), f(wws)} puisquel{ f (uzu), f(wwy)}| <
2. Nous pouvons finalement choidifvw) ¢ { f (uyu), f(ww; )} sachant que nous avons au moins une
couleur disponible f est acyclique puisqués (v) N Ct(w) = 0). O

Lemme 4.17. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.3(b)

Preuve. SoitH" =H\ {x,v,,w,}. Considérons les trois graphes de la figure 4.4. Les caulugras
sont les couleurs de Ia-aréte-coloration acyclique partiellede H, et la notationa/b signifie que
nous considérons deux configurations possibles (coaleurcouleurb) sur la méme figure.

Nous considérons quatre configurations distinctes dig#n des couleurs den, vv; etww; :
(1,1,1), (1,1,2), (1,2,2) et(1,2,3). La figure 4.4 montre les quatre cas possibles et donne ure pos
sible extension de I'aréte-coloration acyclique requise O

Nous montrons maintenant que le graphest tel que mad ) > % Pour cela, nous utilisons une
procédure de déchargement. Nous affectons & chaqueetondeH une charge initiales(v) = d(v),
et nous utilisons les régles de déchargement suivantes :

Reglel. Chaque 3-sommet donéea chacun de ses 3-voisins ayant un 2-voisin.

Regle2. Chaque 3-sommet don%e‘a chacun de ses 2-voisins.



4.3. Les graphes de faible dergsit 137

Nous notonsw*(v) la nouvelle charge du sommetapres la procédure de déchargement. $oit
un k-sommet ; nous allons prouver que la nouvelle charge de ehsgumev est au moin%. Nous
considérons les cas suivants (rappelonskue contient pas de 1-sommet) :

— sik =2, alorsw(v) = 2 etw*(v) > 2+ min{3;2- £} = £, puisque d'apres le lemme 4.16, un

2-sommet a au moins uB-voisin ;

— sik=3, alorsw(v) = 3 etw'(v) > 3-max{2-3;1+2.1;3.- 11 = 7;
— sik > 4, alorsw(v) = ketw*(v) > k—k- > L.
Nous pouvons observer que
wv)= 3 (V)= d(v),
veV(H) veV(H) veV(H)
et
d(v) w* (v .
2JAH)|  veVTH) veV(H) sIVH) 7
madH) > = = > —
W=V~ VET T VET V)3

La contradiction avec I'hypothése mat) < % conclut la preuve du theoreme 4.9.

4.3.2 Preuve du tleoreme 4.12

Pour prouver ce théoreme, nous utilisons la méme teaknige celle utilisée dans la section
précédente.

SoitH un contre-exemple minimal (au sens de I'inclusion en taatspus-graphe) du theoreme 4.12
etA = A(H). Dans presque tous les cas, nous considérerons une #asttion partiellef que nous
étendrons comme suit : pour un arc non encore colorjéous déterminerons initialement ses cou-
leurs disponibles, puis nous nous assurerons, en reatl@eéatains arcs si nécessaire, que ces Cou-
leurs soient également acceptables pour

Nous montrerons dans les lemmes suivants lquge contient aucune des configurations de la
figure 4.5. Rappelons que nous utilisons les conventiongedsim suivantes pour les configurations :
un sommemoir est un sommet totalement défimie. tous ses voisins apparaissent sur le dessin,
alors gu’'un sommeblancest un sommet partiellement défing. tous ses voisins n'apparaissent pas
obligatoirement sur le dessin.

Remarque. D’apres le theoreme 4.3, tout graphe de degré au plissadmet une 4-adst-coloration.
Nous pouvons par conséquent supposer&jued dans les arguments qui vont suivre.

Lemme 4.18. Le graphe H ne contient pas les configurations des figureaes@.5(b).

Preuve. SoitH’ = H \ uu;. Nous pouvons choisif (uuy) ¢ F (uuy) puisque toute couleur disponible
pour uu, est également acceptable (aucun circuitdee contientuw) et |Ff(uuy)| = |Cr(ug)] <
A—-1. O

Lemme 4.19. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.5(c)
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k<A k<a-1
uy
up u2
O—— >0k —O
u
(c)
u
(@) u
(b) (d)
k<A-1, K<A-1
Vi Vi up
Uy Vi Vi
O——e—e—O
u \Y u \
®)
uz
(9)
k<A-2
Up V1
u v
1) V2
(h)
up Ui
Wy
Uy u % Vi w u v 1
W2
us uz
(K) 0]

FiG. 4.5 — Configurations interdites du theoréme 4.12.
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()
FiG. 4.5 — Configurations interdites du theoréme 4.12 (suite)

Preuve. SoitH’ = H \ U1U. Nous pouvons choisif (Url) ¢ F (Ur0) puisque toute couleur disponible
pour UzU est également acceptable (aucun circuiti@e contientt;U) et |F ' (Ugt)| = |Cf (ug) U
Ci(w)| <A—1+1=A. O

Remarque. D'apres les deux lemmes précédents, nous savons quessiun 2-sommet dd, alors
u aura exactement un arc entrant et exactement un arc saitaif) & d* (u) = 1).

Lemme 4.20. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.5(d)

Preuve. SoitH’ = H \ V. Nous pouvons choisif (V1) ¢ F f(Vli) puisque toute couleur disponible
pour VU est également acceptable (aucun circuitidee contienft)) et |F (V0| = |C; (V) UCk (u)| <
1+A-1=A O

Lemme 4.21. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.5(e)

Preuve. SoitH’ =H \ W& Supposons tout d’abord qufguv) ¢ C; (w); nous avons don€; (V)N
C{ (w) = 0 et par conséquent toute couleur disponible patest également acceptable : nous pou-
vons choisirf (W) ¢ F (W) puisquelF f(W)| = |C; (V) UCt(W)| < 1+A—1=A.

Supposons maintenant qéi€lv) € C{ (w). Sans perte de généralité, sbtiv) = f(wwy) = ... =
f (Wwh) pour toutn, 1 < n < k. Sachant quéF  (Wwh)| < A — 1 pour touti, 1 < i < n, nous pouvons
choisir f (Ww) ¢ F'(wWw) U f(TV), ce qui nous conduit directement au cas précédent. O

Remarque. D’apres les lemmes que nous venons de prouvew, §iw| est un 2-chemin del, alors
I'un des deux sommetsetw doit avoir au moins deux arcs entrands (v) -d— (w) > 2).

Lemme 4.22. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.5(f)

Preuve. Soit H' = H \ uv. Supposons tout d'abord quiEguw;) # f(vv1); nous pouvons choisir
f(uv) ¢ F ' (uv) puisque toute couleur disponible patirest également acceptable (nous av@yisl) N
Ci(v)=0)et|Ff(uv)|=2<A+1.
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Supposons maintenaftuuy ) = f(vvy). Soitc ¢ F F(uv) UCt (v1) = Ct (V1) ; nous avonsCs (vy)| <
A, et par conséquent une couleur existe et est disponiblepowde plus, puisque ¢ Ct(vy), € est
aussi une couleur acceptable pouret donc nous posonuv) = c. O

Lemme 4.23. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.5(g)

Preuve. SoitH’ = H\ uv. Soientf (uw) =a, f(uw) =betf(vv;) =c. D’aprés les lemmes 4.18, 4.19
et 4.21, il existd € {1,2} tel queliu € A(H) ; sans perte de généralité, supposonsigues A(H);
ceci impliquea # b. Nous avons deux cas a considérer :
1. [{a,b,c}| =3
Nous avon< (u) NCs (v) = 0 et donc toute couleur disponible pauw est acceptable powrs
(quelle que soit la couleur dav, les circuits contenant cet arc ne seront pas bicolores)sNo
pouvons donc choisif (uv) ¢ F ' (uv) puisquelF f(uv)| < 3 < A.
2. {a,b,c}| =2
Sans perte de généralité, nous pouvons supposeR gte. Supposons quél,V,vi] est un
chemin ; d’'apres le lemme 4.21, nous avangv;) > 2. Soitd ¢ S= F'(TV) UC{ (v1); une
telle couleur existe puisquéE < 2+A—2 = A, et est disponible pounv; de plus, puisque
d ¢ C{ (v1), d est également acceptable ponret par conséquent nous posdisiv) = d.
Supposons maintenant que;,v,u] est un chemin; nous avond™(u) = 2 d'apres le
lemme 4.20. Puisqué; (v) NC{ (u) = 0, toute couleur disponible pow est acceptable pour
VU (quelle que soit la couleur d&/, les circuits contenant cet arc ne seront pas bicolores)sNo
choisissond (Vi) ¢ F (V) puisque|F f (V)| = 2 < A.

Lemme 4.24. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.5(h)

Preuve. SoitH’ = H \ Gv. D’apres le lemme 4.18, nous avamgi € A(H), et d’aprés le lemme 4.21,
d~(v) > 2 (sans perte de généralité, nous pouvons supposangaeA(H)).

Supposons que saiEv € A(H), soit f (UpU) # f (VW3) ; nous avons aloiG; (u)NC; (v) = 0etdonc
toute couleur disponible poul est également acceptable ; nous pouvons donc cHeism ¢ F ' (V)
puisquelF (V)| <3< A.

Supposons maintenant qii¢l;t) = f(Ws). Considérons I'ensemble de coule@s- F'(Tv) U
(C; (u) NC{ (v2)). Clairement, toute coulewr¢ Sest acceptable powv. Si|S < A, nous pouvons
choisir f(UV) ¢ S Si|§ = A+ 1, ceci implique quE; (Lp) =C{ (V2), d™(Up) =d ™ (vz) =A—1 et
f(Vv) §é C{ (v2). Dans ce cas, nous décoloriom et choisissons un arc sortant dg noté\?\/z).

. . — . — - .
Soit f(v %) = d; puisque|Ff(va\,)| = [C{ (v2)| < A—1, nous pouvons recoloriepV, et choisir

- ——> — —
f(vz\/z) ¢ F'(vav,) U {d}. Donc, la couleud est acceptablgvs ; en effet, f (Vi) ¢ {f(VaW) | w €
N*(v2)\V,)} etd ¢ C{ (V,). Nous posons ensuité(V;) = d, ce qui nous méne au précédent cas
(f(20) # f (V). O
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Lemme 4.25. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.5(i)

Preuve. Soit H' = H \ u. D’aprés le lemme 4.24) posséde deux arcs entrants et un arc sortant
(sans perte de généralité, supposons\qua/t, ux € A(H)). Nous choisissons tout d’aborfd Vi) ¢

S=F (V) U{f(xx), f(xx)} puisque|S < 2+2 < A. Soit T = F(Wl) U { f(xx), f(xx)}. Nous
considérons deux cas :

1. Si|T| < A, nous pouvons choisif(wu) ¢ T. Par conséquent, nous avadis(u) NC{ (x) = 0,
et donc tout couleur disponible poux est acceptable et nous pouvons déffifiax) ¢ F (U
puisque|F f(TX)| <4 <A.

2. Si|T| =A+1, ceci implique qued = 4. Supposons sans perte de généralite Quev) =
C; (w) = {1,2} etC{ (x) = {3,4}. Nous pouvons recoloriert en posantf (Vi) = 3, et poser
f(Wu) = 4; finalement, la couleur 5 est clairement acceptable pounous posong (Ux) = 5.

|

Lemme 4.26. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.5(j)

Preuve. D’apres les lemmes 4.18 et 4.24, nous avdhéu) < 1. Nous allons alors considérer trois
cas:

1. Supposons tout d’abord queest un sommet puits et sdit’ = H \ Wl. Sachant qu€; (w) N
C{ (u) = 0, toute couleur disponible pOWWU est acceptable powwt et donc nous pouvons
choisir f (W) ¢ F ' (wt) puisque|F f (Wl)| < 4 <A.

2. Supposons maintenant qu'un des aresou UW appartient 3A(H) (sans perte de généralité,
nous pouvons supposer que € A(H) et doncwu € A(H)) et soitH’ = H \ wu. D’apres le
lemme 4.24, nous avongw, w,w € A(H).

SiCy (w)NC{ (u) = 0, toute couleur disponible powtiest aussi acceptable, et par conséquent,
nous pouvons choisif(Wl) ¢ F ' (f(Wl)) puisquelF f(Wl)| < 4 < A.

Sinon, f (TV) € C; (w) (sans perte de généralité, nous pouvons supposef (Gug = f(WyW)).

Soit S= Ff(wl) UC{ (v). Toute couleurc ¢ S est acceptable poutiti puisquec ¢ C; (v) et
donc, si|S| < A, nous pouvons choisir(Wu) ¢ S. Sinon, nous avon§ = A+ 1, ce qui implique
queA = 4 etd™ (v) = 2; par conséquent, NOUS POUVONS SUPPOSEr sans perte @algénmue
f(Wiw) = f(av) = 1, f(Wow) = 2, f(Ugt) = 3, f (V1) = 4 et f (VX) = 5. Alors, nous effagons les
couleurs deiv et devvi, et nous poson$(TV) = 4 ; maintenant, toute couleurg F ' (Vv;) est
acceptable puisque; (v) NC{ (v1) = 0, et nous pouvons posé(vv; ) = ¢ puisquelF f (Wy)| <
A. Ceci nous conduit au cas préceédemment trdit@\) ¢ { f (Wiw), f (Waw)}).

3. Supposons finalement que; € A(H); d’aprés les lemmes 4.18 et 4.24, nous aveis Xv,
WiW, Wow € A(H). Sachant qué < A— 2, nous avonsl(x) < A—1. SoitH’ = H\ v. Nous
choisissons dans un premier temfg§1v) ¢ S=F ' (viv) U f(U0;) puisquelS <A—1+1=A
etf(xXV) ¢ T=F'(xv)U f(Uu) =C; (X)U{f(V1V), f(Uty)} puisque|T| <A—2+2=A. Par
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conséquent, tout couleur disponible patrest également acceptable puis@fev) NC{ (u) =
0; nous pouvons donc choisir & presénu) ¢ Ff(VU).

Lemme 4.27. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.5(k)

Preuve. SoitH’ = H\ v. D’aprés le lemme 4.18, nous avong/ € A(H) et d’aprés le lemme 4.20
nous avonsl™ (u) > 0 (sans perte de généralite, supposonstayes A(H)). Nous considérons trois
cas dépendant du cardinal de 'ensemble de coulgfi(s).
1. |Cf (u)| =1.
Nous choisisson$(viv) ¢ S=F (Vi) UC{ (u) puisquelS < A—1+1=A. Alors, nous avons
C; (v)NC{ (u) = 0 et donc toute couleur disponible poui est également acceptable. Nous
choisissons alor§ (V) ¢ F ' (V) puisquelF f (VT)| = 2 < A.
2. |Cf (u)| =2.
Sans perte de généralite, supposons fue;) = 1 et f (U) = 2. SoitS= Ff (vjv) UC{ (u) =
C; (v1) UCt (V) UCT (u) = Cy (v1) UC{ (u). Clairement, si|§ < A, nous pouvons procéder
comme dans le cas précédent.
Si|S =A+1, alorsC; (v1) = {3,4,...,A+ 1}. Supposons premieérement cue; € A(H) et
sans perte de généralité supposons fieg) = 2. Nous pouvons recolorigrt; et choisir
f(Uup) ¢ Ff(Gup) U {1} puisqueF f(Tug)| < A— 1. Ceciimplique quéS| < A et par conséquent,
nous pouvons procéder comme dans le cas précédent.
Supposons maintenant qugl € A(H) et sans perte de généralité gfigizt) = 3. SoitT =
{4,5,... ,A+1}.
e S'il existe un entieri € {1,2} tel que T Z C{ (u;), nous avonsT \ C; (u;)| # 0 et par
conséquent, nous pouvons choisir une coutetim \ C{ (u;) et poserf (ViV) =i et f (V) =c:
la couleurc est acceptable powti puisquef (Uts—;) # f(VaV) etc ¢ Cf (uy)).
e Sipourtouti € {1,2}, T CC{ (u;), alors nous décolorons I'attty et nous considérons quatre
sous-cas distincts :
- C{(um)=Tet2¢C; ().
Nous pouvons posef(tty) = 2 (la couleur 2 est acceptable pauy puisque 3¢ C{ (up))
et f (V1v) = 1. Nous avons don€; (v) NC{ (u) = 0 ce qui implique que toute couleur dis-
ponible pourvl est aussi acceptable ; nous pouvons alors chbisii) ¢ F ' (Vl) puisque
IFf(vi)| =3 <A.
Notons que si nous considéro@s (u,) = T et 1¢ C; (up), de la méme maniére, nous
étendons la coloratiof aH.
- Cf{(wm)=Tu{2}.
Soit Uyw I'arc sortant du sommat; tel que f (U;W) = 2. Nous commencons par effacer
la couleur de l'ardit; et nous posong (i;w) ¢ U = F ' (Trw) U {2} (nous avonsU| <
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A—1+1=A); alors, la couleur 2 est acceptable pauf puisquef (Uzl) ¢ { f (UrX) | x €
N (up)\w)} et 2¢ C{ (w) : nous posong (Ut ) = 2. Nous pouvons alors posgfviv) =1,
ce qui implique qu€; (V) NC{ (u) = 0. Par conséquent, toute couleur disponible paur
est également acceptable et nous pouvons chigigir) ¢ F ' (Vi) puisquelF F (V)| = 3 <
A.
Notons que si nous considéro@s (uz) = T U{1}., de la méme maniére, nous étendons la
colorationf aH.
- C{(m)=Tu{3}.
Soit ;W I'arc sortant du sommat; tel que f (Uw) = 3. Nous pouvons choisif (UgW) ¢
U = Ff(0w) U {3} (nous avongU | < A—1+1). A ce point, nous avon€{ (u) =T et
2¢ C; (), ouC{ (u1) = TU{2} : ces deux sous-cas ont déja éte traités précédemmen
Notons que si nous considérdds (u,) = T U{3}., de la méme maniére, nous aboutissons
a deux sous-cas déja traités.
~ Cf (1) =T, Cf () = {2}, Cf (v2) = T etCy (v2) = {1}
Nous décolorions les ardgy, Utp et Uzt. Nous posond () = 3 et f(Utz) = 3. Nous
avons a préser@@; (uz) NC{ (u) = 0 : tout couleur disponible pourt est également ac-
ceptable. Nous choisissons doh@izt) ¢ Ff(usu) (nous avongF f (Uzt)| < A— 1+ 1).
Finalement, nous posorf§v;V) = 1, ce qui implique qu€; (v) NC; (u) = 0 : nous pou-
vons choisirf (Vl) ¢ F(Vl) puisque|F f (V)| < 3 < A.
3. |Cf (u)| =3.
Sans perte de généralite, nous pouvons supposer queamons f (Uty) = 1,- f(Ulp) = 2,
f(U) = 3. SoitS= Ff(viv) UC{ (u). Si|S < A, nous pouvons choisif(V1V) ¢ Set f (V) ¢
F f(VU) puisque toute couleur disponible patirest également acceptable (nous avonsv) N
C{(u)=0) etF ' (V) =4 <A. Si|S = A+1, ceciimplique qué4,5,...,A+1} CC; (v1) et par
conséquent au moins deux couleurs de I'ense@plel) n'appartiennent pas@; (v1). Suppo-
sons sans perte de généralité queQ; (vi). Nous choisissons alofgut;) ¢ T = F'(ttg) U
{1} puisque|T| < A—1+ 1= A. Nous pouvons alors posé(viV) = 1, ce qui implique que
C; (V)NC{ (u) = 0. Nous choisissons finalemehtvu) ¢ F (V) puisquelF f (Vi)| < 4 < A.

|

Lemme 4.28. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.5(1)

Preuve. SoitH’ = H \ v. D’apres le lemme 4.27, nous avoms < A(H), ce qui implique d’aprés le
lemme 4.19 quev; € A(H). D’aprés le lemme 4.27, nous avotig/, ) > 5 (par conséquenty > 5),

et d'aprés le lemme 4.21 nous avaig(vq) > 2. SoitS= F (V) UC{ (v1). Si|S < A, nous pouvons
choisir f(TV) ¢ S ce qui implique queS; (v) NC{ (v1) = 0 : toute couleur disponible powv; est
également acceptable et donc nous pouvons chidigi ) ¢ F ' (vv) puisquelF f (W) < A. Si|S =
A+ 1, ceci signifie sans perte de généralité det) = 1, f(Upl) = 2, f(Wl) = 3 etC{ (v1) =
{4,5,...,A+1}. Dans ce cas, nous décolorions I'amt, ce qui implique qugS <2+A -2 =
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A et nous posong (V) = 3. Alors, nous choisissons(Wtl) ¢ F f(wti) puisque|F f(Wl)| < 5 < A.
Finalement, puisque 8 C; (v1), toute couleur disponible powi; est également acceptable : nous

pouvons choisiff (Wy) ¢ F (W) puisquelF f(Wy)| < A. O

Remarque. D'apres les lemmes 4.18 et 4.19, pour les configurations destre
figures 4.5(m), 4.5(n), 4.5(0) et 4.5(p), s@itvi,Vi|] est un 2-chemin dél, soit [V/,v;,u] est un 2-
chemin deH pour touti € [1,K].

Lemme 4.29. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.5(m)

Preuve. SoitH’ =H \ v;. Nous considérons deux cas distincts :

1. Supposons tout d'abord qu'il existe un entief [1,k] tel que[u,Vv;,V{] est un chemin déd
(sans perte de généralité nous pouvons supposer quevansu, vi,V;]). Nous pouvons poser
— — . — —
f(v1vy) = cpourc ¢ F'(vV)) puisquelF f(vav))| < A— 1. Toute couleud ¢ S= {f(viv})} U
—
Ct (u) U {f(Vv)) | f(Vju) = c} est acceptable pourv ; il facile de vérifier qugS < A et par
conséquent au moins une couleur est acceptablefpgumous posons (Uv;) = d.

2. Supposons maintenant g, vi,u] est un 2-chemin dél pour tout entieri € [1,k]. D’aprés
le lemme 4.20, nous avongy € A(H). Nous pouvons alors choisfr(\Tvi) ¢ S= Ff(\Tvl)) U
{f(Uw)} puisque|§ < A—1+1=A. Alors, nous avon€; (v1) NC{ (u) = 0 ce qui implique
que toute couleur disponible poaiti est également acceptable ; nous choisissons &(or8) ¢
Ff (vat) puisquelF (VV)| < A.

Lemme 4.30. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.5(n)

Preuve. Supposons premigrement queé € A(H) pour tout entieii € [1,k]. D’apres le lemme 4.21,
nous avongd~(V/) > 2 pour touti € [1,K]. SoitH’ = H \ vi. Nous pouvons choisif (Uv;) ¢ S=
Ff(avi)UC (V) puisquelS < 2+A—2=A. Alors, nous avon€; (v1)NC{ (V;) = 0 et par conséquent
toute couleur disponible powa—\/l) est aussi acceptable : nous pouvcir@sl—\/i) ¢ Ff(\r\/l)) puisque
Ffvvp)| <A.

Supposons maintenant qu'il existe un entier[1,k] tel quevit € A(H) (sans perte de généralité,
nous pouvons supposer qugl € A(H)). Nous allons considérer deux cas dépendant de I'otienta
des arcsiu; etuw, :

— UUg, Ut € A(H).

SoitH’ = H \ v5. Nous pouvons posef(\r\/i) =cpourc¢ Ff(\f\/l)) puisque\Ff(\ﬁ)] <
A—1. Toute couleud ¢ S= {f(\?\/i)} UCs (u) U {f(\m) | f(Vju) = c} acceptable pourv; ;
par conséquent au moins une couleur est acceptableguoyruisque|S| < A : nous posons
f(0V;) = d.
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— U e AH).
. - -\ .
SoitH’ = H \ v2. Nous pouvons posef(V,V,) = ¢ pourc ¢ S= F(v,vo) U{f(uwp)} puisque
— —
Sl <A-1+1=A. Toute couleurd ¢ T = {f(Vov2)} U Cy (u) U {f(v;V)) | f(V]) = c}
acceptable pouv,U; par conséquent au moins une couleur est acceptablevpoyuisque
IT| <A nous posong (VzU) = d.
O

Lemme 4.31. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.5(0)

Preuve. SoitH’ = H \ v;. D’aprés le lemme 4.30, nous avons € A(H) pour tout entieii € [1,K].
Nous pouvons chois'rf(\r\/i) ¢ S=Ff (\T\/i) U{f(uw)} puisque§ <A—1+1=A. Par conséquent,
C; (v1)NC{ (u) = 0 et toute couleur disponible poufli est également acceptable ; nous choisissons
donc f(Viu) ¢ Ff(viu). O

Lemme 4.32. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.5(p)

Preuve. SoitH’ = H \ uw. D’aprés les lemmes 4.30 et 4.31, nous avgug A(H) pour tout entief €
— fr— RN —

[1,k—2], etutg,uw e A(H). Toute couleuc ¢ S=F ' (Utg) U {T(Vjvj) | f(vju) € {f(wwy), f(wwp)}}

est acceptable poww; par conséquent au moins une couleur est acceptablel@ounous posons

f(ow) = c. O

Nous allons maintenant montrer que rttdgl > 14%3.

Dans la suite, uk-sommet fortiésignera uk-sommet qui possede— 3 2-voisins ; d’autre part,
un k-sommet faiblelésignera urk-sommet ayank — 2 2-voisins. Nous dirons qu’un 3-sommet est
fort s’il possede au plus un 3-voisin, alors que nous dirond gstifaible s'il possede deux 3-voisins.

D’aprés le lemme 4.30, $il contient unk-sommet faibleu, alors nous avongiti € A(H) Vi €
[1,k— 2], ou les sommetg sont les 2-voisins da. Par conséquent, sachant ddi@e contient pas de
sommet source (d'apres le lemme 4.18), un 2-sommet negpreuadjacent a delkesommets faibles.

Nous affectons a chaque sommatne charge initialeo(v) = d(v), puis nous utilisons les regles
de déchargement suivantes :

Reglel. Chaque 3-sommet fort domfv; a chacun de ses 3-voisins.

Regle2. Chaque 4-sommet dongé & chacun de ses 2-voisins £ta chacun de ses 3-voisins.
Regle3. Chaque™5-sommet donng,?1 a chacun de ses 3-voisins.

Regle4. Chaque5-sommet faible donn%‘i‘ a chacun des ses 2-voisins.

Regle5. Chaque5-sommet fort donn% a chacun de ses 2-voisins.

Nous notonsw*(v) la nouvelle charge du sommeapres déchargement.

Soitv un k-sommet deH ; nous allons prouver que la nouvelle chatggv) de chaque sommet
v est au moinsﬁ%f. Nous considérons les differents cas suivants (rappejoeH ne contient pas de
1-sommet) :
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— Sik= 2, alorsw(v) = 2 etw"(v) > 2+ 21 + 27 = 133 puisque d'aprés le lemme 4.30 un 2-
sommet n’est pas adjacent a deitbcsommets faibles.

— Sik= 3 etv est un 3-sommet fort, alots(v) = 3 etw*(v) > 3+2- & — & = 1.

— Sik = 3 etv est un 3-sommet faible, alots(v) = 3 etw*(v) = 3+2- & + & = 12, puisque
d’apres le lemme 4.26 un 3-sommet faible est adjacent & 8lesommets fort.

— Sik=4etvest adjacent a un 2-sommet, alaxw) = 4 etw*(v) > 4— 421—1 = 14%7, puisque d’apres
le lemme 4.27, un 4-sommet est relié a un 2-sommet par uis@tant et par conséquent,
d’apres les lemmes 4.30 et 4.31, un 4-sommet ne peut avain gaul 2-voisin ; de plus, d’apres
le lemme 4.28, un 4-sommet ne peut avoir a la fois un 3-va@sim 2-voisin.

— Sik= 4 etvn’est pas adjacent & un 2-sommet, ao(s) = 4 etw*(v) > 4—4. 5 = L.

— Sik> 5 etv est unk-sommet fort, alorso(v) = k etw*(v) > k—3- & — (k—3)- 2 > 133,

— Sik > 5 etv est unk-sommet faible, alorsa(v) = k et w*(v) > k— (k—2) - 2 > 133 puisque
d’aprés le lemme 4.32 les deux autres voisins &sommet faible sont des4-sommets.

Comme dans la preuve du théoreme 4.9, nous obtenons qt{d:ir)r@d%. Cette contradiction

permet de conclure la preuve du théoreme 4.12.

4.4 Les2-arbres partiels

Dans cette derniére partie sur I'étoile arboricité ot acircuitique, nous nous intéressons a la
classe des 2-arbres partiels, classe de graphes éqtivaléanclasse des graphes sans mitguou
encore a la classe des graphes séries-paralélles.

Rappelons que le degré entrant maximum d’un graphe erentiote A~ (G), est le maximum
des degrés entrants de chaque somm&.de

Nous obtenons le résultat suivant :

Théoreme 4.33.Tout 2-arbre partiel G qui n’est pas un circuit, de dégnaximun\(G), admet une
k-adst-coloration, @ k= min{A(G),A™ (G) 4 2}.

Pour prouver le theoréme 4.33, nous allons nous appuyemsemme structurel di a Lih, Wang
et Zhu [LWZ03] que nous avons déja utilisé lorsque nownaetudié le nombre chromatique orienté
des 2-arbres patrtiels (voir le chapitre 2, § 2.2.2).

Pour un graph& et un sommet € V(G), nous notons :

Dg(v) = [{ue V(G) tel que[dg(u) > 3 etuve A(G)]
ou[3weV(G), ds(w) =2, uwwv e A(G)]}.
Lemme 4.34. [LWZ03] Soit G un 2-arbre partiel. Alors, au moins une degaffitions suivantes est
satisfaite :
1. 8(G) <1;
2. il existe deux 2-sommets adjacents ;
3. il existe ur¥3-sommet v tel que §v) < 2.
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Une (k,|)-adst-colorationd’'un grapheG est unek-adst-colorationf de G telle que pour chaque
sommetv € V(G), [C{ (v)| <.
Nous montrons en réalité un résultat plus fort que caluidoreme 4.33 :

Théoreme 4.35.Tout 2-arbre partiel G (qui n’est pas un circuit) de dégnaximuni\(G) admet une
(k,2)-adst-coloration, @ k= min{A(G),A™ (G) + 2}.

Dans la suite de cette partie, le grapthest un contre-exemple minimal (en terme de nombre de
sommets et d’arcs,e. V(H)| + |A(H)|) du théoréme 4.35H n’est par conséquent pas un circuit).
SoientA = A(H) etA~ = A~ (H). Dans toutes les preuves qui suivent, nous allons prockgfacon
similaire. Nous supposons successivementlyuentient les configurations énoncées dans le lemme
structurel 4.34, et pour chacune d’entre elles, nous cérmid une réductiod’ deH obtenue a partir
deH en supprimant certains sommets et/ou certains arcs, oungractant certains arcs. Nous avons
alors clairementA(H’) < A. Par minimalité deH, il existe une(min{A(H’),A™(H’) 4+ 2},2)-adst-
coloration f deH’, qui est également un@nin{A,A~ + 2}, 2)-adst-coloration déi’. La coloration
f est donc undmin{A,A~ + 2}, 2)-adst-coloration partielle del. Nous montrons alors comment
étendre cette coloration partielle #ea une(min{A,A~ + 2},2)-adst-coloration déi. L'existence
d’'une telle colorationf deH prouve queH ne contient aucune des configurations considérées.

Lemme 4.36. Le graphe H est connexe.

Preuve. Supposons que = H; WH; (union disjointe) otH; etH, ne sont pas des graphes vides. Par
minimalité deH, les graphesl; et H, admettent donc respectivement un@n{A,A~ + 2},2)-adst-
coloration f; et f, qui peuvent facilement étre étendues a gmén{A,A~ + 2},2)-adst-coloration
f="fiuf,deH. |

Lemme 4.37. Le graphe H ne contient pas de 1-sommet.

Preuve. Supposons quie contienne un 1-sommet Soientv son unique voisin i’ = H \ u.

Cas1l: Vue A(H)
Sid™(v) # 0, nous choisissonB(uv) € C{ (V) et par conséquent nous n'augmentons pas le car-
dinal de 'ensembl€{ (v). Sinon, puisque—(v) <A—1etd(v) <A™, nous avongF ' (Vl)| =
IC; (V)] =d~(v) <min{A—1,A"}; de plus, il est clair que toute couleur disponible paur
est acceptable powtti. Nous pouvons donc choisfi(Vli) ¢ F ' (VU) et nous aurontC;{ (VU)| =
1<2.

Cas2: e A(H)
PuisquelF T(TV)| = [Cf(V)| < A—1, |C{ (V)| =d~(v) — 1 < A~ —1 (Parc GV est non colorié)
et |C{ (v)| < 2 (par hypothése), nous obtendf (U)| < min{A —1,A~ + 1} ; de plus, il est
clair que toute couleur disponible pouv est acceptable pouv. Nous pouvons donc choisir
f(Tv) ¢ FT(TV) ; de plusC{ (v) reste inchangé et don€; (v)| < 2.



148 Chapitre 4.Etoile coloration orienke acircuitique

u \Y w X
(a) Le grapheH ouu # x. ‘ (b) Le graphé-l ollu=X
\' W
u % X
(c) Le grapheH;. (d) Le gféphdﬁé.

FIG. 4.6 — Configurations interdites du lemme 4.39 et leursctalos.

Lemme 4.38. Le graphe H ne contient pas de 2-source.

Preuve. Supposons qui contienne un 2-souraget soitl" (u) = {vq,V2}. SoitH’ = H \ Gvi. Nous
avonsF f (vy) = C; (u) UCt(v1) = C¢(v1) : en utilisant les mémes arguments que dans le cas 2 du
lemme 4.37, nous montrons qu’il existe au moins une couletg@able pounv;. O

Remarque. Par hypothése, le graph€ n’est pas un circuit. D'aprés les lemmes 4.36, 4.37 et 4.38,
nous savons a présent gden’est ni un chemin, ni un cycle. Nous pouvons donc considéaes la
suite queA > 3.

Lemme 4.39. Le graphe H ne contient pas deux 2-sommets adjacents.

Preuve. Supposons que le graphecontienne deux 2-sommets adjacengsw (voir les figures 4.6(a)
et 4.6(b)). Nous considérons deux cas suivant que les stsureéex sont confondus ou non.

Cas 1: u#x(voir la figure 4.6(a))
Soit H; le graphe obtenu & partir dé¢ en contractant I'arew (voir la figure 4.6(c)). D’aprés
le lemme 4.38, nous avorfguVv) # f(Vx). Nous posons alors(uv) = f(uv), f(wx) = f(Vx)
et d’'apres I'observation 4.4, toute couleur disponiblerpov est également acceptable pour
vw. Nous avongF f(vw)| = 2 < min{A,A™ + 2} puisqueA > 3. Nous pouvons donc choisir
f(vw) ¢ F'(vw).

Cas 2. u=x(voir la figure 4.6(b))
L'arc vw n'appartient & aucun circuit éléementaire de longueinep®ar conséquent, toute cou-
leur disponible pouwmw est également acceptable. Nous avhSvw)| = { f(uv), f(uw)} <
2 <min{A—1,A" +1}. Nous pouvons donc choisfi(vW) ¢ F (V).
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(a) Le grapheH

S

(b) Le grapheH; (c) Le grapheH} (d) Le grapheH;

v

FiG. 4.7 — Configuration interdite du lemme 4.40 et ses rédustio

Lemme 4.40. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.7(a)

Preuve. Supposons que le graplk contienne trois sommets v et w tels quetv, iw ¢ A(H) et
d(v) = 2 (voir la figure 4.7(a)). Les sommetsetw ne sont pas nécessairement distincts.

Nous commencons par colorier 'ave. Si v_\>/ € A(H), nous considérons le graph obtenu a
partir deH en contractant I'arciv (voir la figure 4.7(b)) sV # w. Nous pouvons alors posé(v_\} )=
f(lﬁ). En revanche, si¥ = w, alors nous considérons le grapHg = H \ v (voir la figure 4.7(c)).
Nous pouvons alors posé(v7) = f(uw). Si au contraire/V € A(H), nous considérons le graphe
H% = H\ GV (voir la figure 4.7(d)) et dans ce ca?/, est déja colorié.

Dans tous les cas, d’aprés I'observation 4.4, toute cowlesponible poutiv est également ac-
ceptable pouv. Si f(UwW) # f(w), nous posond (UV) = f(Uw); puisquef(UW) € C{ (u), nous
n‘augmentons pas le cardinal de cet ensemble de couleyrpoSans a présent qui¢uw) = f(w).
Si |C{ (u)| = 2, nous choisissonB(Uv) € C{ (u) \ { f(0W)}, et ainsi, le cardinal de 'ensembBy (u)
n‘augmente pas. 8if (u) = { f(GW)}, nous avon$F ' (TV)| = |C; (u)UCs (V)| = |C; (u)U{f(OW)}| =

d~(u)+1<A—1etd (u) <A~ ;par conséquenE ' (U¥)| < min{A—1,A~ +1}. Nous pouvons donc
choisir f(Tv) ¢ Ff(TV), et nous aurontC; (u)| = 2. m

Remarque 4.41.D’apres le lemme 4.40, si le graphe H contient un sommet u adjagem2-sommet
v tel quetiv e A(H), alors d~(u) = d(u) — 1 (i.e. tous les arcs incidents au sommeéu'exception de
I'arc TV, sont des arcs entrants).

Lemme 4.42. Le graphe H ne contient pas les configurations des figureaet@.8(b).
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(a) Le grapheH. (b) Le grapheH.

(c) Le grapheH’.

FiG. 4.8 — Configurations interdites du lemme 4.42 et leur rédnc

Preuve. Supposons qukl contienne la configuration de la figure 4.8(a) (resp. de ladigud(b)).
Soit H' le graphe obtenu a partir dé¢ en contractant le trianglév,V',w,v) (resp. en contractant le
carre(v,vV,w,w,v)). L'arc uv du grapheH’ est orienté dans la méme direction que dans le gréphe
Le grapheH’ admet par conséquent ufrain{A,A~ + 2},2)-adst-colorationf, qui est une coloration
partielle deH. Soit f (uv) = a.

() Configuration de la figure 4.8(a)

D’apres I'observation 4.4, les couleurs disponibles phacun des arcs non encore coloriés de

H sont également acceptables pour ces arcs.

— Supposons qu@ € A(H). D’'aprés la remarque 4.41y, W, er A(H). Nous pouvons
poserf(\ﬁv) = a puisquea ¢ C¢(w). Si [C{(w)| > 0, nous choisissons(WV) € C{ (w).

Si |Cf (w)| = 0, nous avonsF f (Wv)| = |C; (w) UCs (V)| = |C; (w)| = d(w) -1 < A—1 et
d~=(w) <A™, ce qui implique|F f (W¥)| < min{A —1,A~}. Nous choisissons don(wv) ¢

F (W) et nous aurons aingC{ (w)| = 1. Finalement, il aisé de vérifier qu'il reste au moins
une couleur pour colorier I’am—>\/.

— Supposons quv?/e A(H). D’apres le lemme 4.38, nous avow_s/) € A(H); alors, d’apres
le lemme 4.40, tous les arcs incidents au sommét I'exception de I'arav/, sont des arcs
entrants du sommet; en particulier,yw € A(H). Nous pouvons posa‘r(vT\/) = a puisque
a¢ Cr(w). Nous avonsF ' (Wh)| = |C; (W) UCs (V)| = [C; (w)| =d(w) —1<A—1etd™(w) <
A~, ce qui implique|F f(WW)| < min{A— 1,A~}. Nous choisissons donf(WW) ¢ F ().
Finalement, il est aisé de vérifier qu’il reste au moins cogleur pour colorier I’arcﬁ/.

(i) Configuration(b) (voir la figure 4.8(b))

Sans perte de généralite, d’apres le lemme 4.38, nomlssatT/\/ € A(H); alors, d’apres le

lemme 4.40, tous les arcs incidents au sommeda I'exception de I’archx/, sont des arcs
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(d) (e)
FiG. 4.9 — Configurations interdites du lemme 4.43 (les arcs amtifdes représentent des arcs possi-
blement présents dakhk).

. . = — =

entrants du sommaet; en particulier,Vw € A(H). De plus, nous avong’v, v/, uv e A(H).

D’aprés I'observation 4.4, le seul circuit thepouvant étre bicolore est le circuit vV, w,w', V.
— —

Nous pouvons posei(V'w) = apuisquea ¢ C¢(w). Nous avonsF f (ww)| = |C; (w) UCt(W)| =

IC; (W)| =d(w) —1<A(H)—1etd (w) <A™ ; par conséquede(w_vJ)] <min{A—1,A"}.

Nous choisissons alorsww) ¢ F(ww) et nous posong (w) = f(ww). Finalement, il est

— —
facile de veérifier qu'il reste au moins une couleur pour shidi(WV) ¢ Ff(wv) (notons que le
circuit [v,V,w,w,Vv| est alors colorié avec trois couleurs).

Lemme 4.43. Le graphe H ne contient pas d&-sommet v tel que [Av) < 2 (i.e. une des configu-
rations de la figure 4.9).

Preuve. Supposons que le graphicontienne ur¥ 3-sommet tel queDy (V) < 2. Nous considérons
deux cas suivant la valeur @&y (v).
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Cas 1: Dy(v) =1 (Configuration de la figure 4.9(a))
Soitys, Yo, ..., Y; lesr 2-voisins dev et duk-sommetw. Sachant que est un~3-sommet, nous
avons nécessairement> 2. D’aprés le lemme 4.38, aucun des somnyeis € [1,r]) est un
sommet source. Supposons qu'au moins unygesst un sommet puits, disorys. Dans ce
cas, d'apres le lemme 4.40, les sommets/s, ..., Yy sont des 2-sources, ce qui est interdit
par le lemme 4.38. Par conséquent, pour fogt[1,r], nous avons soiy;,yiw € A(H), soit
Wy, ¥iv € A(H). D’aprés le lemme 4.40, on ne peut avoir deux enfigrs [1,r],i # j, tels que
SOItVyi, YiW, Vyj, yjW € A(H), soitwyi, iV, wyj, y;V € A(H) (i.e.les deux 2-chemins sont orientés
dans la méme direction). Ainsi,= 2, le graphe contient nécessairement I'avepuisquev
est un=3-sommet, et sans perte de généralite, nous pouvon®SEIPRUEW,Y;,V,Yy2,W] est
un circuit deH. Cependant, quelle que soit I'orientation de I'axg, le grapheH contient la
configuration interdite d’apres le lemme 4.40.

Cas 2: Dy(v) = 2 (Configurations des figures 4.9(b), 4.9(c), 4.9(d) et 3)9(e

— Configurations des figures 4.9(b) et 4.9(c) :
La configuration de la figure 4.8(a), qui est interdite dége lemme 4.42, est un sous-graphe
des configurations des figures 4.9(b) et 4.9(c).

— Configurations des figures 4.9(d) et 4.9(e) :
La configuration de la figure 4.8(b), qui est interdite d&gpite lemme 4.42, est un sous-
graphe des configurations des figures 4.9(d) et 4.9(e) (aajoe puisques est un=3-
sommet, nous avorrs> 2 ous > 2 sur la figure 4.9(d)).

|

Preuve du theoreme 4.35D’apres les lemmes 4.37, 4.39 et 4.43, le grabhee contient pas de 1-
sommet, ni deux 2-sommets adjacents, ni8esommet tel queDy (V) < 2. Par conséquent, d’apres
le lemme 4.34, le graphd n’est pas un 2-arbre partiel, ce qui est une contradiction. O

4.5 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons étudié une nouvelle notianldeation : I'étoile coloration orientée
acircuitigue. Cette notion est une extension naturelledmtion d'étoile coloration dirigée.

Nous avons introduit cette notion dans I'optique d’obtetes bornes pour l'indice chromatique
orienté (étudié dans le chapitre 3). Cependant, lesdsogne nous avons obtenues pour I'étoile arbo-
ricité orientée acircuitique ne nous ont pas permis @kanér les bornes que nous connaissions déja
pour I'indice chromatique orienté.

Graphes de dege au plus trois. Dans [Bur79], Burnstein a montré que tout graphe de degoé-m
mum 4 admet une 5-sommet-coloration acyclique. Sachaneqraphe représentatif des arétes d’'un
graphe de degré au plus 3 est un graphe de degré au plus4obimmons que tout graphe de degré
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au plus trois admet une 5-aréte-coloration acycligueaettpnséquent une 5-adst-coloration. Notre
résultat a donc montré que cette borne pouvait étre ramard lorsque que nous considérons direc-
tement I'étoile coloration orientée acircuitique degras orientés.

Nous avons également exhibé un graphe cubique (une atimmtdeK,) dont I'étoile arbori-
Cité orientée acircuitique est 4. Notre résultat estcdgptimal. Cependant, nous ne connaissons pas
d’autres graphes cubiques n'admettant pas de 3-adsttiolor Nous pouvons alors nous poser la
question suivante :

Question 4.44. Avons nousadstG) < 3 pour tout graphe G connexe de dégau plus trois non
isomorphea K4 ?

Graphes de faible densié. Nous avons également considéré les graphes de faibit@etans le
but d’obtenir des bornes pour certaines classes de grafiresnes de maille donnée.

Pour ce faire, nous avons étudié les graphes de degrémmggimum borné et avons tenté
de déterminer, pour un grapli& le plus petit entiek tel que si madG) < k, alorsG admet une
A(G)-adst-coloration ou unéA(G) + 1)-adst-coloration. Nous avons montré que tout gra@htel
que madG) < £ admet une\(G)-aréte-coloration acyclique et donc uA¢G)-adst-coloration ; de
plus, cette borne est clairement optimale. Nous avonsagalt montré que tout grapliztel que
madG) < 14%3 admet unéA(G)+ 1)-adst-coloration. En revanche, nous ne savons pas si esttieck
borne est optimale : en effet, nous ne connaissons pas dgrégdkes n‘admettant pas deadst-
colorations.

Ces résultats nous ont ensuite permis d’obtenir en canlties bornes pour I'étoile arboricité
orientée acircuitique de certaines classes de grapheaipga de maille donnée. En effet, tout graphe
planaireG de maille 14 (resp. 6) admet uA€G)-adst-coloration (resgA(G) + 1)-adst-coloration).

Nous pouvons remarquer que montrer qu’un graplel que madG) < %’ admet uné\(G)-adst-
coloration permet d’obtenir en corollaire que tout graplaaaireG de maille 5 admet un&(G)-adst-
coloration. Actuellement, nous avons seulement réussiitrer que tout graph® tel que madG) <
14%3 admet uné\(G)-adst-coloration. Pour améliorer notre corollairecli& qui reste & combler est tres
faible (11—213). Il serait donc intéressant d’essayer d’améliorerdemble des configurations interdites

considérées pour obtenir un meilleur résultat.

2-arbres partiels. Nous avons aussi étudié I'étoile arboricité orierde@cuitique de la classe des
2-arbres partiels. Nous avons montré que tout 2-arbréep&@iposséde une étoile arboricité orientée
acircuitique d’au plus mifA(G),A™ (G) 4 2}. Sachant que seuls les arcs entrants d’'un méme sommet
doivent avoir des couleurs differentes, exprimer I'iet@irboricité orientée acircuitique en fonction du
degré entrant maximum du graphe permet d’obtenir de ruedebornes. C’est d'ailleurs ce que font
Amini, Havet, Huc et Thomassé [AHHTO6] lorsqu’ils étudid’étoile arboricité dirigée : il ont en
particulier montré que, pour un digrap@edonné, dgiG) < 2A~(G) + 1.
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Une borne ¢gnérale en fonction deA? Rappelons premierement que, pour un graphe oriénté
toute aréte-coloration acyclique du graphe sous-jaer® dmpose que toutes les arétes incidentes
a un méme sommet doivent obtenir des couleurs difféeserga revanche, dans le cas d’'une étoile
coloration orientée acircuitique d&, seuls les arcs entrants d'un méme sommet doivent avoir des
couleurs differentes. D’ailleurs, nous avons vu que @Jst X, (G).

Alon, Sudakov et Zaks [ASZ01] ont conjecturé qygG) < A(G) + 2 pour tout graph&.

Dans ce chapitre, pour chacune des classes de graphes quavoos étudiées, I'étoile colora-
tion orientée acircuitigue est au plidst 1. De plus, nos multiples tentatives ne nous ont pas per-
mis de construire de graphes n'admettant pag/de 1)-adst-coloration. Aux vues des remarques
précédentes, nous pouvons alors nous poser naturelidanguestion suivante :

Question 4.45. Avons nousdstG) < A(G) + 1 pour tout graphe orierét G ?



Conclusion

Dans cette thése, nous nous sommes intéressé a tresdgpcolorations de graphes orientés : la
sommet-coloration orieBg I'arc-coloration orienéeet I'étoile-coloration oriente acircuitique

Dans chaque chapitre, nous avons fait un bilan des réswldénus et avons suggéré un certain
nombre de problemes ou de questions en relation directermgetravaux.

Dans cette conclusion générale, nous rappelons cedaioss résultats ou questions, puis présen-
tons des axes de recherche plus larges.

* % %

Le nombre chromatique orienté de nombreuses classesptgegra été considéré dans la littérature
durant les dix derniéres années. Pour un certain nombradees, des résultats optimaux ont été
prouvés ; pour d’autres, seuls des encadrements onb&téus.

Dans le second chapitre, nous avons étudié ce paranigtes. avons répondu a certaines ques-
tions posées et avons également obtenu des résultatgpelgues classes de graphes qui n'avaient
pas été considérées auparavant.

En particulier, nous avons entierement résolu le cas digshgs planaires extérieurs de maille
donnée.

D’autre part, nous avons amélioré la borne supérieumgodubre chromatique orienté des graphes
planaires de maille au moins 11 en prouvant que ces dermiengteent une 6-sommet-coloration
orientée. Cependant, nous ne savons pas si cette bornatiesle :

Question. Le nombre chromatique orienté des graphes planaires die maimoins 11 est-il 5 ou 6 ?

Rappelons que le nombre chromatique orienté de la classgrdphes planaires (de maille 3) est
d’au moins 17 et d'au plus 80. La borne supérieure sembigri#e de la borne optimale. Cependant,
malgré de nombreuses tentatives, personne n’est paavkamméliorer. D’'autre part, I'obtention de la
borne inférieure est complexe. L'amélioration de I'urecgs deux bornes constitue donc aujourd’hui
un véritable challenge.

155
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Nous rappelons ici deux conjectures :

Conjecture. [Sop97] Le nombre chromatique oriéntle la classe des graphes connexes de&dagr
plus trois est 7.

Conjecture. [FRRO03] Le nombre chromatique oriégntes grillesa deux dimensions est 7.

Bien que le tournoQRy (le tournoi construit a partir des résidus quadratiquasmuls de 7) soit a
premiere vue un “bon candidat” pour tenter de prouver lex geécédentes conjectures, nous avons
pu voir qu'’il existe des graphes connexes de degré au pissritadmettant pas d’homomorphisme
versQRy (voir chapitre 2, § 2.5, figure 2.32), ainsi qu’une grillg 33 a deux dimensions (a 5 colonnes
et 33 lignes, voir chapitre 2, § 2.5, figure 2.34) n'admetfzad d’homomorphisme ve@3R;.

Alors, existe-t-il un graphe cible universel a 7 sommetsrga classe des graphes connexes de
degré au plus trois ? Existe-t-il un graphe cible univeasgélsommets pour la classe des grilles a deux
dimensions ?

En collaboration aveEdita Macajova de I'Universite Commenius de Bratislawvous avons cons-
truit le tournoiT; a 7 sommets (voir chapitre 2, § 2.5, figure 2.33) qui permetalerier tous les
graphes cubiques ayant au plus 18 sommets. Ce tournoi pegalement de colorier la grillés 33;
de plus, nous n'avons pas réussi a construire de grilldnnétant pas d’homomorphisme vérs
Nous pouvons alors poser les deux questions suivantes :

Question. Tout graphe connexe de degré au plus trois admet-il un haransme verg; ?

Question. Toute grille a deux dimensions admet-elle un homomorpéisersT; ?
* * %

Dans le troisieme chapitre, nous avons introduit la ndevebtion darc-coloration orienée

Nous avons proposé une étude générale de cette notianoedant plusieurs questions : étude de
complexité, obtention de bornes en fonction de pararsétega étudiés dans la littérature ou encore
étude de I'indice chromatique orienté d'un certain noendbe classes de graphes.

Nous avons notamment montré que tout graphe orienté idénchromatique orient& a un
nombre chromatique orienté d'au pll(1§'§J +2)2Lk;21J ; de plus, nous avons construit, pour tout
k > 1, un graphe orienté d’'indice chromatique orieki&t de nombre chromatique orienté au moins

a-2l%] —10ua =2 sikest pair etx = 41—\/35 sinon. La borne optimale du nombre chromatique orienté

d’'un graphe orient& en fonction de I'indice chromatique orienté @eest donc de I'ordre de%@.

Nous avons par ailleurs déterminé de fagcon exacte Emdhromatique orienté des graphes pla-
naires extérieurs de maille donnée.

Nous avons montré que l'indice chromatique orienté dddase des graphes planaires est d'au
moins 10 et d'au plus 38. Cependant, I'écart entre la borfégieure et la borne supérieure est relati-
vement important, et pour I'instant nous ne connaissonsipaséthode nous permettant d’obtenir un
encadrement plus fin.
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Nous avons d’autre part montré que I'indice chromatiquente de la classe des graphes de degré
au plus trois est d’au moins 6 et d’au plus 7.

Il serait intéressant d’étudier a présent l'indice ahatique orienté de classes de graphes que
nous n'avons pas encore considérées. Dans un premies te&mmps pourrions nous restreindre aux
classes de graphes pour lesquelles une borne supéri¢uai@gasonnue pour le nombre chromatique
orienté. Sachant que I'indice chromatique orienté de¢ ¢paphe orienté est d’au plus le nombre
chromatique orienté d&, nous pourrions alors avoir un point de départ et ainsi wamjgre borne a
essayer d’améliorer.

La notion de sommet-coloration orientée est maintenami@ depuis quelques années. Plusieurs
auteurs ont proposé des extensions de cette notion et mowsms notamment citer laJ“sommet-
coloration oriené€’ (oriented game vertex-colorirgn anglais) ou encore #mmet-coloration orien-
tée par liste Ces deux extensions peuvent bien évidemment étre @esisl dans le cas de I'arc-
coloration orientée.

Le nombre J-chromatique orie@f été introduit et étudié par NeSetfil et Sopena [NS012001.
lls ont notamment montré qu’il est d’au plus 7 pour les nkai(cette borne est optimale), et d’au plus
19 pour les arbres.

Cette notion s’étend naturellement a la coloration dak@J-arc-coloration orienéed’un graphe
orientéG peut se définir comme suit. Sdit un graphe cible orientfixé dont les sommets vont étre
utilisés en tant que couleurs. Nous considérons un jeeux gbueurs (Alice et Bob) qui jouent de
facon alternée, Alice jouant la premiere. Le but d’Alest d’obtenir unéd-arc-coloration dés, alors
que le but de Bob est d’empécher Alice d'arriver a ses finsctlp consiste a choisir un arc non
colorié v et & lui assigner une coulearc V (H) de telle sorte que :

.
1. siw est un sommet d6 tel quevw (resp.wtj) est un arc des colorié avedB, alorsaf (resp.
—_
Ba) est un arc déd,

2. siwxest un arc dé colorié aved3 tel quexu € A(G) (resp.vw € A(G)), alorsa # B.

Si aprés|A(G)| coups, le graphe est colorié, alors Alice a gagné, sinon 8gagné. En d’autres
termes, Bob gagne s’il méne Alice dans une impasseeplus aucun arc non colorié ne peut I'étre
sans contredire les deux contraintes ci-dessusdice J-chromatique oriegtde G est alors le plus
petit ordre d’'un graphe orienté tel qu’Alice ait une stratégie gagnante.

Nous avons vu que l'indice chromatique orienté de tout lyeaqrientéG est d’au plus le nombre
chromatique orienté d@. En revanche, la preuve nous permettant d’obtenir cetioal précédente
ne s'adapte pas a la version “jeu”. |l est donc, dans ce e@sjdoup moins évident que cette relation
reste vraie. |l serait par conséquent intéressant dad&nes cette version du probleme, en vérifiant
notamment si une borne supérieure de l'indice J-chromatmienté de tout graphe orier@peut
étre obtenue en fonction du nombre J-chromatique origa@
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La notion de sommet-coloration oriede par liste a été introduite par Sali et
Simonyi [SS99] en 1999. En 2001, Tuza et Voigt [TV01] ont ddae la classe des couplages et
ont montré que tout couplage de taille au plus 11 a un nonfimen@atique orienté par liste égal a
2. Il ont également montré que tout couplage de taille ainsnd2 a un nombre chromatique orienté
par liste d’au moins 3A travers cette étude, nous pouvons nous rendre compteegpbléeme est
beaucoup plus complexe que dans la version classique (sta)s |

Cette notion s’étend naturellement a la coloration datdn graphe orient& estL-liste arc-
coloriable s'il est possible de trouver, pour tout are € A(G), une couleurf (UV) € L(u) telle que :

1. pour toutw € ' (u) (resp.w € [ T(v)), on af(wu) # f(uv) (resp.f(uv) # f(vw)),

2. pour toutw € '~ (u) (resp.w € (V) et pour tousx,y,z € V(G) tels quef (wl) = B (resp.
f (VW) = a), etXy et yZ sont deux arcs dé avecf (xy) = a et f(yz) = B, on af (V) # a (resp.
f (W) # B).
Nous dirons alors qué estk-liste arc-coloriablesi G estL-liste arc-coloriable pour toute assignation
de listesL telle que|L(v)| > k pour tout sommet € V(G).
L’ indice chromatique orieit par listed’un graphenon oriené G est défini comme le plus petit

entierk pour lequel il existe une orientation @equi soitk-liste arc-coloriable.

Dans le cas non orienté, nous pouvons citer la célébngecture de coloration par liste

Conjecture. Pour tout graphe non oriedtG, l'indice chromatique de G eégal a I'indice chroma-
tique par liste de G.

Il serait alors intéressant de se poser la question darssler@nté :

Question. Quelle relation avons nous entre l'indice chromatique ri&ieet I'indice chromatique
orienté par liste d’'un graph® ?

* k%

Nous avons enfin introduit la notion d’étoile-colorationiemtée acircuitique dans le quatrieme et
dernier chapitre.

L'étude de cette notion provient de I'eétude de l'arc-calion orientée. En effet, nous avons
borné l'indice chromatique orienté en fonction de liecarboricité orientée acircuitique. Cepen-
dant, les résultats que nous avons obtenus sur I'étdileriaité orientée acircuitique n’ont pas permis
d’améliorer les bornes obtenues sur l'indice chromatigpienté.

Nous avons notamment montré que I'étoile arboricitemée acircuitique des graphes de degré
au plus trois est 4. Cependant, seul un graphe nous permgedio'optimalité du résultat : une
orientation du graphe complet a quatre sommets. Nous psualors nous poser la question suivante :
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Question. L'étoile arboricité orientée acircuitique de tout gnepconnexe de degré au plus trois non
isomorphe &, est-elle égale a 3?

Nous avons également étudié I'étoile arboricité miée acircuitique des graphes de faible densité.
Les résultats obtenus nous ont permis de montrer que taphgmplanaire de maille 14 (resp. 6) admet
uneA-étoile-coloration orientée acircuitique (re$f+ 1)-étoile-coloration orientée acircuitique). De
plus, la borne obtenue pour la maille 14 est optimale.

En regle générale, peu de résultats sont connus petail€ arboricité dirigée, et a fortiori pour
I'étoile arboricité orientée acircuitique. |l seraibmk intéressant d’étudier ces deux parameétres pour
certaines classes de graphes qui n'ont pas encore étiel&@es.
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Table des symboles

A(G) ensemble des arcs & 23
E(G) ensemble des arétes Ge 23
F(G) ensemble des faces du grapghe 32
G1 graphe inverse dé 24
HCcG  H sous-graphe propre d& 26
H CG H sous-graphe (partiel) de 26
Kn graphe complet d’ordra 29
L(G) graphe représentatif des arétesGle 27
LD(G) graphe représentatif des arcs@e 27
QR graphe complet construit a partir des résidus quadmticun 30
nuls deq
SR;(C) ensemble des 2-sources et 2-puits du cgetansG 112
V(G) ensemble des sommets Ge 23
A(G) degré maximum d& 25
Ma(v) ensemble des voisins delansG 24
&) ensemble des extrémités terminales/diansG 25
Ms(v) ensemble des extrémités initiales\dgansG 25
D classe des graphes de degré maximum aukplus 33
S(i, ) ensemble des grilles orientéeslignes etj colonnes 42
0 classe des graphes planaires extérieurs 33
Og classe des graphes planaires extérieurs de maille au goin33
P classe des graphes planaires 33
Pyg classe des graphes planaires de maille au ngins 33
Tk classe dek-arbres partiels 33
T 5 classe dek-arbres partiels de maille au moigs 33
X' (G) indice chromatique d& 35
X4(G) indice chromatique acyclique d& 36
Xo(G) indice chromatique orienté d& 88
X(G) nombre chromatique d8 34
Xa(G) nombre chromatique acyclique @ 35
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o(G) degré minimum dé& 25
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la colorationf

C{(u)  ensemble des couleurs présentes sur les arcs sortanfmde 88
la colorationf

dg (V) degré dev dansG 25

dg (v) degré sortant de dansG 25

dg (V) degré entrant de dansG 25
r(f) rang de la face 32
adstG) étoile arboricité orientée acircuitique 128
dstG) étoile arboricité dirigée 127

madG) degré moyen maximum 32
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01772710 o 24 sommet-coloration propre................ 34
automorphisme........... ... ... oL 2 0NMNEXE . ottt 26
k-aréte-connexe .............cccciiiiinnn. 27
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Annexe A

Coloration impropre acycligue par listes
des graphes planaires exrieurs

Résunt: Nous considérons les coloratiomspropres(parfois appelées coloratiogéréraliseesou
colorationsrelaxées de graphes telles que chaque classe de couleurs posséddgrarborné.

Nous étudions une extension naturelle de la notion de atdor impropre, a savoia coloration
impropre acyclique par listesEn utilisant un algorithme en temps linéaire, nous margrque les
graphes planaires extérieurs sont acycliquen(2r)*-liste coloriablesi(e. ils sont acycliguement 2-
liste coloriables avec des classes de couleurs induisargrdphes de degré au plus cing). Ce résultat
est optimal. Nous prouvons également que la coloratiocliggie par liste et la coloration impropre
acyclique par liste des graphes planaires sont deux natiquisalentes.

Cet article est actuellement soumis pour publication [EP06
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Acyclic improper choosability
of outerplanar graphs®

Louis EsperétAlexandre Pinlo
LaBRI UMR CNRS 5800, Université Bordeaux |
351 Cours de la Libération
33405 Talence Cedex
France

June 28, 2006

Abstract

We consideiimproper colorings (sometimes callegeneralized defectiveor relaxedcolor-
ings) of graphs in which every color class has a bounded degre

We study a natural extension of improper coloringsyclic improper choosabilityUsing a
linear time algorithm, we prove that outerplanar graphsayelically(2,5)*-choosable (i.e. they
are acyclically 2-choosable with color classes of maximwgrde five). This result is optimal.
We also prove that acyclic choosability and acyclic improgieoosability of planar graphs are
equivalent notions.

Keywords: Improper coloring, acyclic coloring, choosability, oytkmar graphs.
AMS Subject Classification: 05C15

1 Introduction

All graphs considered in this paper are finite, simple andrented. LetG be a graph and l&f(G)
andE(G) be its vertex set and its edge set, respectively.

Many variations and extensions of graph colorings have bearidered. In particulaimmproper
colorings (sometimes callagbneralizeddefectiveor relaxedcolorings) have been extensively studied
(see [15] for a survey). A-improper k-coloringof G, or simply a(k,t)*-coloring, is a partition of
V(G) into k color classe¥1, Vs, ...,V such that eack induces a graph with maximum degrgen
other words, each vertex has at moseighbors of the same color as itself. TtHenproper chromatic
numberof G is therefore defined as the smallest intelgsuch thaiG is (k,t)*-colorable. Notice that
O-improper coloring corresponds to the usual notion of pramloring: a(k,0)*-coloring of G is a
properk-coloring of G, and the O-improper chromatic number®fs the chromatic number @.

t-improper colorings were introduced by Covetlal. [8]. They proved that every planar graph
is (3,2)*-colorable and every outerplanar grapti2s2)*-colorable. They also showed, without using
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the Four-Color Theorem, that every planar graplisl)*-colorable. In the last past years, several
authors studied this coloring and the problem of boundired-improper chromatic number has been
investigated for various classes of graph (see e.g. [9, 7B, 1

A graphG is L-colorableif for a given list-assignmerit = {L(v) : ve V(G)}, there exists a proper
coloring f of G such thatf (v) € L(v) for everyv e V(G). If G is L-colorable for any list-assignment
L with [L(v)| > | for everyv, then we say tha® is |-choosable Thelist chromatic numbeis then
defined as the smallest intedesuch thatG is |-choosable. Notice that a graph which-4shoosable is
obviouslyl-colorable. Thomassen [13] proved that every planar grafhdhoosable and Voigt [14]
showed the tightness of this bound.

Eaton and Hull [10] generalized the notion of choosabilityniproperchoosability: a grapks is
t-improper I-choosableor simply (I,t)*-choosable, if for any list-assignmehtsuch thatL(v)| > |
for everyv, there exists a-improper coloringf of G such thatf(v) € L(v) for everyv. For planar
graphs, Eaton and Hull [10], and independently Skrekov&Ri,[proved that every planar graph is
(3,2)*-choosable, which improves the above-mentioned Cawal.s result. This result is sharp in
a certain way since there exist planar graphs which aré3aj*-colorable and planar graphs which
are not(2,t)*-colorable for every. Moreover, Eaton and Hull, and Skrekovski, both conjectuheat
every planar graph ig4, 1)*-choosable.

Recall that aracyclic coloringof G is a coloringf of G such that for any two distinct coloiis
and j, the edgesivsuch thatf (u) =i and f(v) = j induce a forest. A cycle is saalternatingif it is
properly colored with two colors. Notice that a coloring®fs acyclic if and onlyG does not contain
any alternating cycle. We can also note that improper bredl@ycles are not necessarily alternating
cycles.

Acyclic choosabilitywas recently introduced by Borodet al. in [6]. A graph is acyclically
I-choosable if for any list-assignmehtsuch thatL(v)| > | for everyv, there exists an acyclic col-
oring f of G such thatf (v) € L(v). Borodinet al. [6] proved that every planar graph is acyclically
7-choosable. They also conjectured that every planar gsagtyclically 5-choosable.

Boiron et al. [3] extended in a natural way the notion of acyclic coloringtie notion of acyclic
improper coloring as follows. Aacyclic t-improper k-coloringor simply an acycligk,t)*-coloring,
of Gis a(k,t)*-coloring which is acyclic, that i& contains no alternating cycle. The main motivation
in the study of acyclic improper coloring is the link with ented coloring (see [3] for more details).
Boiron et al. [2] proved that every outerplanar graph is acyclicdy5)*-colorable and constructed
outerplanar graphs which are not acyclicdl®y4)*-colorable. They also proved that for evéry O,
there exist planar graphs which are not acyclicédlyk)*-colorable.

In a natural way, one can defimeyclic improper choosabilitpf graphs: a grapks is acyclically
t-improper L-colorableif for a given list-assignmentt = {L(v) : v € V(G)}, there exists an acyclic
t-improper coloringf such thatf (v) € L(v) for everyv. If G is acyclicallyt-improperL-colorable
for any list-assignment. with |L(v)| > | for everyv, then we say thaG is acyclically t-improper
[-choosable or simplyacyclically (1,t)*-choosable Theacyclic t-improper list chromatic numbef
G is therefore defined as the smallest intelgauch thatG is acyclically (I,t)*-choosable.

Our main result concerns outerplanar graphs:

Theorem 1 Every outerplanar graph is acyclicall§2,5)*-choosable.
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Notice that this theorem extends the above-mentionedtresBbiron et al. [3].

In a companion paper [11], we investigate improper acydiimosability of graphs with bounded
maximum degree. We prove that the asymptotic lower bounengin [1] for the acyclic chromatic
number is still valid for the acyclit-improper chromatic number if= O((1-)3/4),

logn
We also prove the following result:
Theorem 2 [11] Every subcubic graph is acyclicall§B, 1)*-choosable.

This paper is organised as follows. In Section 2, we give snaiation that will be used later,
and in Section 3 we prove Theorem 1. In Section 4, we make sarakerémarks about the acyclic
improper choosability of planar graphs.

2 Notation and convention

In the rest of the paper, we will use the following notatiorheTdegree of a vertexis denoted by
d(v). A k-vertex(resp. a~k-vertey is a vertex of degrek (resp. degree at mok}). A k-cycle (resp. a
Zk-cycld is a cycle containingg vertices (resp. at leaktvertices).

For a graplG and a vertex € V (G), we denote by \ {v} the graph obtained fro® by removing
vtogether with the set of its incident edges; for an edlge E(G), G\ {uv} denotes the graph obtained
from G by only removing the edgav. These notions are extended to sets of vertices and edges in a
standard way.

Let G be a graph and be a coloring ofG. For a given vertex of G, we denote byms(v), or
simplyim(v) when the coloring is clear from the context, ihgroprietyof the vertexv, which is the
number of neighbors of having the same color as itself.

In all the figures depicting configurations, we shall use thlefing drawing convention: a vertex
whose neighbors are totally specified will be white, wheragrtex whose neighbors are partially
specified will be black.

3 Acyclic (2,5)*-choosability of outerplanar graphs

3.1 Decomposition of outerplanar graphs

An outerplanar graphis a graph having a planar representation such that all ttizee® are on the
outer face. If there is a planar representation such thay ézee (except possibly the outer face) is a
triangle, then the graph is said to bear-triangulated

Let T be a rooted tree and let,vo,...,V, be its vertices ordered according to some depth-first
search walk inT. Let@V(T) — V(T) be the function defined as follows:

- o(vi_1), if vi_1 isv’s father,
PV vj a brother ofy; with j the maximum index smaller thanotherwise.

Observe that the functiomp is not defined for the verticeg,Vvs,...,w_1, wherek is the smallest
integer such thaty_; is notvy’s father: we denote this set of vertices\wy

In [4], Bonichonet al. proved that for any outerplanar gra@we can find an order,,...,v, on
the vertices ofs and a rooted spanning trég of G such that

e the ordenvs,...,v, is a depth-first search orderTg,

3
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Vi

The original The spanning tregég
outerplanar grapts and the depth-first search
orderva,..., Vn

The outerplanar grapH

Figure 1: The Bonichoet al’s outerplanar graph decomposition

e let @ be defined as above by the rooted tigeand the ordew;,...,v,. The graphH obtained
from Tg by adding the set diransversal edges M {v@(v),v € V(Tg)} is a near-triangulated
outerplanar graph such thétG) =V (H) andG C H.

Figure 1 shows an example of decompositionGof The transversal edges are dashed for more
clarity. Observe that in this examph = {vy,V2,Vv3}.

Notice that this decomposition is very close from the orddsecadth first search described by
Calamoneri and Petreschi in [7].

Observe that for every there is at most one integgk i such thaw;v; is a transversal edge. This
means that in any greedy coloring algorithm according totidervy, ..., vy, at each stef the vertex
v; will be adjacent to at most two already colored verticesfatier and possibly(V; ).

Let p¥ be the function defined g% (v) = vif k=0, andp*(v) equals top*~(v)’s father otherwise.
In other words pX(v) is the ancestor of at distancek in Tg. Again, p* is not defined for every vertex
of V and everyk.

Let v; be a vertex ofG with at leastk children inTg. Fork > 1, thek-th child of vi, denoted
by s«(vi), is viy1 if k=1 and isv;j otherwise withj being the smallest integer such thg@y; ) is vi's
(k— 1)-th child (see Figure 2 for an example).

u

w

Figure 2: In this treew = s3(V), u = p?(v) = p3(w) andv = p*(w).

3.2 Proof of Theorem 1

Let G be an outerplanar graph. Liebe a list-assignment for the vertices@&such thafL(v)| > 2 for
everyv. We decomposé& as described above: we obtain an ondgr. ., v, a rooted spanning tree

4
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Te, a set of transversal edgbs= {vg(v),v € V(G)} and as a result a near-triangulated outerplanar
graphH. Recall thatW denotes the set of vertices for which the functgis not defined.

LetH;,Ho, ..., Hy be the sequence of graphs definetHas H \ {Vi;1,Vii2,...,Vh} for 1 <i <n.

We colorH greedily following the ordewy, Vs, ..., vy At Step 1, we color the graphl; by
assigning any color fronh(v1) to its unique vertex;. At Step 2<i < n, let f be the coloring of
H;_1, which is also a partial coloring dfl;. We use the following coloring rules to exteridto H;
("f(vi) € X" means that we choose any cote X and setf (v;) = c).

Coloring rules:
RO - Ifvi e W: f(vi) € L(w).
R1 - Ify; is the first child ofp(v;) (in other words, ifp* (i) = vi_1):

(@) if f(@(w)) # f(p*(v)): T(v) e L(v)\ {f(ov))};
(b) if f(p(vi)) = f(p'(v)) =&
i if f(p?(w)) =a

A. if p?(v;) andp*(@(v)) are the same vertex:
a. if @(v;) is a leaf inTg and belongs toV: f(vi) € L(vi);
B. if @(vi) is aleaf inTg or f(@?(vi)) # f(p*(w)): f(v) e L(v)\ {f(¢?(vi))};
y. otherwise:f(vi) € L(vi) \ {f(s1(®(vi)))};
B. if p?(v) andp(g(v)) are distinct verticesf (v;) € L(v)\ {f(p3(v))};
i if £(p2(w)) #a F(v) € L(w)\ {F(p2(w))}.
R2 - Ifv; is the second child op*(v;):
(@) if pt(vi) eW or £((v)) # f(p"(w)): F(wi) € L(vi) \ {f(p"(w))};
(b) if f(q(v)) = f(p*(vi)):
i. if @(v)is aleaf inTg or f(@?(vi)) # f(pt(v)) or f(p?(w)) # f(p*(w)): f(v) €
L) \ {f(@(p"(v)))};
ii. otherwise:f(vi) € L(vi)\{f(si(@(vi)))}.

R3 - Ifv; is thek-th child of pt(v;) with k > 3: f(vi) € L(v)\ {f(p*(v))}.
These rules ensure that the following claim is satisfied.

Claim 3 Letl<i<nandlet{Vj,vji1,...,Vjim-1} = @ 1(v) (the m vertices of H such thefv;) =
@(Vj+1) =... = @(Vjtm-1) = Vi). Then, f satisfies the following properties:

1. v has at most two children ingl(the first and the second one) colored witfv;§.
2. If f(s1(v)) # f(v), then f(sx(vi)) # (V).
3. If f(vi) = f(pt(vi)) = f(vj) = f(vj:1) = a, then fvj;2) #a.

4. If one of the vertices af 1(vj), say ¥, is such that fwv) # f(v), then, for everyw € ¢~1(v))
with K >k, f(ve) # f(v).

5. At most three vertices @ 1(v) (vj,Vj+1 and Vi;,) are colored with fv;).

5
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(b)

Figure 3: Configurations of Claim 3

6. Letus consider the configuration of Figure 3(a) whar@is1) =v; and §(v;) =Vi1. If f(vj) =
Fow)) = f(Vi_1) = F(Vis1) =@, then fvj11) # a.

7. Let us consider the configuration of Figure 3(b) wharishe k-th child of p(v) for k > 2. If
f(vi) = f(e(vi)) =aand f(p'(v)) # a, then f{s(vj)) # a.

Proof.

[EEN

. Obvious by Rule R3.
. Obvious by Rule R2(a).
. Obvious by Rule R1(b)i.B.

AowWDN

. If Vik = Vjym-1, thenv is a leaf inTg and there is nothing to prove. Otherwise, observe that
Vir1 € @1(v) andvis 1 = s1(W). By Rule R1(a),f (V1) # f(@(Vir1)) = F(vi).

5. Using Claim 3(4), we only have to prove thawjf vj;1 andv; ., are colored withf (v;), then

f(vj4+3) # f(vi). Rule R1(b)i.B ensures that this the case.

6. If f(vj) # f(v), then itis clear by Claim 3(4) thaft(vi) # f(v) for everyvi € @ 1(v) such
thatk’ > j. Suppose thaf (vi) = f(@(vi)) = f(vi—1) = f(Viy1) = f(vj). By Rule R1(b)i.Ay,
F(vita) 7 F(su(@(Vi41))) = F(Visa) = F (V).

. f f(viz1) # f(v), then by Claim 3(2), we havéd(sy(vi)) # f(vi). Suppose thaf (vj) =
f(o(vi)) = f(viy1) =aandf(pl(v)) # a. Then by Rule R2(b)if (2(vi)) # f(@(w)) = f(v).

d

\l

The previous claim allows us to state Lemmas 4 and 6.
Lemma 4 The coloring f is a 5-improper L-coloring of H.
Proof. Let1<i<nandlet{Vj,Vji1,...,Vjzm 1} = @ ().

e Suppose that is a leaf inTg.

Then,v; has at most two neighbors k that do not belong t@—(v;). By Claim 3(5), at most
three vertices of~1(v;) have the same color as Henceim(v;) < 5.

6
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Figure 4: Configuration of Lemma 4 (Cap&Vi) =V;_1)

e Suppose that; is the first child ofp!(v;) = vi_1 (see Figure 4).
Notice that in this case, if they exigg(vi_1) and@(v;) are the same vertex.
By Claim 3(1),v; has at most two children colored with(v;): s1(Vv;) = Vi11 ands;(vi). By
Claim 3(5), at most three vertices of(v;) are colored withf (vi), namelyv;, vj;1 andvj.
Therefore,v; has at most seven neighbors colored with): p'(vi), @Vi), s1(Vi), S2(vi), Vj,
Vvj+1 andvj; 2. We show that actually at most five of them are colored ith).

Suppose that (pt(vi)) = f(@w)) = f(v) = a. If f(s'(v)) = a, then by Claims 3(6) and 3(4)
the colors ofv; 1 andv;, are distinct fromf(v;). Otherwise €(si1(vi)) # a&), by Claim 3(2),
f(s2(vi)) # a. In both casesm(v;) <5.

Notice that according to Rule R1(a),fif pt(vi)) # f(@(v)), thenf(vi) # f(@(v)). Hence, the
only remaining case i§(p'(vi)) = f(sy(vi)) = f(s2(vi)) = f(vi) and f(@(v;)) # f(v). In this
case, ifvj or vj;1 have a color distinct fronf(v;), thenim(v;) < 4. Otherwise, by Claim 3(3),
Vj+2 has a color distinct fronf (v;) and thenim(v;) < 5.

e Suppose that; is the second child gp'(v;).

As in the previous case, has at most seven neighbors colored Witk ): pt(vi), @(vi), st(vi),
$(Vi), Vj, Vj+1 andvj;2. We show that actually, at most five of them are colored vi{th).

Suppose that (pt(vi)) = f(vi); then by Rule R3f (v;) # f(pt(vj)) = f(vi), and thus by Claim
3(4),vj+1 andvj,» are distinct fromf (v;). Hencejm(v;) < 4.

Now suppose thaf (p*(v)) # f(vi). If @) or s;(v;) have colors distinct fronf (v;), then
clearlyim(v;) <5. Otherwisef(@(v;)) = f(s1(vi)) = f(v) and then by Claim 3(7)f(sx(vj)) #
f(vi) and hencem(v;) <5.

e Suppose that; is thek-th child of pt(v;) with k > 3.

This case is equivalent to a subcase of the previous caseevikipt(vi)) # f(vi). Hence,
im(v;) <5.

O
In order to prove Lemma 6, we use the following claim conawgrihe structure of cycles if.
Claim 5
1. If aZ4-cycle C in H_; contains the edge'vi)@(vi), then it also contains the verteg(v;).

2. If for some vertex ¥ H, a cycle C contains the vertexv) and the edge \$v), for some k,
then C also contains all the verticeg(¥), 1 < k' < k.
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Figure 5: A dangerous quasi-alternating cyclélinfor somel < j

Proof.

1. If C does not contain the edggv;)@?(v;), then it must contain some vertices among the descen-
dants ofg(v;) in Tg. The graphH;_; is outerplanar, sg(v;)'s descendants are only connected
to the rest of the grapHi_1 by @(vi) and@?(v;). Hence, the cycl€ necessarily contains the
vertex?(Vv;).

2. We prove by induction th& contains (in this order but not necessarily consecutivisig)ver-
ticessc(V),S_1(V),...,s1(v). The cycleC does not contain the edgg(Vv)x for all x € ¢~1(s¢(v))
since otherwis€ would remain in the subgraph éf induced by the descendants\in Tg,
which is impossible sincg(v) € C. If the edges((v)s«—1(v) does not belong t€, thenC con-
tains a child ofs(v). Since the subgraph &f induced by the descendantsxfv) in Tg is only
connected to the rest of the graphdagv) andsc_1(Vv), the cycleC necessarily contairg_1(v).

Now suppose that contains (in this order) the verticag V), sc-1(V), ..., %-i+1(V). Sincevand
S-i+1(Vv) are inC, the cycleC contains either the edgg_i1(V)Sk—i(V), or the edges_i+1(V)x
wherex is some child of_j;1(v). As in the previous cas€, necessarily containg_;(v).

Lemma 6 The graph H does not contain any alternating cycle.

Proof. An edgeuv is monochromatiqresp. bicolored if f(u) = f(v) (resp. f(u) # f(v)). We
define thecolor of a monochromatic edge as the color of its endpoints. Welsyatcycle is guasi-
alternating cyclef it is a bicolored cycle with exactly one monochromatic edg\ monochromatic
edgeuv in H; is dangerousf there exists a vertex; with j > i (i.e. at Step, v; is still uncolored)
such thatv; is adjacent to botlu andv in H. A quasi-alternating cycle idangerousin H; if its
monochromatic edge is dangerous (see Figure 5).

Observation 7 If we create an alternating 6-cycle at Step j, then Hi necessarily contains a dan-
gerous quasi-alternating 5-cycle.

We claim that after each step

1. H; does not contain any alternating cycle.

2. H; does not contain any dangerous quasi-alternatisigycle.
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These two properties are clearly satisfied at Step 1. We ndwctively prove them at Step
2<i<n:

1. By induction,H;_; does not contain any dangerous quasi-alternatifigycle. So, by Obser-
vation 7,H; does not contain any alternatir@-cycle.

We now prove thaH; does not contain any alternating 4-cycle. By induction, ber@ating
4-cycle inH; necessarily containg. There exist only four possible cases such thételongs
to a 4-cycle inH;, the four depicted in Figure 6.

PA(W)
O(vi) o - - - 9 P7(Vi) =Vi—2 N
pt(vi) = Vi1 AN pL(vi) = v CPZ(V,)Q: Aplgvi) /II\E
\ ) = Vi1 \
B ad-—ty T

(b) (© (d)

Figure 6: The four possible 4-cyclesli containingy;.

Let us consider the case of Figure 6(a)f (f(v;)) = f(p'(v)), then by Rule R1(b)ii, we color
v such thatf (v;) # f(p?(vi)): this 4-cycle is not alternating.

Let us consider the case of Figure 6(b). To create an aliegheycle by coloringv;, we clearly
needf (@(vi)) # f(p?(v)). In this case, by Rule R1(a), we haiép®(vi)) # f(@(v)). Hence,
this 4-cycle is not alternating.

Let us consider the case of Figure 6(c)flfp(vi)) = f(p*(vi)) andf(p*(v)) # f(¢?(v)), then
by Rule R2(b)i, we colow; such thatf (v;) # f(¢?(v)), and this 4-cycle is not alternating.

Let us consider the case of Figure 6(d). To create an alteghegcle by coloringy;, we clearly
needf (¢?(v)) # f(pt(v)). In this case, by Rule R2(a), we hafiep®(vi)) # f(@(v;)). Hence,
this 4-cycle cannot be alternating.

Hence, the graphl does not contain any alternating cycle.

2. Byinduction, for everyj < i, Hj contains no alternating cycle and no dangerous quasiatiag
Z5-cycle. So, any dangerous quasi-alternatifigcycle ofH; necessarily containg. Hence,
to create a dangerous quasi-alternatifigcycle inH;, Hi_1 must contain a bicolored4-cycle
with exactly two monochromatic edges, both being dangerptis/ )@(vi) and some edgev.
In the following, we assume théi;_; contains such a cycle of minimum length, call@édand
we prove that the coloring of ensures that no dangerous quasi-alternatigycle is created
in H;.

Notice thatH necessarily contains a vertexwith j > i (i.e. at Step, v; is still uncolored)
adjacent to both endpoints of the dangerous monochromadje s of C; thus, we havel =
p(vi) andv = p“t1(v;) for somek > 1.

We now prove that no dangerous quasi-alternatibegycle is created iki;.

e Suppose that; is the first child of p*(vi) = vi_1. We consider two cases depending
whetherg(p*(v)) andg(p?(v;)) are the same vertex (see Figure 7).

9
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s1(@(vi)) Vi
(@) @(p'(v)) = o(p?(vi)) (b) @(p*(w)) # Q(P?(Vi))

Figure 7: The vertex; is the first child ofp(v).

By hypothesis, we havé(pl(vi)) = f(@(vi)) = a

Let us consider the configurations of Figure 7(a) whge' (vi)) = @(p?(vi)). By Claim
3(4), we necessarily havi p?(v;)) = a and therefore the two dangerous monochromatic
edges ofe are p?(vi) p*(v) and p*(v;)@(vi). The cycle@ necessarily containg®(v;). By
Rule R1(b)i.B, we havef(vi) # f(p3(vi)). This implies thatH; does not contain any
dangerous quasi-alternating cycle.

Let us consider the configuration of Figure 7(b) whefp'(vi)) # o(p?(Vi)). Notice that

€ necessarily containg?(V;).

Suppose that(p?(vi)) = bwith b # a. Then, by Rule R1(b)ii, we havi(vi) # f(p?(vi)).
This implies thatH; does not contain any dangerous quasi-alternating cyclecdjave
may assume thaf(p?(v;)) = a, which means that the two dangerous monochromatic
edges of© are the edgeg?(vi)pt(vi) and pt(vi)@(vi). Thus f(p?(v)) = f(pt(v)) =
f(o(vi)), and therefore, by Rule Rg(v;) andp'(v;) are the first and the second children
of p?(v), respectively.

By Claim 5(1), any>4-cycle inH;_; containingp®(v;) and@(v;) also contains the vertex
@ (V). If £(¢?(vi)) = b +# a, then by Rule R1(b)i.A8, we havef (v;) # b, which implies
thatH; does not contain any dangerous quasi-alternating cycle.

Now, suppose thatt(¢?(v;)) = a. In this caseg is necessarily &6-cycle, since otherwise
€ would contain three monochromatic edges. The cglebtained fromC \ {pt(v1)}

by adding the edg@?(vi)@(v) is therefore a dangerous quasi-alternating cycleliirp,
which contradicts the induction hypothesis.

e Suppose thay; is the second child op*(v;) (see Figure 8). We handle at the same time
the casap(pt(vi)) = @(p?(vi)) (see Figure 8(a)) and the cap@!(vi)) # @(p>(vi)) (see
Figure 8(b)).

By hypothesis, we havé(pt(vi)) = f(@(vi)) = a. By Claim 5(1), the cyclé contains the
vertex@?(vi). If f(@?(vi)) = b # a, then by Rule R2(b)i, we havi(v;) # b. This implies
thatH; does not contain any dangerous quasi-alternating cycle.

We may therefore assume thifg?(vi)) = a. Suppose thaf (p?(v;)) = b # a. Recall
that the cycleC contains two dangerous monochromatic edges, naméhy)o(v;) and
pX(vi) pktL(vi) for somek > 1. Thus € is clearly & 5-cycle andp?(vi )@?(v;) is a bicolored
chord of©, which contradicts the minimality dg.

We can therefore assume tHgip?(v;)) = a. It means that the two dangerous monochro-
matic edges of are the edgeg?(vi)pt(vi) and pt(vi)@(Vi). Since the edge(Vi)@? (Vi)

is monochromatic@ necessarily contains a child @fv;). By Claim5(2),C also contains

10
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s1(@(vi)) s1(@(vi))
(@) @(p'(v)) = o(p?(vi)) (b) @(pt(wi)) # @(p?(vi))

Figure 8: The vertex; is the second child gb*(v;).

s1(@(vi)). By Claim 3(3) (case of Figure 8(a)) and by Claim 3(5) (cas€&iglre 8(b)),
f(s1(@(vi))) = b # a, and thus by Rule R2(b)iif (v;) # b. This implies thaH; does not
contain any dangerous quasi-alternating cycle.

e Suppose that; is the third child ofp*(v) (see Figure 9). We handle at the same time

the casap(p'(vi)) = @(p?(vi)) (see Figure 9(a)) and the cap@!(vi)) # @(p>(vi)) (see
Figure 9(b)).

s1 (P (v))
(b) @(p*(v)) # @(PP(vi))

Figure 9: The vertex; is the third child ofp'(v).

By hypothesis, we havé(p'(vi)) = f(@(vi)) = a, and by Claim 3(2)f (¢*(v)) = a.

By Claim 5(1), the cycle€ contains?(v;). Moreover, the subgrapH’ of H;_; induced
by p'(vi) and all its descendants g is only connected to the gragph 1\ V (H’) by the
verticesp?(v;) and@®(v;). Since the cycl& contains an edgp*(vi)p“t1(v) (k> 1), itis
not entirely contained i’ and therefore contains the verticeqv;) and@®(v;). So, the
cycle € has length at least five.

By minimality of €, we havef (¢?(vi)) = a, since otherwise the edg# (v,)@*(v;) would
be a bicolored chord df.

Suppose now that(p?(vi)) = b # a. In this case, the dangerous monochromatic edge
p(vi)p+1(vi) of € is such thak > 2, and thenp?(vi)@(v;) is a bicolored chord o€,
which contradicts the minimality of.

Therefore, we may assume thbtp?(vi)) = a, which implies that the two dangerous
monochromatic edges 6fare the edgep?(vi)p*(vi) and p*(vi)@(V).

By Rule R3, we have (vi) =b # a. Letxg = @(Vi), Yo = @®Vi), Zo = V; andup = S1(Xo).
For everyj > 1, we define the vertices;, y; andzj ass(yj-1), S(Yj-1) andsz(yj-1),

11
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(b) @(pt(w)) # G(p?(vi))

Figure 10: The thick edges belong to the cy€le

respectively, and the vertax ass;(x;). We prove by induction that for alj > 0, the
verticesx;, yj, z; andu; are well defined and

C = (YozaY12oY2 - - - Zj—1Yj—-1ZjY] - - - XjUjXj—1Uj—1- - - XaUpX1U1XoUg - - - Y0).

The edgeg?(vi)@(vi) is monochromatic and therefore does not belong to the aycle
Thus, the cycle€ contains one child of?(v;). Hence, the vertexy = s;(¢?(v;)) exists
and by Claim 5(2)up belongs to the cycl€. By Claim 3(5) (case of Figure 10(a)) or by
Rule R1(b)i.B (case of Figure 10(b)), we hal(elp) # a. Sinceup belongs ta2, f(up) =b.
The cycleC is minimal, so the edgryup belongs toC. ThereforeC = (yo---XoUo - - - Yo)-
Let j > 1. We assume tha§j_1, yj_1, zj—1 anduj_, are defined an@ = (yoz1y122y>- - -
Zj_1Yj—1---Xj—1Uj—1---XoUpX1U1XoUp - - -Yo). Sincef(Xp) = f(yo) = a, we havef(xc) =
f(yk) =aandf(z) = f(u) =bforall k < j. Since the edgg;_1y;_1 is monochromatic,
€ contains a child of/j_; and by Claim 5(2)s;(yj—1) = X; exists and belongs t6. By
Rule R1(b)i.Ay, we havef(x;) # f(uj—1) = b and thenf(x;) = a. Thus, the vertex
S(yj—1) =Yj exists and belongs t© by Claim 5(2).

The edgexj_1uj_1 belongs toC, and the edgesj_1Xj_2, Xj—1Yj—2, Xj—1Yj—1 andXj_1X;
are monochromatic (if = 1, we consideip!(v;) instead ofy;_»); so the cycle contains
the edgex;_1t with t € @ 2(x;_1) \ {Xj,Yj_1} and therefore, the vertax = s(x;) exists.
If two vertices ofq)‘l(xj), says andt, are such thasx andx;t belong toC, thenC is
entirely contained in the subgraph dfinduced byx; and the descendants yf in Tg.
This is impossible sinc&;_; € C. Hence,C contains a child ok; and by Claim 5(2),
we haveu; € €. By Rule R1(b)i.B, we havd (u;) # yj—2 = a, so f(u;) = b, and by
minimality of €, the edges;u; andu;x;_; belong toC.

Sincex; is not a leaf inTg, by Rule R2(b)iif (y;) # f(u;) =b, sof(y;) = aand the vertex
s3(yj—1) = z; exists and belongs t6 by Claim 5(2). By Rule R3f(zj) # f(yj-1) =a,
so f(z;) = b and by minimality ofC, the edges/j_1z; and z;y; belong toC. Hence,
C = (Yozay1Z2Y2 - - Zj—1Yj-1Zj¥j - - XjUjXj_1Uj_1- - - XaU2X1U1XoUo - - - Y0)-

As a consequence, in this configuration, such a cgct®ntains an infinite number of
vertices, which is a contradiction sinekis finite.

12
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e Suppose that; is thek-th child of p'(v) for k > 4. By hypothesis, we havi(pt(v;)) =
f(@(vi)). Since(vj) is the (k— 1)-th child of p*(v;), this contradicts Rule R3.

O

Lemmas 4 and 6 imply that the coloring algorithm gives an BcyEimproperL-coloring ofH,
which is also an acyclic 5-impropércoloring of G. That completes the proof of Theorem 1. Since
the Bonichonet al. decomposition can be computed in linear time [4], this promivides a linear
time algorithm for finding a 2-improper coloring of any oyglemar graph given lists of size at least
five.

The result of Theorem 1 is optimal. Indeed, it is clear thaemulanar graphs are nol,t)*-
choosable for every > 0 and therefore are not acyclically,t)*-choosable. Moreover, Boiroet
al. [3] constructed outerplanar graphs which are not acytyicd, 4)*-colorable and therefore not
acyclically (2,4)*-choosable.

4 Concluding remarks

As noted in Introduction, Borodiet al. [6] conjectured that every planar graph is acyclically 5-
choosable. This result would imply Borodin’s result on dicyB-coloring of planar graphs [5] and
Thomassen’s result on 5-choosability of planar graphs. [I8the following, we prove that acyclic
choosability and acyclic improper choosability of planeaghs are equivalent.

Proposition 8 If for some t> O, every planar graph is acyclicallyl ,t)*-choosable, then every planar
graph is acyclically I-choosable.

Proof. Assume that for some> 0, every planar graph is acyclically,t)*-choosable. LeG be a
planar graph andl a list-assignment such that(v)| > | for everyv € V(G). Assume that for alV,
L(v)€{1,2,...,M}. LetG be the planar graph obtained fra&by addingl + 1 2-paths between each
pair of adjacent vertices i6, and letL’ be the list-assignment @&’ defined as follows: i’ € V(G),
thenl’(v) = L(v); otherwisel'(v) = {M+1,M+2... . M+I}. Let f be an acyclid-improperL’-
coloring of G'. Letu andv be to adjacent vertices i@ andug,...,u;,1 be thel + 1 vertices from
V(G')\V(G) adjacent to botlu andv. Clearly, two of them receive the same color in afignproper
L’-coloring of G'. Thus, f(u) # f(v), since otherwis&’ would contain an alternating 4-cycle. Hence,
the restriction off to G is an acyclic 0-impropek-coloring ofG, i.e. an acyclicL-coloring of G. O

As a consequence, proving that for som¥0, every planar graph is acyclical{$,t)*-choosable
is equivalent to proving Borodiat al.s conjecture.

Since there exist planar graphs which are not acyclicalhdesable [14], Proposition 8 also
implies that planar graphs are not acyclicalyt)*-choosable for alt > 0 (which also follows from
the results of Boiroret al. [3]).
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Annhexe B

Coloration impropre acycligue par listes
des graphes de degr borne

Résune: Nous considérons les coloratiomspropres(parfois appelées coloratiogéréralistesou
colorationsrelaxées de graphes telles que chaque classe de couleurs posséddgrarborné.

Nous étudions une extension naturelle de la notion de atdor impropre, a savoia coloration
impropre acyclique par listedNous prouvons que les graphes de degré au plus trois spriicae-
ment(3,1)*-liste coloriable {.e. ils sont acycliquement 3-liste coloriable avec des cladsesouleurs
induisant des graphes de degré au plus un) et nous proposertsorne inférieure asymptotique du
nombre chromatique acycliqaempropre des graphes de degré maxinuim
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Acyclic improper choosability of graphs with
bounded maximum degree
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Abstract

We consideiimproper colorings (sometimes callegeneralized defectiveor relaxedcolor-
ings) in which every color class has a bounded maximum degree

We propose a natural extension of improper coloringsyclic improper choosability We
prove that subcubic graphs are acyclicdByl)-choosable (i.e. they are acyclically 3-choosable
with color classes of maximum degree one) and investigatapiotic lower bounds of acyclic
t-improper chromatic number of graphs with maximum degtee

Keywords: Improper coloring, acyclic coloring, choosability, culgiaphs.
AMS Subject Classification: 05C15

1 Introduction

All graphs considered in this paper are finite, simple andrented. LetG be a graph and l&f(G)
andE(G) be its vertex set and its edge set, respectively.

Many variations and extensions of graph colorings have bearidered. In particulaimmproper
colorings (sometimes callagbneralizeddefectiveor relaxedcolorings) have been extensively studied
(see [12] for a survey). Aimproper k-coloringof G, or simply a(k,t)-coloring, is a partition o¥/ (G)
into k color classe¥1,Vs,...,Vk such that eack; induces a graph with maximum degreén other
words, each vertex has at mdsheighbors of the same color as itself. TRenproper chromatic
numberof G is therefore defined as the smallest integsuch thaiG is (k,t)-colorable. Notice that
O-improper coloring corresponds to the usual notion of pragloring: a(k,0)-coloring of G is a
properk-coloring of G, and the O-improper chromatic number@®fs the chromatic number @.

Improper colorings were introduced by Cowetlal. [5]. In the last past years, several authors
studied this coloring and the problem of boundingtttiproper chromatic number has been investi-
gated for various classes of graph.

1Part of this work has been supported by the European trairéhgork COMBSTRU
*esperet@labri.fr

Temed@stats.ox.ac.uk

*pinlou@labri.fr
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A graphGis L-colorableif for a given list-assignmerit = {L(v) : ve V(G)}, there exists a proper
coloring f of G such thatf (v) € L(v) for everyv e V(G). If G is L-colorable for any list-assignment
L with [L(v)| > | for everyv, then we say tha is |-choosable Thelist chromatic numbeis then
defined as the smallest intedesuch thatG is I-choosable. Notice that a graph which-shoosable is
obviouslyl-colorable. Thomassen [10] proved that every planar grafhdhoosable and Voigt [11]
showed the thigtness of this bound.

Eaton and Hull [6] generalized the notion of choosabilityntgproper choosability: a grapl® is
t-improper |-choosableor simply (I,t)-choosable, if for any list-assignmehtsuch that/L(v)| > |
for everyv, there exists a-improper coloringf of G such thatf(v) € L(v) for everyv. For pla-
nar graphs, Eaton and Hull [6], and independently Skrekidi@kproved that every planar graph is
(3,2)-choosable. Moreover, Eaton and Hull, and Skrekovski, bothiectured that every planar graph
is (4,1)-choosable.

Recall that aracyclic coloringof G is a coloringf of G such that for any two distinct coloiis
and j, the edgesiv such thatf (u) =i and f(v) = j induce a forest. A cycle is sa@lternatingif it
is properly colored with two colors. Notice that a coloring@is acyclic if and only ifG does not
contain any alternating cycle. We can also note that imprbpmlored cycles are not necessarily
alternating cycles.

Acyclic choosabilitywas recently introduced by Borodet al. in [4]. A graph is acyclically
[-choosable if for any list-assignmehtsuch thatL(v)| > | for everyv, there exists an acyclic col-
oring f of G such thatf (v) € L(v). Borodinet al. [4] proved that every planar graph is acyclically
7-choosable. They also conjectured that every planar gsagudyclically 5-choosable. Acyclic choos-
ability of graph with bounded degree was also investigaad,Gongalves and Montassier [8] showed
that every subcubic graphs (graphs with maximum degreeltiisecyclically 4-choosable.

Boiron et al. [3] extended in a natural way the notionadyclic coloring to the notion of acyclic
improper coloring as follows. Aacyclic t-improper k-coloringor simply an acyclidk,t)-coloring,
of Gis a(k,t)-coloring which is acyclic, that i& contains no alternating cycle. The main motivation
in the study of acyclic improper coloring is the link with enited coloring (see [3] for more details).
Boiron et al. [2] proved that every subcubic graph is acyclicalB;1)-colorable and conjectured
that every subcubic graph is acyclicallg, 2)-colorable. Moreover, they constructed subcubic graphs
which are not acyclically2, 1)-colorable.

In a natural way, one can defiaeyclic improper choosabilitpf graphs: a grapks is acyclically
t-improper L-colorableif for a given list-assignmentt = {L(v) : v € V(G)}, there exists an acyclic
t-improper coloringf such thatf (v) € L(v) for everyv. If G is acyclicallyt-improperL-colorable
for any list-assignment. with |L(v)| > | for everyv, then we say tha6 is acyclically t-improper
[-choosable or simplyacyclically (I,t)-choosable Theacyclic t-improper list chromatic numbef
G is therefore defined as the smallest intelgauch thatG is acyclically (I,t)-choosable.

Our main result concerns subcubic graphs. Observe that goapés with maximum degre
are not acyclicallyA — 1,t)-choosable, for any> 0:

Observation 1 For everyA, there exists a graph with maximum degre such that for every > 0,
Ga is not acyclically(A — 1,t)-choosable.

To see that, leh > 2 and consider the complete bipartite gréfain of degreed. We give the following
list-assignment to the vertices Eh o: we assign the lis{1,2,...,A — 1} to every vertex of the first

2



194 Coloration impropre acyclique par listes des graphes derédgprre

stable setandlA,A+1,...,2A—2} to every vertex of the second stable set. Itis clear that ®vtioes
of each stable set will get the same color, which createstamating cycle of length four.

Therefore, for any > 0, the acycliad-improper list chromatic number of the class of graphs with
maximum degred\ is at leastd, and thus the above-mentioned conjecture of Boibal. [2] on
acyclic improper coloring of subcubic graphs does not hofcchoosability. We prove the following
theorem:

Theorem 2 Every subcubic graph is acyclicall$3, 1)-choosable.

Notice that this theorem extends the above-mentionedtresBbiron et al. [2].

In a separate paper [7], we investigate acyclic impropeosability of outerplanar graphs and
prove the following result:

Theorem 3 [7] Every outerplanar graphs is acyclicall{2,5)-choosable.

This paper is organized as follows. In Section 2, we give soatation that will be used later and
we prove Theorem 2 in Section 3. Finally, in Section 4, we tigate general bounds for graphs with
maximum degred.

2 Notation and convention

In the rest of the paper, we will use the following notatiomeTdegree of a given vertaxis denoted
by d(v). A k-vertex(resp. a~k-vertey is a vertex of degrek (resp. degree at mok}. We denote by
N(v) the set of the neighbors of A k-cycle (resp. &k-cycle is a cycle containind vertices (resp.
at leastk vertices).

For a graptG and a vertex € V(G), we denote by \ {v} the graph obtained fro® by removing
v together with the set of its incident edges; for an edgef E(G), G\ {uv} denotes the graph
obtained fromG by only removing the edgav. These notions are extended to sets of vertices and
edges in a standard way.

Let G be a graph and be a coloring ofG. For a given vertex of G, we denote byms(v), or
simply im(v) when the coloring is clear from the context, ihgropertyof the vertexv, which is the
number of neighbors of having the same color as itself.

In all the figures depicting configurations, we shall use ttlefing drawing convention: a vertex
whose neighbors are totally specified will be white, wher@agrtex whose neighbors are partially
specified will be black.

3 Acyclic (3,1)-choosability of subcubic graphs

In this section, we prove Theorem 2. We consider a minimahtgtexample to this theorem and
show that it is a 2-connected cubic graph (Subsection 3.henTin Subsection 3.2, we provide,
for any 2-connected cubic gragh and any list-assignmerit such that/L(v)| > 3 for everyv and
L(u) # L(v) for some adjacent verticasandyv, a greedy algorithm giving an acyclic 1-improfder
coloring of G. This leads us to a contradiction, that will conclude theoprd Theorem 2. Notice that
this proof technique was already used in [8].

LetH be a counter-example to Theorem 2 with minimum order, labé a list-assignment, with
|L(v)| > 3 for everyv € V(H), such thaH is not acyclically 1-impropek-colorable.

3
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3.1 His a2-connected cubic graph

Claim 4 The graph H contains no 1-vertex.

Proof. Letv be a 1-vertex, having as a neighbor. By minimality off, there exists an acyclic
1-improperL-coloring f of H' = H \ {v}. The coloringf can be extended tid by picking a color in
L(v)\ {f(u)} to color the vertex. O

ui W1

uz2 W2

Figure 1: Configuration of Claim 5

Claim 5 The graph H contains no 2-vertex.

Proof. Letv be a 2-vertex oH and letu andw be the two neighbors of. We assume that(u) =
d(w) = 3, which is the worst case, and thusugtandu, (resp.w; andw,) be the neighbors af (resp.
w) distinct fromv (see Figure 1). If (u) # f(w), we can then extenéito H by picking any colorf (v)

in L(v)\ {f(u), f(w)}. We now suppose thdt(u) = f(w) = a. Itis clear that if we cannot extend
f, it means w.l.o.g. thaf(u;) = f(wy) = b (with b # a) and f(uz) = f(wz) = ¢ (with ¢ # a and
c # b), the colora appears twice itN(uz), N(uz),N(wp) andN(ws), andL(v) = {a,b,c}. We first try
recoloru with a suitable color chosen In(u) \ {a}. Ifit is possible, we obtain an acyclic 1-improper
L-coloring of H. Otherwise, it means that(u) = {a,b,c} andim(u;) = im(uz) = 1. Hence, it is
possible to recolow; with a color picked inL(u;) \ {a,b} and now we havém(u;) = 0. Since we
possibly created an alternating cycle containingve also recolou with the colorb; clearly, this new
partial coloring is acyclically 1-improper anfdu) # f(w): so we can extend it thl. O

Claim 6 The graph H is 2-connected.

Proof. The graphH is obviously connected. Suppose tléitcontains a cut-vertexy. Using the
Claims 4 and 5H is cubic. Thus, there is a vertaxsuch thatuv is a bridge. LetH’ = H \ {uv},
and letH; andH, be the two connected componentsHifwith u € H; andv € Hj. By minimality

of H, the graphdH; andH; are acyclically(3,1)-choosable. Hence, there exist acyclic 1-improper
L-coloringsf; and f, of H; andHJ, respectively. If we havé; (u) # fo(v), or if we havef;(u) = f(v)
with im¢, (u) = img,(v) = 0, the coloringf = f; U fz is an acyclic 1-impropek-coloring of H. Now,
supposefi(u) = fa(v) with imy, (u) = 1 and letu; andu, be the two neighbors af in H;. Clearly,
f1(u1) # f1(u2), and then we can recolorwith a color fromL(u) \ { f1(us), f1(u2)} without creating
any alternating cycle ;. We therefore havéy(u) # f2(v), and, as previously, the colorinfj=
f1U f2 is now an acyclic 1-impropdr-coloring ofH. O
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3.2 The greedy algorithm

Recall that Boiroret al. [3] proved that every subcubic graph is acyclicalB;1)-colorable. So,
if the list-assignment is such that_(v) = {a,b,c} for every vertexv, H is clearly acyclically 1-
improperL-colorable. We can therefore assume tHatontains two adjacent vertices andv® such
thatL(u*) # L(v").

Claim 7 There exists an orderxxy,...,x, of the vertices of H such that x u*, x, = v* and for
everyl <i < n, the vertex xis adjacent to some vertex with j > i.

Proof. The graptH’ = H \ u* is clearly connected sinde is 2-connected. Consider a spanning tree
T of H' rooted inv*. Letx; = u* and order the other vertices frox to x, according to a post order
walk onT. We obviously have, = v* and each vertex; is adjacent to its fathet; (j >i)inT. O

LetH;,Ho, ..., Hy be the sequence of graphs definetHas H \ {Xi+1,Xi+2,...,X} for L <i <n.
Observe thaH; is the single vertex; andHp is equal to the graphl.

Y1
W1 = X1 Y1 y
w X y Y2 Xn X1
Z
W2 Y2 z
V4]
(a) Configuration of Claim 8 (2a) (b) Configuration of Claim 9

Figure 2: Configurations of Claims 8 and 9

Claim 8 Letibe an integer such th&<i<n-—1, and let f be an acyclic 1-improper L-coloring of
H;_1. Then f can be extended tg slich that the color of xremains unchanged.

Proof. All the vertices ofH; but x; are colored byf. So we only need to find a suitable color fgr
in L(x;). Notice that; is a=2-vertex inH; by definition of the ordeky,...,x,. The vertexx; is also
a =2-vertex inH; since it is adjacent t&, in H. In the following, we assume thai andx; are two
2-vertices, which is the worst case. We consider differases depending on the adjacency;and
X1.

1. Suppose that andx; are adjacent. Lew (resp.y) be the other neighbor of (resp.x;) in H;.
If f(w)#£ f(xp), itis easy to extend to H by coloringx with a color distinct fromf (w) and
f(x1). Otherwise,f(w) = f(x1) and we can extend by coloringx; with a color distinct from
f(x1) and f(y), which forbids any alternating cycle containirg

2. Now suppose that andx; are not adjacent. Let andy be the two neighbors of. We assume
thatd(w) = d(y) = 3, which is the worst case, and thus\etandw, (resp.y; andy) be the
other neighbors ofv (resp.y). We consider here two cases depending whethes at distance
two fromx;.
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@)

(b)

Suppose first thag = w; (see Figure 2(a)). As in the previous cases, the tase+# f(y)
is straightforward. Assume th&{w) = f(y) = a. Itis clear that if we cannot exten it
means that w.l.o.gf (x3) = f(y1) = b (with a#b) andf (w,) = f(y,) = c (with c# aand
¢ # b), the colora appears twice itN(x1),N(wz),N(y1) andN(w,), andL(x ) = {a,b,c}.
Sincex; is a 2-vertex, we clearly havm(x; ) = 0; thus we can recolaw with a color from
L(w)\ {a,c}. Hence, we haven(x;) <1 andf(w) # f(y): we can extend toH.

Suppose that; is at distance at least three frofn The proof of this subcase it clearly the
same as the one of Claim 5.

Claim 9 Let f be an acyclic 1-improper L-coloring ofH; such that fx;) ¢ L(xy). Then f can be
extended to H.

Proof. Letyandz be the neighbors of, distinct fromx; and lety; andy, (resp.z; andz) be the
neighbors ofy (resp. 2) distinct fromx, (see Figure 2(b)). Lea= f(x;). We consider some cases
depending on the colors appearing in the neighborhoog.of

1. If y, zandx; have pairwise distinct colord, can easily be extended kb sincea ¢ L(xy)

2. Now, suppose that exactly one color distinct frapsayb, appears irx,’s neighborhood. We
consider two cases depending on the colorgafidz

(a) Suppose that(y) = f(z) = b. Clearly, if we cannot choose a colorlifix,) for x, without

(b)

creating an alternating cycle or haviimg(v) > 1 for somev, we may assume w.l.0.g. that
f(y1) =f(z) =c¢, f(y2) = f(z) =d, the color b appears twice M(y1),N(y2),N(z) and
N(z), andL(x,) = {b,c,d}. We first try to recolory with a color distinct fromb (notice
that we cannot create any alternating cycle sih@gg) # f(y»)). If it is possible, we then
setf(xn) = b. Otherwise, this means thiaty) = {b,c,d} andim(y;) = im(y2) = 1. Thus,
we can recoloy; with a color fromL(y;) \ {b,c}. Since we possibly created an alternating
cycle containingy, we also recoloy with the colorc; nowy, zandx; have three distinct
colors: this is the situation of Case 1.

Now suppose thaf(y) = a and f(z) = b. Clearly, if we cannot choose a color from
L(xn) for x, without creating an alternating cycle or haviing(v) > 1 for somev, we may
assume w.l.o.g. tham(z) = 1, f(y1) =¢, f(y2) =d, L(X,) = {b,c,d} and the colora
appears twice iflN(y1) andN(y»). We first try to recolory with a color distinct froma
(notice that we cannot create any alternating cycle sir{ge) # f(y2)). If it is possible,
we are in the situation of Cases 1 or 2a. Otherwise, this miank (y) = {a,c,d} and
im(y1) = im(y2) = 1. Thus, we can recolgn with a color fromL(y;) \ {a,c}. Since we
possibly created an alternating cycle containyngve also recoloy with the colorc; we
now havef(y) # f(z) # f(x1) # f(y): this is the situation of Case 1.

3. Finally, suppose that(y) = f(z) = f(x1) = a. We assume thdt(x,) = {b,c,d}. If no color
from L(xn) can be used to colox,, this means that each of them creates an alternating cycle
containingx,: thus, w.l.o.g. we assume thaty;) = b, f(y2) = c and the colora appears
twice inN(y1) andN(y2). We first try to recoloty with a color distinct froma (notice that we
cannot create any alternating cycle sirff¢g:) # f(y2)). If it is possible, the case is equivalent
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to a previous one (a color appears twice in the neighborhdog)o Otherwise, this means
thatL(y) = {a,b,c} andim(y;) = im(y2) = 1. Thus, we can recolor; by picking a color in
L(y1) \ {a,b}. Since we possibly created an alternating cycle contaigjinge also recolory
with the colorb; we now have two distinct colors in the neighborhoocpfthis is the situation
of Case 2.

d

Proof of Theorem 2 We now define a greedy algorithm which coléts At Step 1, we sef(x;) =c¢
for somec € L(x1) \ L(Xa) (since we assumed tha{u*) # L(v"), x1 = u* andx, = v*, we have
L(x1) \L(Xn) # 0). Then, at Step X i < n—1, we colorx thanks to Claim 8 without changing the
color ofx;. At Stepn, we colorx, thanks to Claim 9. The gra is therefore acyclically 1-improper
L-colorable, which is a contradiction. O

Figure 3: A subcubic graph which is not acyclically 3-coldm

The result of Theorem 2 is optimal since, by Observation &rethexist graphs which are not
acyclically (2,k)-choosable for ank > 0. Moreover, the graph depicted on Figure 3 is clearly not
acyclically 3-colorable and therefore not acyclical8/0)-choosable.

4 Graphs with maximum degreed

Let Xa(G) denote the acyclic chromatic number®fandy’,(G) denote the acyclit-improper chro-
matic number ofG. Definex,(d) (resp. x,(d)) as the maximum acyclic chromatic number (resp.
acyclict-improper chromatic number) over all graphs with maximurgrded. In [1], Alon, McDi-
armid and Reed proved thgg(d) = O(d*/3). They also showed thak(d) = Q(d*/3/(logd)¥/3).

For any graphG and anyt, an acyclic coloring ofG is also an acycli¢d-improper coloring of
G. Conversely, observe that given an acytlimproper coloring ofG, we can acyclically color the
subgraphs induced by each color class with at rtfost1 new colors, and the coloring obtained is
acyclic. Thus, we have

X <x6) <x(6)

As a consequencgl,(d) = O(d*/?) andx.(d) = Q (W)

We now prove that if is not too large, the above-mentionned lower boun@@f*/3/(logd)*/3)
still holds for acyclict-improper coloring.
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. _ 3/4
Theorem 10 There exists a constant> 0 such that if t< n (%) , then

d4/3
Xy(d) = © <7(Iogd)l/3> -

Proof. LetV = {1,...,n} be a set of labelled vertices. Lpt= c(logn/n)*/4, with ¢ = 3, and let
G = Gnp = (V,E) be a random graph defined ®hby choosing each pair of distinct elementsvof
independently to be an edge with probabilgyLetd be the maximum degree &.

It is known thatd = BIN(n,p) and E(d) = np = cn*4(logn)¥4. By studying the distribution

1/3 4/3
of d, we obtamPr( > 3m (3) / (Io‘éw) — 1 ash — . To complete the proof, we show that
d4/3

Pr (Xa(G) _) — 1 asn — o, Takingl = 404/3( 3)1/3, this will imply that a.a. sxL(G) > Z Togd)73"

Let a(G) (resp. a;(G)) be the maximum size of an independent set of verticeS (nesp. an
induced subgraph @ with maximum degree). We first show thati, (G) < j a.a.s. ift is sufficiently
small.

Letk= | 2n%/4(logn)¥*|.

Pr(a(G) k) < <E>(1_p)(5)
< ("a-p)"
< @¢<k<bgC§)+%a«40mm1_pO>

Sincep = 0(1), log(1— p) ~ —p. Hencej(k— 1)log(1— p) ~ —logn. Also log() ~ 2logn,
so Pr(a(G) > k) < exp(—%(1+0(1))logn) = o(1). Butay(G) < (t+1)a(G), so a.a.s.ay(G) <
(t+ 1)k,

3/4
Soift <n <| gn) / then a.a.8(G) < %”n. Thus we may takgq = c¢/8.

Now consider a fixed partitiowy, ..., V; of V intor < 5 color classes, each of size at mest 7.
Remove one vertex in each class of odd cardinality : thereiren > g vertices, and the size of each
class is now even. By partitioning each of these parts inggoiit parts of size 2, we obtain> 3
pairwise disjoint subsetds,...,U; of V, each of cardinality 2, and each a subset of some color class
in the original partition.

The number of pairs of pairs from within the same class is atitin@ value when there are as many

large classes as possible, so itis at n%)@;z < ”’S . Hence, the number of "cross" pairs of pairs (pairs
of pairs of distinct colors) is at Iea(s‘izz) — ”85 (n —9) > ” . For each of these cross pairs of palrs
{{x,%},{Xj,Xj } }, the probability that the alternatlng 4- cyoiiex,,x{,xJ is not inG is equal to - p*.

So the probability that there is no alternating 4-cycl&iis at most(1— p*)" °/64 < exp( npt )

Hence the probability that there is an acythienproper coloring with at mos} colors is at most:

8
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2.4
n”exp(—%—i) = exp(nlogn—nzc"'loﬁ>

64n
A
= exp((l— 6_4> nlogn>
= 0o(1)ifc=3
As a consequencgl (G) > 5 a.a.s., which completes the proof. O
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