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Solution de I'exercice 1 :

1. Mots de longueurs 0 : €;
Mots de longueurs 1 : a;
Mots de longueurs 2 : aa, ba;
Mots de longueurs 3 : aaa, aba, baa;
Mots de longueurs 4 : aaaa, aaba, abaa, baba, baaa.

2. Mots de longueurs 0 : aucun;
Mots de longueurs 1 : aucun;
Mots de longueurs 2 : aa;

Mots de longueurs 3 : aucun;
Mots de longueurs 4 : aaaa, abaa.

Solution de I'exercice 2 :
1. b*(a(bb)*)*b*.
2. a*b*.

Solution de I'exercice 3 :

Mots de longeur 0 reconnus par ’automate A; : aucun;

Mots de longeur 1 reconnus par I'automate A; : b;

Mots de longeur 2 reconnus par I’automate Ay : ba, aa, ab;

Mots de longeur 3 reconnus par 'automate A; : baa, aaa, aba, abb;

Mots de longeur 4 reconnus par 'automate A; : baaa, aaaa, abaa, abab, abba, abbb.

Il est possible de répondre & cette question de maniére systématique en utilisant les matrices.
Pour cela, on représente 'automate (que l'on peut voir comme un graphe) par la matrice
d’adjacence suivante :

0 a 0 b
0 0 b a
M= 0 0 a+b 0
0 0 0 a

Ainsi, le coefficient d’indice i, j de la matrice M* correspond aux mots de longueur k reconnus
par Pautomate, si I’état initial était ’état ¢ et ’état final, I’état j. Si 'on souahite obtenir



les mots de longueur k£ reconnus par notre automate, il suffit d’évaluer Mlk 4+ Mfg. Voici les
matrices MO, M, M?, M3 et M* :

e 0 0O 0 a 0 b 0 0 ab aa + ba
0 e 00 00 b a 0 0 bla+bd) a?
0 _ _ 2 __
M_OOeOM_OOa+bO M_()O(a—l—b)2 0
00 0 € 00 0 a 00 0 a?
0 0 abla+b) a®+ba? 0 0 abla+b)? a*+ bad
2 3 3 4
M3 - 0 0 b(a—i—b)3 a Mt 0 0 b(a—H))4 a
0 0 (a+b) 0 0 0 (a+Db) 0
0 0 0 a’ 0 0 0 at

Mots de longeurs O : MﬁQ + M1074 =0;

Mots de longeurs 1 : M1172 + M1174 =b;

Mots de longeurs 2 : M1272 + M1274 = ab+ aa + ba;

Mots de longeurs 3 : MﬁQ + M13,4 = aba + abb + aaa + baa;

Mots de longeurs 4 : Mﬁz + M{lA = abaa + abab + abba + abbb + aaaa + baaa ;

Pour 'automate Ay, on a les résultat suivants :

a? 2 0 ab

e 00 O a 0 0 b 9 b 0 0 b
o000 L {a0ao0 M2 = “;a n
=00 ¢ o0 = b5 00 0 bagbo()
00 0 € 0 b 00 a a
a®+b*a  ab® ba a’b a(a® +bv%a) b*(a® + ab) + a®b?
3 2 2 2
3 | a>+aba ab® 0 a*b+ab 4
M= ba? S bab M=

b(a>+ab) 0 0 bab

Mots de longueur O : MloJ + MRQ =€;

Mots de longueur 1 : M1171 + M1172 =a;

Mots de longueur 2 : Mlz’l + M1272 =aa + bb;

Mots de longueur 3 : M13,1 + M1372 = aaa + bba + abb;

Mots de longueur 4 : M{{l + M{{Q = aaaa + abba + aabb +- bbaa +- bbab ;

Solution de I'exercice 4 :
L’automate A; a pour définition :

A= 1Q=1{1,2,3,4}, q¢=1, F={3,4}, ¢:




L’automate As a pour définition :

(
(
Ay=[Q={1,234}, =1 F={1,2}, 4: g
(
(

Solution de I'exercice 5 :
Les automates A3z et A4 sont déssinés dans les figures 1 et 2 suivantes :

a

o

FIGURE 1 — Automate As
FIGURE 2 — Automate Ay

Solution de lI'exercice 6 :

1. Expression réguliére : (a + b+ c)*.
Automate :

o
0

On prouve maintenant que cet automate reconnait bien le bon langage. On pose L le
langage de tous les mots et K le langage de I’automate. On cherche & prouver L = K.
Considérons la propriété suivante, P,, paramétrée par un entier n :

Py, : Pour tout mot w de taillen : we L& we K

Il est clair que si P, est vraie pour tout entier n, on a bien K = L. Il nous reste a

prouver P,, pour tout n. On procéde par induction sur n.

— Sin =0, on a w = e. Par définition, on a w € L et w € K. Donc Py est vérifiée.

— Soit n > 0, on suppose P,_1 et on prouve P,,. Soit w un mot de taille n, puisque n > 0,
on a w = w'z ol w est un mot de taille n — 1 > 0 (on va donc pouvoir appliquer
Prn—1 a w') et x une lettre dans {a, b, c}. Supposons que w € K, par définition de L
on a w € L. Réciproquement si w € L, on sait par hypothése d’induction (P,_1) que
w’ € K. Or en observant les transitions de I'automate on constate que Kz C K pour
tout = € {a, b, c}, il en découle que w € K. On a donc bien w € L & w € K.



2. Expression réguliére : (a + ¢)*.
Automate :

a &

-

3. Expression réguliére : (b+ ¢)*(a +€)(b+ c)*.
Automate :

On prouve maintenant que cet automate reconnait bien le bon langage. On note :

Ly le langage des mots ne contenant pas de a.

Ky le langage des mots pour lequels il existe un calcul de I'automate arrivant dans
I’état 0.

L1 le langage des mots contenant exactement un a.

K, le langage des mots pour lequels il existe un calcul de 'automate arrivant dans
I’état 1.

Observons que le langage de la question est L U Lg et le langage reconnu par 'automate
K1 U Kg. On va montrer Lg = Kg et L1 = K;. Considérons la propriété suivante, P,,
paramétrée par un entier n :

w€E Ly w e Ky

Py, : Pour tout mot w de taille n : weL < wekK;

Il est clair que si Py, est vraie pour tout entier n, on a bien Kg = Lg et K1 = L1. Il nous
reste & prouver P, pour tout n. On procéde par induction sur n.

Sin =0, on aw = e. Par définition, on a w € Ly, w € Ky, w & L1 et w € K;. Donc
Po est vérifiée.

Soit n > 0, on suppose P,_1 et on prouve P,. Soit w un mot de taille n, puisque
n > 0,onaw =w'z ot w est un mot de taille n —1 > 0 et = une lettre dans {a, b, c}.
Supposons que w € Ky, par définition des transitions de l'automate on a w’ € Ky
et © € {b,c}. Par induction on en déduit que v’ € Ly donc w € Lo(b+ ¢) C Ly.
Réciproquement, si w € Lg, on a w’ € Lo donc par induction w’ € Ky, par définition
des transitions de ’automate on obtient w € Kj.

Maintenant, supposons que w € Kj, par définition de 'automate, il y a deux cas
possibles : soit w' € Ky et x = a, soit w' € Ky et x € {b,c}. Dans le premier cas
on conclut en utilisant I'induction que w’ € Ly et w € Loa C Lq. Dans le second cas
on a par induction w’ € Ly et w € L1(b+ ¢) C Ly. Réciproquement, si w € Ly, soit
x = a auquel cas w’ € Ly et donc w’ € Ky par induction ce qui implique que w € K
par définition des transitions. Sinon z € {b,c}, dans ce cas w’ € Ly et w € Ly par
définition des transitions.

4. Expression réguliére : (b+ ¢)*a(a + b+ ¢)*.
Automate :



5. Expression réguliére : (b+ ¢)*(ab(b+ ¢)*)*.

Automate :
b ¢
‘ a
= OWS0
b
6. Expression réguliére : z. Pour 'automate, on appelle x1, ..., z, € {a,b, c}, les lettres de
x (le.x=z1T2...2p).
I T2 T3 T
—O D O
7. Expression réguliére : ((a +b+c¢)(a+b+c¢))*.
Automate :
b

8. Expression réguliére : ab(a + b+ ¢)*.
Automate :

9. Expression réguliére : (a + b+ ¢)*ab.
Automate :

Solution de I'exercice 7 :

On fixe x = x1---x, OU 21, ..., 2Ty, sont des lettres dans A. On va construire un automate
déterministe a n + 1 états qui reconnait L = A*zx.

On commence par donner ’ensemble d’états de 'automate, puis on va construire petit a
petit les transitions. On fixe Q@ = {qo,...,qn}, I = {qo} et F = {gn}. De plus pour tout entier
i € {1,n} on ajoute une transition (gj—1,x;) — ¢;. Pour I'instant notre automate est bien
deterministe et reconnait le langage {x}. On peut le dessiner de la fagon suivante :



I T2 3 In
1) (OD—>_ ......
—(W—)—®) —@)—
On va maintenant ajouter des transitions pour que I'automate reconnaisse le langage L =
A*x. Considérons les langages Ky, ..., K, définis de la facon suivante : K; = A*xy - - - x; pour

tout entier i € {0,n}. Notons que K, est le langage L. Enfin on fixe Ly,..., L, les langages
définis comme suit : L,, = K, = L et pour tout i € {O,n — 1}, L; = K; \ (K;41 U---UK,).

Commengons par faire deux observations : 1) pour tout i # j, L;NL; = 0, 2) LoU---UL,, =
A*. 1l en découle que tout mot w appartient & un et un seul langage L; : par définition il s’agit
du L; pour le plus grand i tel que z7 - - - z; est un suffixe de w.

Notre but est de compléter les transitions de notre automate pour que le langage reconnu
dans 'état ¢; soit L; pour tout i € {0,n}. On commence par donner la liste des transitions a
ajouter puis on prouve que 'automate construit ainsi vérifie bien cette propriété.

Pour tout i,j € {0,n} et a € A tel que a # ;11, on ajoute la transition (¢;,a) — ¢;
a I’ensemble de transitions de notre automate si et seulement si le mot x; - - - x;a appartient
au langage L;. Observons qu’il existe toujours un unique langage L; tel que x1---x;a € Lj.
Donc on n’ajoute qu'une unique transition partant de ¢; et étiquetée par a pour chaque couple
(Qiy a)‘

La construction de 'automate A est maintenant finie. Par construction, A est bien déter-
ministe, il est méme complet (c’est a dire que pour tout mot w le calcul de A sur w arrive
dans un et un seul état). Il nous reste & montrer que A accepte bien le langage L.

Soit w un mot, puisque A est déterministe et complet, il existe un unique état ¢; tel que
le calcul sur w arrive en ¢;. On prouve par induction sur la longueur de w que w € L;.

Siw =€, alors ¢; = qo et € € Ly. On suppose le résultat vrai pour les mots de longueur
k. Soit w de longueur k + 1. On a w = w'a avec w’' un mot de longueur k et a € A. Soit
gy Vétat dans lequel arrive le calcul sur w’, par définition des transitions on en déduit que
x1---xpa € L; C K;. Par hypothése d’induction, on a w’ € Lj, donc w’ a pour suffixe
x1---xy et w a pour suffixe x1---zya : w € K;. On veut montrer que w € L;, pour cela on
doit montrer que w € K; pour j > 7. Procédons par I'absurde et supposons qu’il existe j > 4
tel que w € K, donc v’ € Kj_1. Puisque w’ € Ly, on a4 > j —1, donc x1---xy € Kj_;
et x1---xya € K; ce qui est impossible étant donné que x1---xya € L; et par définition,
puisque j >, L; N K; = (). On en déduit donc que w € L;.

En appliquant le résultat a l’etat final g, on obtient que les mots acceptés par I’automate
sont exactement les mots de L.

Solution de I'exercice 8 :
1. Vrai.
2. Faux. Prenons L = {e}, LL* = {e} # 0 = L* \ {€}.
3. Vrai.
4. Vrai.



we (KL)*K

&
w = (kily -+ kply)kns1 avec ki, ... kny1 € K et ly,... I, €L
&
w = ki(l1ka - lpkns1)
&
we K(LK)*
Solution de I'exercice 9 :
McNaughton et Yamada : Figure 1
R?,l = € Rh R?,l + Ry 1(R(1),1)*R(1),1 = €
R(1],2 = a R%,Q = R[I),Q + Ry 1(R(1),1)*R(1],2 = a
R(1],3 =0 R%,:a = R(l),S +R11(R?,1)*R?,3 =0
R(f,z; = b R%A = R(1),4+R1 1(R(1),1)*R(1),4 =0
Rg,l =0 R%,l = R(Z),l + Ry 1(R(1),1)*R(1),1 =0
Rg,Q = € R5,2 = R8,2 + Ry 1(R(1),1)*R(1),2 = €
Rg,:s = b R%,:s = R8,3+Rz 1(3(1),1)*R(1),3 = b
Rg,4 = a R%A = R874+R2 1(R(1),1)*R(1),4 = a
Rg,l =0 Rilﬁ,l = Rg,l +R31(R(1)71)*R(1),1 =0
Rg,z =0 R%,z = Rg,z +R3,1(R(1),1)*R(1],2 =0
R3; = e+a+b Ri3 = R33+R3,(RY))*R); = e+a+b
Rg,zx =0 Ril’;,4 = Rg,4+R3 1(R(1),1)*R(1),4 =0
Rg,l =0 Ri,l = R2,1 + Ry 1(R(1),1)*R(1),1 =0
R2,2 = 0 R411,2 = R2,2 + Ry 1(R(1),1)*R(1),2 =0
R273 = 0 R}L,S = R2,3+R4 1(R(1),1)*R(1),3 =0
R2,4 €et+a R41L,4 R}, + R) 1(R(1),1)*R(1J,4 €t+a
R%,l = R%,l +R%,2<R%,2)*R%,1 = € Ril = R%,l +R%,3(R§,3)*R§,1
R%,z = R%,z +R%,2(R5,2)*R5,2 = a RiQ = R%,2+R%,3(R§,3)*R§,2
Ri; = Riz+Ri,(Ry,)*Ry3 = ab R}y = Ri3+ RI3(R33)"R3;
R%A = R%,4+R%,2(R%,2)*R%,4 = b+taa Ri4 = R%,4+R%,3(R§,3)*R§,4
R%,l = R%,l +R%,2(R%,2)*R%1 =0 R}, = R%,l +R%,3(R§73)*R§,1
R%,Q = R%,Q +R5,2(R%,2)*R%,2 = € R}, = R%,2+R%,3(R§,3)*R§,2
R%,?, = R%,:a +R§,2<R5,2)*R%,3 =0 R:2)’73 = R%,3+R§,3(R§,3)*R§,3
R%A = R%,4+R%,2(R%,2)*R5,4 = a Ry, = R§,4+R§,3(R§,3)*R§,4
R3, = Rg,+Ri,(Ry,)*Ry; = 0 R}, = R3,+R33(R33)"R3,
R3, = R3y,+Ri(Ry,)* Ry, = 0 R, = R3,+ R33(R33)*R3,
R§,3 = Rila,:s "‘R?l,,Q(R%,z)*R%,g = eta+b R§’73 = R§,3+R§,3(R§,3)*R§,3
R3, = Ry +Ri,(Ry,)* Ry, = 0 Ry, = R3,+R33(R33)"R3,
R421,1 = R}l,l +Ri,2<R%,2)*R%,1 =0 Ry, = R?m +R?1,3(R§73>*R§,1
Ri,z = Ri,z "‘R}L,z(Réz)*Réz =0 Riz = R§72+Ri73(R§,3)*R§,2
Ris = Riz+Ris(Ry,)*Rys = 0 R}; = Ri3+ Ri3(R33)"R3;
R?;A = Rzl1,4+Rz11,2(R% 2)*R%,4 = eta REA = Ri4+Ri,3(R§ 3)*R§,4
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Pour la derniére étape on se contente de calculer les deux expressions qui nous intéressent :

R?,:a = R?,:a + R?A(R?LA)*R?L?, = ab(a+b)*
R}, = Riz; + R?A(REA)*REA = (b+aa)a*

L’expression voulue est donc ab(a + b)* + (b + aa)a*.

Equations : Figure 1

On utilise ici la méthode par résolution d’équations avec le lemme d’Arden. Il est important
ici de faire une remarque : il existe deux ’versions’ symétriques du lemme suivant la forme de
I’équation que ’on considére :

SiX=KX+Lete¢g K SiX=XK+Letegd K
alors alors
X =K*L X =LK*

Suivant la version qu’on utilise la méthode pour générer les équations est légérement dif-
férente. On utilise ici la version de droite (on utilisera la version de gauche pour la figure 2)

On considére L1, Lo, L3, L4 les langages définis comme suit : w € L; si et seulement si il
existe un calcul de 'automate sur w partant de I’état intial et arrivant dans I’état i (attention
si on utilisait I'autre version du lemme la définition serait différente). Il découle des transitions
qu’on a les équations suivantes :

L1 = ¢

Lg = L1a

L3 = Lgb + Lg(a + b)
Ly = IL1b+ Lsa+ Lya

En substituant L par sa valeur on obtient :

L1 = ¢

L2 = a

L3 = Lob+ Lg(a + b)
Ly = b+ Lsa+ Lia

En substituant Lo par sa valeur on obtient :
L1 = €
LQ = a

L3 = ab+L3(a+b)
L4 = b+aa+L4a

Enfin en appliquant le lemme d’Arden (version de droite) aux deux derniéres équations on
obtient :

Ly = ¢
LQ = a
L3 = CLb(CL + b)*
Ly = (b+aa)a*

Equations : Figure 2



On utilise cette fois la version de gauche du lemme d’Arden.

On considére L1, Lo, L3, L4 les langages définis comme suit : w € L; si et seulement si il
existe un calcul de 'automate sur w partant de I’état i et arrivant dans un état final (attention
si on utilisait I'autre version du lemme la définition serait différente). Il découle des transitions
qu’on a les équations suivantes :

Li = alqi+blLs+e
Lo = alq+als+e
L3 = bly
Ly = blo

En substituant L3 et L4 on obtient :

L1 = ali+bbly+e¢
Ly = alq+abLi+e¢
L3 = bly
Ly = blo

En substituant Ly on obtient :

L = (a+ bba+ bbab)Li + bb + €
Ly = alq+abli +e¢

Ly = bl

Ly = bls

Enfin en appliquant le lemme d’Arden (version de gauche) & la premiére équation on
obtient : L1 = (a + bba + bbab)* (bb + €).

Brzozowski et McCluskey : Figure 2
On commence par compléter 'automate avec un unique état final et un unique état intial
puis on élimine les états un par un en les remplacant par des transitions généralisées :

On supprime 3 :



On supprime 4 :

On supprime 2 :

Enfin, on supprime 1 :

Solution de I'exercice 10 :

1. aa(a + ab)*b. Aprés renommage, on obtient : ajaz(as + asbs)*b.

10



3. aab*(ab)*+ab*+a*bba. Aprés renommage, on obtient : ajasbi(asbs)* +aebs +agbobioars.

11



4. a((ab)*cb*)* 4+ a(ababacb*)*a*. Aprés renommage, on obtient :
al((agbg)*04b§)* + aﬁ(a7b8a9610a11612b13)*ah.

a4

En reprenant I'alphabet initial on obtient :

12



Solution de I'exercice 11 :

Aucun des automates n’est déterministe. L’automate A5 a deux états intiaux. L’automate
Ag contient deux transitions issues de ’état 1 et étiquetées par un b ainsi que deux transitions
issues de I’état 2 et étiquetées par un a.

Solution de I'exercice 12 :
1. on commence par donner un automate naif non déterministe :

a

b

En appliquant l'algorithme de déterminisation on obtient (on a mis en gris les états et
transitions non nécessaires car non accessibles depuis 1’état initial) :

b G
fT

BH— ({2.3)—

3} —

2. On déterminise 'automate As (on a mis en gris les états et transitions non nécessaires
car non accessibles depuis 1’état initial) :

13



b

{2, 4)—{{1,2})
1 1

(L.2.43)>

3. On déterminise 'automate Ag (on a mis en gris les états et transitions non nécessaires
car non accessibles depuis I’état initial) :

14



