Théorie de la complexité — Feuille de cours intégré n° 2
Grammaires et langages hors-contexte

Nous avons vu que certains langages, pourtant trés simples, ne sont pas réguliers. Par exemple sur I’alphabet
binaire {0, 1}, un automate fini ne peut pas tester si son mot d’entrée contient autant de 0 que de 1. Il est pourtant
simple d’écrire un programme dans son langage favori qui réalise ce test.

Dans cette partie, nous abordons des langages plus généraux que les langages réguliers : les langages hors-contexte.
IIs sont engendrés par des formalismes permettant de simuler des appels récursifs simples.

Définition 1 (Grammaires Hors-Contexte)
Une grammaire hors-contexte est un tuple G = (%, V, S, R) qui définit un langage de mots.

— X ={a,b,c,...,} est un alphabet, dont les lettres sont appelées terminaux. La grammaire définit un
langage sur I'alphabet X.

— V={X,Y,Z,...,} estun ensemble fini de variables, aussi appelées non-terminaux.
— S €V estlavariable de départ.

— R estun ensemble de regles de réécriture. Chaque regle s’écrit de la facon suivante :

X—ua avecXeVetac(VUX).

Par exemple H = ({a, b1 {X}L X {X -ab, X — aXb}) est une grammaire hors-contexte. Par commodité, on
regroupe souvent les regles qui ont le méme membre gauche, en séparant tous les membres droits possibles par une
barre verticale |. Par exemple, la grammaire ci-dessus peut s’écrire X — ab |aXDb.

A toute grammaire hors-contexte G = (%, V, S, R), on associe un langage .2(G) € ©* de la fagon suivante. Soient
a, B deux mots dans (XU V)* (c'est-a-dire que leurs lettres sont soient des variables, soit des terminaux). On note,

a—f

s'il existe un symbole X dans a et une regle (X — y) € R tels que 3 s’'obtient en remplacant cette occurrence de X par
y dans a. Autrement dit, on a @ — 3 si on peut écrire a = a; X a, et f = a7, ou X — 7 est une regle. On note o =5 B
s'il existe ay,...,a, telsque a =ayg— a; — -+ — a, = B. On dit dans ce cas que « se dérive en 5 en n pas (ce qu'on
note aussi o — B sion veut préciser la longueur z de la dérivation). Si n =0, la dérivation est vide et on obtient a = f3.

On peut maintenant définir le langage engendré par la grammaire G, noté £ (G) C X*:
2(G)={w€2*|si> w}.
Enfin, on dit qu'un langage L est hors-contexte s’il existe une grammaire hors-contexte qui engendre ce langage,

autrement dit, s’il existe une grammaire G telle que L = Z(G).

Compréhension de la définition et applications directes

I Exercice 1 1. Quel est le langage engendré par la grammaire H ci-dessus? Démontrer votre réponse.

2. Donner une grammaire engendrant le langage {a” b"c™|nz0etm= 0}. .

Exercice 2 On considére un alphabet 3. Une expression réguliere sur I'alphabet ¥ peut étre vue comme un mot
sur I'alphabet XU {,(,), +,-,*}. Montrer que le langage de toutes les expressions régulieres est hors-contexte. =



Exercice 3 1. On considére I'ensemble des formules propositionnelles en une variable x, qui s’écrivent sur
l'alphabet {T, L, x,V,A,—,(,)}. Montrer que ce langage est hors-contexte.

2. Méme question pour ’ensemble des telles formules propositionnelles qui sont des tautologies.

3. <, ® Généraliser les questions précédentes aux formules ayant un nombre fini de variables. .

Exercice 4 On se place sur I'alphabet >~ ={a, b}.
1. Donner une grammaire engendrant les mots qui ont autant de a que de b, en le démontrant.

2. & Démontrer que la grammaire suivante engendre le langage des mots ayant deux fois plus de a que de b :
S—¢e|SS|aaSb|bSaa|aSbSa. .

Exercice 5 Démontrer que tout langage régulier est aussi hors-contexte. On demande :
1. une démonstration partant des automates,

2. une démonstration partant des expressions régulieres.

-\@'- Indication

En partant d'un automate (%, Q, I, F, §) reconnaissant le langage, vous pouvez considérer pour chaque état
i q € Q le langage L, reconnu par 'automate (%, Q, {q}, F, ). .

3. Montrer qu’il existe des langages hors-contextes qui ne sont pas réguliers.
Exercice 6 Soit L unlangage hors-contexte. Montrer qu'il est engendré par une grammaire réduite, c’est-a-dire
une grammaire G =(Z, V, S, R) qui satisfait les propriétés suivantes :

1. Pour toute variable X, il existe @, f € (XU V)* tels que S Sax B.

2. Pour tout non-terminal X, il existe w € >* tel que X Sow. .

Exercice 7 Soit L un langage hors-contexte. Montrer que L \ {€} est engendré par une grammaire réduite qui n’a
aucune regle de la forme X — ¢, et aucune regle de la forme X — Y (ou1 X, Y sont des variables). .

Propriétés de cloture

Exercice 8 — & Lemme de pompage simplifié. Soit L un langage hors-contexte. En utilisant I’exercice 7, montrer
qu’il existe un entier N, dépendant de G, tel que tout mot de .Z(G) de longueur au moins N se décompose comme
axfByy, avec x ou y non vide, et pour tout entier k, le mot ax* B y*y est aussi dans Z(G). .

Exercice 9 — & Non-cl6ture par intersection et complément.
1. En utilisant 'exercice 8, montrer que le langage {a”b" c" | n = 0} n’est pas hors-contexte.

2. En utilisant la question précédente et la question 2 de ’exercice 1, montrer que la classe des langages
hors-contexte n’est close ni par intersection, ni par complément.

3. Montrer que le complémentaire du langage {a” b" c" | n = 0} est hors-contexte. .

Problemes de décision

Exercice 10 Décrire en francais :
1. un algorithme qui prend en entrée un mot w € * et une grammaire hors-contexte G et teste si w € £(G),
2. un algorithme qui prend en entrée une grammaire hors-contexte et teste si elle engendre le langage vide,

3. un algorithme qui prend en entrée une grammaire hors-contexte et teste si elle engendre un langage infini.a



