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Introduction

L'utilisation des probabilités et statistiques remonte a trées loin ...

e premiers concepts apparus dans l|'antiquité : jeux de hasard,
etc

e |les activités humaines sont affectées par le hasard :
— les accidents,
— le temps qu'il fait,
— tirage au sort dans le sport,
— etc



Introduction

Et de nos jours : ....

e Un vaccin est-il plus efficace qu'un autre?

e Evolution de I'épidémie actuelle, quel modéles utiliser 7 Quel
est I'impact des mesures prises 7

e Que pensez-vous de I'affirmation suivante : "il y a plus de ma-
lades de COVID chez les vaccinés que chez les non vaccinés."



Introduction

Et en MIAGE :
e L3 : Probabilités et Statistiques

e Master 1 :
— S7 : Statistiques et Marketing

— S8 : Processus stochastiques et Simulation

e Master 2 :
— SO : IA & Données.



Introduction - Définitions

e EXpérience aléatoire : expérience ou le hasard intervient ren-
dant le résultat imprévisible.
e Evénement : assertion relative au résultat d'une expérience

aléatoire.

e La probabilité est une évaluation du caractére probable d'un
événement.

e Le mot probable signifie : qui peut se produire dans I'expérience
aléatoire.

= Il faut donner une définition assez rigoureuse de ces concepts ...



Probabilites Discretes

Exemple. oOn lance deux dés.

Q:DxDz{",'.'wwssss}

p={ [ e

avecC

L’espace {2 contient 6 x 6 = 36 éléments.



Distribution uniforme :

1

tous les éléments de 2 sont de méme probabilité 36

<=
tous les éléments de D sont de méme probabilité %.
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Définitions. Un espace probabilisé discret est un couple (£2,Pr), ot 2
est un ensemble non vide au plus dénombrable * et Pr une application
de 2 dans [0, 1] telle que :

> Pr(w) =1.

weS2

*. Voir le définition au tableau.



(2 . espace des événements élémentaires

A C Q2 . événement

Pr : une loi (ou distribution) de probabilité sur Q2
On prolonge Pr sur P(2) par :

Pr(A) = ) Pr(w), VACQ
weA

Pr(A) : probabilité de A

Proposition
e Pr()) =0
o Pr(A) =1 —Pr(A)
o Pr(U;crd;) = > ierPr(A4;) , pour toute famille au plus dénom-

brable A;,i € I d’éléments de P(2) 2-a-2 disjoints.
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Exemple. On peut adopter une hypothése non uniforme en

posant :

Pro([ + | ) =Pra(f )=

PTQ(@ )=IP>7~2(B )=Pr2(® )=1p>7~2( ):é

Sur €2 = D x D, nous pouvons définir la distribution produite :

Pros(dd) = Pro(d)Pro(d)
Dans le cas ou les deux dés sont pipés, nous avons
11 1
4’8 32

Proo( )

On démontrera facilement que Proo est bien une distribution de pro-

babilité sur 2.
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A titre d’exemple, on peut définir I'événement “double” par :

) @ @ e o )

Or nous avons par définition :

Pr(A) = Z Pr(w)

weEA
Pour la distribution uniforme, cette probabilité vaut

1 1 1 1 1 1 1

Alors que, pour Proo, elle vaut
3

1,01, 1,1 1 1
16 6462 6464 16"

16

SEREE
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Définition. Soit (2,Pr) un espace probabilisé discret et soit 2’ un
ensemble non vide au plus dénombrable. Une variable aléatoire (v.a.)
X a valeurs dans ' est une application de 2 dans €’. Nous prenons
souvent pour €2/ un sous-ensemble de N ou de R.

On pourra munir ' d'une loi de probabilité Pry en posant, pour tout

W' e Qo
Pry(w') =Pr(X~ t({w'}))
Proposition. Pry est une loi de probabilité sur &/, i.e.

Z IP)TX(QJ/) = 1.

w'eq!
Nous avons de plus, pour tout A’ C O/ :

Pry(A) = Pr(X—1(4))
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Lorsqu’il n'y a pas le danger de confusion, Pryx sera désignée par Pr.

Exemple. soit S(w) la v.a. qui est la somme des points des deux

dés, par exemple S( B : ) =346 =9. Le tableau ci-dessous
caractérise la loi de probabilité pour la v.a. S par rapport a chacune
des distributions (uniforme et biaisée) :

S 2,34 |56 |7]8|9 10|11 )12

— 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
Pri1(S = s) 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

Pros(S=s) | & | A |5 |6 | 7 12|76 |5 | 4|4
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Espérance Mathématique et Variance

Une variable aléatoire admet un certain nombre de valeurs typiques.
Nous considérons dans la suite les v.a. a valeurs dans R.

Définition. En arithmétique usuelle la valeur moyenne de n nombres
est définie comme leur somme divisée par n. En calcul des probabilités,
I'espérance d'une v.a. est définie comme |la somme des valeurs prises
pondérées par les probabilités respectives, c’est-a-dire :

E(X)= Y aPr(X==x)
reX ()

lorsque cette somme converge absolument™* . (X(2) est I'ensemble
des valeurs prises par la v.a. X). Sinon, on dit que X n’admet pas
d’'espérance.

*. Voir le définition au tableau.
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Exemple. Revenons au cas de la v.a. S, désignant la somme des
deux dés, et calculons son espérance pour chacune des distributions

Prqq1 et Proo

e E11(S) =24 +345+..+125 =7
o Exn(S) =25 +3.4+45+ .. +12.5 =7.

Etant donné que |I'espérance de |la v.a. X, désignant le point obtenu
par un seul dé, vaut :

e Fi(X)=21(1424..46) =35 (pour le dé uniforme)

o Fr(X) = g(l +6) + %.(2 +3+4+4+5) = 3.5 (pourledépipé)

on peut se demander s'il y a un lien entre |I'espérance d'une somme

de v.a. et la somme des espérances.
15



Linéarité de l'espérance

Proposition. Soient X7 et X5 deux v.a. définies sur le méme espace
probabilisé discret (2,Pr) et admettant toutes deux une espérance.
Soit a € R. Alors

E(aXq) aE(X1)
E(X1+ X2) = E(X1) +E(X>)

Que peut-on dire de |I'espérance d'un produit de v.a.?

16



Définitions. On peut considérer plusieurs v.a. sur le méme espace
probabilisé discret. Soient les v.a. X et Y définies sur (2,Pr). La loi
(ou distribution) conjointe est la donnée de :

Pry(X =2, = y) = Pr(fw € QX () = 2,V (w) = y})

pour tout x et tout y possibles.
X et Y sont dites indépendantes, si pour tout = et tout y possibles,

onaPlPryy(X=2xY =y) =Pry(X =z)Pry(Y = y).

Proposition. Si X et Y sont deux v.a. indépendantes admettant une
espérance, alors la v.a. produite XY admet une espérance et

E(XY) = E(X)E(Y)
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Exemple. soient X et v les points obtenus en lancant deux dés (nous
considérons les cas des dés uniformes et celui des dés pipés). Ces deux v.a. sont
indépendantes (par la définition de Pri; ou de Proy). Soient S= X +Y et P = XY

Nous avons :

e E(S)=L+I=7EP)=1L=2

(un calcul direct fondé sur les probabilités des différentes valeurs de P

aboutit au méme résultat dans les deux cas.)

® Mais S et P ne sont pas indépendantes.
Nous avons toutefois E(S + P) =E(S) + E(P) =7+ 2.
Un calcul des probabilités des valeurs de SP permet d'obtenir son espé-

rance :
E(SP) = % dans le cas des dés uniformes et 112 dans le cas des pipés;
qui sont différentes, alors que dans les deux cas :

49 343
E(S)E(P) =7.— = :
(SHEP) =T7.7 =
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Deéfinitions. Un paramétre important qui vient tout de suite aprées
I'espérance est la variance. Elle mesure la dispersion d'une v.a. Si X
est une v.a. définie sur (2,Pr), sa variance est définie par :

Var(X) = E((X — E(X))?)

lorsque celle-ci existe.
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Un exemple *.

Dans une classe de 25 éleves, a un devoir, on observe les notes sui-
vantes :

5 notes a 8, 5 notes a 9, 5 notes a 10, 5 notes a 11 et 5 notes a 12.

- L'espérance (ou moyenne des notes) est 10.

- La variance vaut 4/54+1/54+0/5+1/5+4 4/5 = 2. Elle est assez
faible, les notes sont donc trés centrées autour de la moyenne.

*. https://www.bibmath.net/dico/index.php7action=affiche&quoi=./e/esperance.html
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Dans une autre classe de 25 éléves, au méme devoir, les éléves ont
obtenu : 5 notes a 0, 5 notes a 5, 5 notes a 10, 5 notes a 15 et 5
notes a 20.

- L’espérance vaut toujours 10, mais pourtant il est clair que les
deux classes sont trés différentes! Calculons la variance : elle vaut
100/5+4+25/54+0/5+25/5+ 100/5 = 50.

LLa variance est beaucoup plus grande que dans le premier cas, ce qui
signifie que les notes sont tres espacées'!



Ce que |I'on peut observer visuellement :

200

17.5 1

15.0 -

12.5 1

10.0 -

7.5 1

5.0 -

25 -

0.0
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Définition. La racine carrée de la variance est appelée écart-type et
est notée par o :

o(X) = \/Var(X).

Proposition. Nous avons :

Var(X) = E(X?) — (E(X))?2.

Proposition. Si X et Y sont deux v.a. indépendantes admettant cha-
cune une variance, alors la v.a. X + Y admet une variance qui est la

somme des deux variances.
22



Quelques Distributions Discretes

Loi de Bernoulli. La v.a. X prend deux valeurs : 1 avec la probabilité
p ou O avec la probabilité ¢; on suppose que p,gq € [0,1] et p+qg=1.
Nous avons :

o EX =1p
o VX =pg
e 0 X = ./pq

Utilisation. Cette loi intervient souvent de faA§on implicite lorsqu’on
veut traiter une probabilité comme une espérance. En effet c'est la
loi de la v.a. qui est la fonction indicatrice d'un événement A de
probabilité p

rPr(A) =E1 ,.

23



Loi binomiale. On effectue n épreuves identiques et indépendantes ;
la probabilitié de succes dans chacune étant supposée égale a p et
celle d'échec g =1—p

Posons X = le nombre total de succes obtenus dans les épreuves. X
est une v.a. qui peut prendre la valeur k dans l'intervalle [0,n] avec

la probabilité :
pr = Pr(X =k) = ( Z )pkqn_k. (pourquoi ?)

. k
(Rappel : ( 3 ) Ch k,(n T )
On dit alors que X suit une loi binomiale de parametres n et p.

Il est clair qu'on peut considérer |la v.a. binomiale X comme |la somme
de n v.a. de Bernoulli identiques et indépendantes de méme paramétre
p. Nous avons donc EX = np, VX = npq et c X = ,/npq.
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Distribution binomiale
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Loi binomiale : exemple *

COVID-19 et risque de contact

Voir le tableau

*. https://www.maths-et-tiques.fr/telech/covid-bino.pdf
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Loi géomeétrique. Soit p > 0 la probabilité de succes dans une épreuve.
Posons ¢ = 1 — p. Nous répétons la méme épreuve indépendamment
jusqu’a l'obtention d’'un premier succes.

Soit X la v.a. désignant le nombre d'épreuves effectuées.

C'est une v.a. qui peut prendre la valeur k£ € N* avec la probabilité :

pr = Pr(X =k) = ¢"1p. (pourquoi?)

On dit alors que X suit une loi géométrique de parametre p. On
calcule son espérance et sa variance soit par une méthode directe soit
en dérivant sa fonction génératrice :

OEX:%

QVXZ%
p

oaXzﬁ
p

27



Distribution géomeétrique

28



Exemple.

On fait tourner 4 fois une roue numérotée de 0 a 9 .

- Quelle est la probabilité que le O ne sorte qu’'a la 4éme tentative ?
On fait tourner la roue jusqu’'a ce que le O sorte.

- Quelle est la probabilité de voir sortir le O pour la premiere fois a la

neéme tentative 7 Quelle est I'espérance mathématique du nombre de
tentatives ?

29



Loi de Poisson. Cette distribution intervient dans |'étude du nombre
d'événements intervenant dans un intervalle de temps (files d'at-
tente). Elle propose aussi des modéles statistiques pour des événe-
ments dits “rares’ lorsqu'un grand nombre de cas a été étudié. La
variable aléatoire X suit une loi de Poisson de parameéere )\, si X peut
prendre |la valeur k € N avec la probabilité :

pr = Pr(X =k) = —e "\

On démontre facilement que la somme des probabilités vaut 1.

LL'espérance et la variance d'une distribution de Poisson se calculent
aisément et on a :

o EX = )\

o VX = )\

e 0 X =V 30



Distribution de Poisson pour différentes valeurs de A\

0.5

A
— 1
0.4 =
— 3
0.3 A
— 5
— B
0.2 7
g
™ — 9

0.1 4

0 I —1




Exemple. *On a répertorié dans une usine le nombre d’'accidents mi-
neurs subis par le personnel dans une journée de travail sur une période
de 200 jours. Ces accidents sont survenus indépendamment les uns
des autres. Les résultats sont consignés dans le tableau suivant :

Nombre d’'accidents 0 1 2 1314|5
Nombre de jours 86 |82 |22 | 7|21

- Quel est le nombre moyen d’accidents par jour ? Interpréter concre-
tement le résultat trouveé.

- On ajuste cette distribution par une loi de Poisson. Justifier cette
décision et préciser cette loi;

*. http://serge.mehl.free.fr/exos/exo poissonl.html
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- Comparer avec un ajustement par la loi binomiale.

- Quel est le nombre théorique de jours ou il se produit moins de 3
accidents ? Comparer avec la réalité.



Une propriété importante de la loi de Poisson se porte sur la somme :
Proposition. La somme deux v.a. de Poisson indépendantes de pa-
rametres A\ et u est une v.a. de Poisson de et parametres A 4 u.

Une modélisation par la loi de Poisson est justifiée lorsqu’on étudie les
occurrences d'un événement de faible probabilité dans une population
de grande taille :

Proposition (Approximation de la loi binomiale par la loi de
Poisson.) Soit X, une suite de v.a. de loi binomiale de paramétres p,
et n. On suppose que limy—co npn = A > 0. Alors, pour tout £k € N

R
6)\—
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